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Первое условие, которое надлежит выполнять  

в математике, ‒ это быть точным, второе ‒ быть 

ясным и, насколько можно, простым.  

Г. Лейбниц 

Введение 

Цель изучения общего курса математики вузов состоит в том, чтобы 

углубить знания по изученным разделам и ознакомиться с некоторыми 

новыми разделами математики, которые обогащают общую культуру, раз-

вивают логическое мышление и широко используются в математическом 

моделировании задач, с которыми встречается современный инженер в 

своей деятельности.  

Данное пособие предназначено для студентов технических, строитель-

ных направлений бакалавриата и специалитета для всех форм обучения, 

изучающих курс математики. В пособии изложено интегральное исчисле-

ние функции одной действительной переменной: неопределённый инте-

грал, определённый интеграл, приложения определенного интеграла при 

составлении математических моделей. В конце каждого раздела рассматри-

вается наряду с аналитическим решением решение задачи с применением 

возможностей MS Office, что способствует формированию цифровых ком-

петенций у обучающихся.  

В каждом разделе изложены необходимые теоретические сведения, 

основные определения и формулы, достаточные для решения задач. Посо-

бие составлено таким образом, что наряду с теоретической частью содер-

жит подробный разбор типовых задач, решение которых позволит читате-

лю глубже понять и закрепить изученный материал.  

Предлагаются также задачи для самостоятельной работы, к которым 

приведены ответы в конце каждого раздела. Предложенные в учебном по-

собии задачи для самостоятельной работы могут использоваться препода-

вателем для работы на практических занятиях, а также при подготовке к 

контрольной работе и итоговой форме контроля. 

Пособие также содержит задачи, способствующие лучшему освоению 

математического подхода к решению прикладных задач в различных сфе-

рах человеческой деятельности. Учебное пособие способствует обучению 

принципам и приёмам построения и исследования математических моделей 

процессов с использованием современных цифровых инструментов. 

В конце каждого раздела содержатся контрольная работа и задания 

для самостоятельного решения, которые являются заданиями по целому 

разделу курса. Задания выдаются по вариантам и являются индивидуаль-

ными для студента в каждой академической группе. 
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Глава 1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§ 1. Непосредственное интегрирование

Многие физические и геометрические задачи сводятся к нахождению 

производных от функций. Наряду с этим ряд задач сводится к обратной 

операции – отысканию функции по ее производной. Эта операция называ-

ется интегрированием, следовательно, интегрирование должно заключать-

ся в следующем: задана производная – требуется найти функцию [1]. 

Определение. Функцию  xFy  , заданную на промежутке x , назы-

вают первообразной для функции  xfy  , заданной на том же промежутке, 

если для всех Xx  выполняется равенство    xfxF   (или, что то же 

самое, равенство    dxxfxdF  ). Например, для функции   cosf x x  пер-

вообразной будет функция   xxF sin , т.к.      sin cosF x x x f x


   

для всех x ; для функции 23x первообразной будет функция 3x , т.к.

 3 23x x

 для всех x ; для скорости V  точки первообразной будет путь S ,

который прошла эта точка, т. к. tS V  , и так далее. 

Так как первообразная имеет производную, следовательно, она не-

прерывна. Но верно и более глубокое утверждение: если функция  xf  

непрерывна, то  она имеет первообразную. В интегральном исчислении 

мы будем иметь дело только с непрерывными функциями.  

Если функция  y F x  является первообразной для функции

 y f x  на промежутке X , то и любая из функций вида   CxFy   яв-

ляется первообразной для  y f x  на том же промежутке. Это следует из

того, что 

        xfxfCxFCxF 


 0 . 

Нетрудно убедиться в верности и обратного утверждения: если  xF  

есть первообразная  xf , то все первообразные для  xf  содержатся в 

формуле   CxF  . 

Определение. Совокупность всех первообразных для заданной 

функции  xf  на промежутке x  называется неопределенным интегралом 

этой функции и обозначается так:   dxxf  (читается: «интеграл эф от икс

дэ икс»); 
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  xf называется подынтегральной функцией; 

 произведение  dxxf – подынтегральным выражением;

  знаком интеграла;

 x – переменной интегрирования.

Если  xF  есть первообразная для  xf , то     CxFdxxf   (C–

произвольная константа). Например, cos sin ;xdx x C   2 33 .x dx x C 
Из определения интеграла следует, что каждой формуле дифферен-

циального исчисления    xfxF   соответствует формула 

    СdxxFdxxf  в интегральном исчислении, так что в частности вся

таблица производных может быть переписана в виде таблицы интегралов: 

I. 
1

,
1

n
n x

x dx C
n



 
 где 1n ;     II. Cx

x

dx
 ln ;

III.   C
a

a
dxa

x
x

ln
;     IV. x xe dx e C  ; 

V. 









 Cx

Cx

x

dx

arccos

arcsin

1 2
;   VI.  


C

a

x

xa

dx
arcsin

22
; 

VII. 2

2
ln

dx
x x a

x a
  


 ;   VIII.  










C

ax

ax

axa

dx
ln

2

1
22

; 

IX. cos sinxdx x C  ;     X. sin cosxdx x C   ; 

XI. 
2

ctg
sin

dx
x C

x
   ;   XII. 

2
tg

cos

dx
x C

x
  ;

XIII. 
2

arctg

arcctg1

x Cdx

x Cx


 

  
 ;    XIV. 

2 2

1
arctg

dx x
C

a x a a
 

 ; 

XV. ;ln
22

)( 222 Caxx
a

ax
x

dxax 

XVI.    
1

f ax b dx F ax b
a

   .  

Займемся теперь основными свойствами неопределенных интегра-

лов и правилами их вычисления [2]. 

Примем без доказательства свойства неопределенного интеграла: 

1.     ;xfdxxf 



2.      .dxxfdxxfd

3.      CxFxdF ; 
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4.  kf xdx  k  f xdх, (k–постоянная); 

5. Если   CxFdxxf )()(  и )(xu  , то   CuFduuf )()( .

В частности,     .0где,
1

  aCbaxF
a

dxbaxf

6.            .dxxgdxxfdxxgxf

§ 2. Интегрирование подстановкой

Замена переменной (подстановка)  tх   в интеграл производится

по формуле 

   dtttfdxxf )())(()(  ;       (1.1) 

при этом говорят, что в интеграле слева сделана замена переменной (под-

становка)  tх  . Формулой (1.1) можно пользоваться следующим обра-

зом: подобрать функцию )(tх   так, чтобы, подставив вместо x  подынте-

гральное выражение, получить более простой интеграл. 

Теорема: Если требуется найти интеграл  dxxf )( , но сложно отыскать 

первообразную, то с помощью замены x = (t) и dx = (t)dt получается: 

   dtttfdxxf )())(()(  . 

Доказательство: Продифференцируем предлагаемое равенство: 

    dtttfddxxfd )()]([)(  . 

По рассмотренному выше свойству №2 неопределенного интеграла 

получим 

f(x)dx = f[(t)](t)dt,

что с учетом введенных обозначений и является исходным предположе-

нием. Теорема доказана. 

Пример 1. Найти   .3 dxxx

Решение. С целью упрощения подынтегрального выражения поло-

жим 23 tx  . Отсюда 32  tx ;  32  tddx ;   dttddx


 32 ;

2( ) 3dx t dt   
 

;  2 0dx t dt  ; dttdx 2 . Заменив всюду под интегра-

лом x  на   32  tt , получим 
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        dtttdttttdxxx 2422 62233   dttdtt 24 62










 CttC
tt

dttdtt 35
1214

24 2
5

2

12
6

14
262

    Cxx 
35

323
5

2
. 

При вычислении воспользовались формулой .
1

1

C
n

x
dxx

n
n 








Пример 2. Найти .
3

4

2


Ce

dxe

x

x

Решение. Заметим, что   .
224 xx ee  Целесообразно ввести перемен-

ную te x 2 . Тогда dtde x 2 ;   dtdxe x 
2 ; dtdxe x 22 . Заменив всюду под 

интегралом 2xe dх на 
2

dt
, xe2 на t , получим 

  





.5ln
2

3
5ln

2

3

52

3

52

3 422

22
CeeCtt

t

dt

t

dt xx

Пример 3. Найти .
cos3

sin2

2


 x

dxx

Решение. Заметим, что xddxx cossin  , т.к. 

  dxxdxxxd sincoscos 


 . Целесообразно ввести переменную xt cos . 

Заменив всюду под интегралом dxxsin на dt , xcos  на t , получим 

.cos3cosln23ln2
3

2
cos3

sin2 22

22
CxxCtt

t

dt

x

dxx







Пример 4. Найти    dxx 13sin .

Решение. Заметим, что  
1

3 1
3

dx d x  , т.к.  3 1d x  

 3 1 3x dx dx


   . Целесообразно ввести переменную 3 1t x  . Тогда

1

3
dx dt . Заменив всюду под интегралом dx на 

1

3
dt , 3 1x  на t , получим  

   
1 1 1

sin 3 1 sin cos cos 3 1
3 3 3

x dx tdt t x C         . 
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На основании вышеизложенного можно ввести формулу 

   
1

f ax b dx F ax b C
a

    ,  (1.2) 

где  F x – первообразная функции  f x . 

Тогда 2 3 2 31
.

2

x xe dx e C  
Из формулы (1.2) получим 

1.    
1

sin cosax b dx ax b C
a

     .

2.    
1

cos sinax b dx ax b C
a

    . 

3. 
 

 
1 1

lndx ax b C
ax b a

  
 . 

Задания для решения в аудитории 

Найти интегралы. 

1. dx
x

x



3

2)2(
 . 2. dx

x

x
x


















2sin

3
33 . 

3. dx
xx

 
















 3

1

9

5

22
. 4. 

 
dx

xx

xx





22

22

cos1

cos31
. 

5. dxx 34 . 
6. 


dx

x)51(sin

1
2

. 

7. 
 25x

dx
. 8. 

 dxx 132 . 

9. dx
x

e x




















2

1

2

. 
10. 

 dxex x312 . 

11. 
 
 xx

dx
22 arctg1

. 12. 
x

xdx
3sin

cos
. 

Ответы 

 1. C
xxхх


2

2

3

81
. 2. Cx

x




ctg
3ln

3 1

. 
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3. Cxx
x

 3ln
3

arcctg
3

5 2 . 4. Cxx  arctg3tg . 

5. Cx  3)34(
6

1
. 6. Cx  )51(ctg

5

1
. 7. Cx  )25ln(

5

1
. 

8. C
x




2ln3

2 13

. 9. Ce
x

x 


1
2

. 10. C
е x




3

31

. 11. C
x


arctg

1
. 

12. C
x


2sin2

1
. 

Индивидуальные задания 

Вычислить неопределенные интегралы: 

1.1)    

 



23

2

23 x

dxx
,     2) 

 41 x

xdx
, 

3) 


dx
x

xln1
, 4) 

 46

2

x

dxx
,  

5)    dxx
22 1 ,  6)   xdxx ln2

.  

2. 1)   
3 cos23

sin

x

xdx
,  2)  dx

x

x

5

ln
 ,    

3) 



dx

x

xx

21

arcsin
,   4) 

14x

xdx
,  

5) xdxx  
2

)2( , 6)  xdxx ln3
. 

3. 1) 


dx
x

x

223
,   2)  dx

x

xtg
2

3

cos
,     

3)
 


 23
1arcsin xx

dx
, 4) 

 92 3

2

x

dxx
, 

5)   xdxx 2)1( 2
,  6)  xdxx ln . 

4. 1)   dxxx 2215 , 
2) 

 78

2
3

2

x

dxx
,  

3) 


dx
e

e
x

x 12

,    4)  dx
x

xtg
2

3

sin
,  

5)    dxхx
22 1 ,      6)   xdxx cos)32( . 
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5. 1) 
1sin2

cos

x

xdx
,     2)  


dx
xe

xe
x

x

cos

sin
,     

3) 


dx
x

x

2

arctg

1

2
,  4) 

 42x

x

e

dxe
, 

5)    xdxx
2

32  , 6)  dx
x

x
3

ln
. 

6. 1) 


dx
x

x

33

2

,  2) 



dx

x

arctgxx
21

 ,  

3) 
5 2sin

cos

x

xdx
 ,    4) 

 x

x

e

dxe

21625
, 

5)    xdxx 23
 ,  6)  xdxx ln . 

7.1) 
3 2cos

sin

x

xdx
,      2) 


dx

x

x

13

2

2
,  

3)  dxxx 2sin ,  4) 
 2251 x

xdx
, 

5)    dxxx 2 6)  xdxx ln . 

8.1) 
 



dx

x

x
2

2
3

 ,   
2)   xdxx cossin 2

,     

3) 


dx
x

xln2
,  4) 

 294 x

xdx
, 

5)    dxхx 32
,  6)  xdxx ln . 

9. 1) 


dx
x

xxx
2

35

, 2) 
 72 2x

xdx
, 

3) 
xx

dx
2ln

, 4) 
 41

4

x

xdx
, 

5)    xdxx
2

32 ,   6)   xdxx cos . 

10. 1) 
12 2x

xdx
,  2) 

 xx

dx

ln1
 ,  

3) 


dx
x

x
3 cos1

sin
,  4) 

 8

3

1 x

dxx
, 

5)    xdxx
2

3 , 6)    dxex x2 . 
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11. 1) 


dx
x

xln2
,      2) 

5 2sin

cos

x

xdx
,            

3) 


dx
x241

1
,     4) 

 x

x

e

dxe

24
, 

5)    dxxe

x

2 ,         6)    dx
x

x
2

ln
. 

12. 1) 
3 cos23

sin

x

xdx
,     2)  dx

e

x

x2
 ,         

3) 
 24 x

dx
,        4) 


dx

x

arctgx

21

3
, 

5)   xdxx 4sin ,       6)  xdxx ln4
. 

13. 1)   dxxx 42 2
 ,      2) 

 
 23

2

x

dxx
 ,        

3) 


dx
x

x

2

ln2
,        4) 

 6

2

5 x

dxx
, 

5)   xdxx sin)12( ,        6)  xdxarctg .  

14.  1)  


dx
x

x3 7ln
,     2) dx

x

x


 21

arcsin
 , 

3)  dxxex2

,          4) 
 6

2

4 x

dxx
, 

5)  dx
x

x
5

ln
 ,            

6)  xdxarcsin .    

15. 1) 
12xe

xdx
,           2) 

10ln xx

dx
,         

3)    dxxxx
2

72 ,      4) 
 x

x dx

41

2
,    

5)    dxxx 53sin ,         6)   xdxx ln2
.   

16. 1) 
 x

x

e

dxe
3

3

1
 ,        

2)    xdxx sincos2 ,      

3)  



dx

x

x
21

arctg1
,     4) 

 



dx

x

xx
2

32
,                

5)     xdxx arctg ,      6)   xdxx ln3
. 
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17.1) dx
xx

xx
 



















5

13
23

2

, 2)
 



33

2

51

3

x

dxx
, 

3)   dxex x2)37( , 4) 
2cos 5x dx , 

5)  














dx

xx

x

3

22
2

3

, 6)   dyyy 13 2
. 

17.1)  


















2

3

8

72

xx

x
, 

2)    dxex xx 232)31( , 

3)   dxxx 4cos)32( , 4)  dxxx 4cos2sin , 

5) dx
xx

x
 



















5

21
24

5

, 6) 
 32 )9(x

dxx
. 

18.1)  











  dx
xx

x x

2

1

10

1
3

1
, 

2) dxxx )35cos( 2  , 

3)   dxxx 5cos)23( , 
4) dx

x

5

2
sin 2
 , 

5)  















dx

xxx
322

2

cos

1

5

3
, 6) 

 3

2

25

2

x

dxx
. 

19. 1)   xdxxx ln)12( 5
, 2)  dxxx 3cos

5

3
sin , 

3) dx
хх

 
















2

31

25 2
, 4) 

 xx

dx

arctg)1( 2
, 

5) dx
xx

xxx
 


















22

2

3

15cos
, 6) dx

x

x

 sin1

. 

20.1) dxxx
xx

 

















 2

3

5

1

2
, 2) dx

x

xx


 25ln3 5

, 

3)   xdxx 7cos)23( , 
4) dx

x

5

3
cos2
 , 

5) dx
xx

x
 



















9

41
23

5

, 6) 
 32 )9(x

dxx
. 

21. 1) dx
xx

x
 












1
2

1

1
2

, 2) dx
x

xx






1

3arctg
2

3

, 



13 

3) dx
xx

xex x

 


















2

3

7

123
4) dx

x

xx






21

arcsin3
, 

5) 


dx
x

xln3
, 6) dx

xx

5

3
cos

7

2
cos . 

22.1)  

















dx

xxx

x x

3

3173
22

, 2) dxxe x 252 3


 ,

3) dxxx  sin)43( , 4) xdx2cos2
 ,

5) dxx
xx

x
 


















 7 3

22

3

8

1

cos

cos23
, 6) dxxxx )15(3 325 2


 .

23. 1) dxex x


323 , 2) xdxx
7

2
sin

2

3
sin , 

3) dx
xx

x x
 


















 1

2
4

6

152
, 4) dx

x

xtg



2

3 2

cos

3
, 

5)  

















  dx
xx

x x 1

22

2

5
8

1)1(
, 

6)   dxee xx 733 )5( .

24.1) dx
xx

xx x

 


















11

3523
2

, 2) 
3 6

5

51 x

dxx
, 

3) dx
x

x
x

 















3

33

2

1
)2(

2

2
, 4) dx

x

x



2

3

cos

5tg
, 

5) xdxxx ln)343( 2   , 6) dxx 8cos2
. 

25. 1)  











 dxxx
x

x 13

2
2

7

5
, 

2) dx
x

ex x




2

1
2 23

, 

3)  


















dx

xxx

x
223 4

3

sin

1

2

12
, 4) 

 5)5cos3(

sin

x

xdx
, 

5) xdxx  cos)(  , 
6)  dx

xx

3

5
sin

5

2
sin . 

26.1)  

















  dx
xx

x x 2

2

3

2
2

32
, 2) 


dx

x

ctgx
2

10

sin

)35(3
, 

3) dx
xx

x x
 




















 1

2

2

3
9

1

3

9
, 4) 

 5sin3

cos

x

xdx
, 
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5) dxex x)32(  , 6). dxхx 4cos2sin . 

27.1) dx
xxxx

x
 


















 5

3

1)32(

2

2

, 2) dx
x

xe x


 sin32

, 

3) xdxxx ln)3( 2  , 4) xdxx 2cos4sin , 

5) dx
x

x
x

 














 3 5

2

2

1
)52(

2

2
, 

6)   dxxx )53sin( 2 . 

28. 1)   dxex x)2( , 2) dx
xx

5

4
cos

5
cos , 

3) dx
x

x

x

x
 




















3

32
2

23

94

1
, 4) 

 5cos

sin
2 x

xdx
, 

5)   xdxx ln)13( 2
, 6) dxxx 2cos2sin . 

29. 1)  

















 

dx
xx

x
x

x

3

2

14

151 1

22
, 2) dx

xx

x






5 2

12
, 

3)   dxxx )1ln()1( 2
, 4) dx

xx

2
cos

2
sin , 

5) 

 



23

2

23 x

dxx
,      6) 

 41 x

xdx
. 

30. 1) 


dx
x

xln1
, 2) 

 46

2

x

dxx
,           

3)    dxx
22 1 ,        4)   xdxx ln2

,   

5) 
3 cos23

sin

x

xdx
,   6)  dx

x

x

5

ln
.          

 

§ 3. Интегрирование по частям 

 

Пусть  xuu   и  xvv   имеют непрерывные производные на неко-

тором промежутке x . Найдем дифференциал производных этих функций: 

  dvvuduvuuvd  . 

Так как по условию функции vu  и vu   непрерывны, можно проин-

тегрировать обе части этого равенства:     dvvudxvuuvd  или

    udvduvuvd , но   Cuvuvd  , следовательно, 
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u dv uv vdu   .                                        (1.3) 

Формула (1.3) называется формулой интегрирования по частям.  

Сущность метода интегрирования по частям вполне соответствует 

его названию. Дело в том, что при вычислении интеграла этим методом 

подынтегральное выражение  dxxf  представляют в виде произведения 

множителей  xu  и  xdv ; при этом dx  обязательно входит в  xdv . В ре-

зультате получается, что заданный интеграл находят по частям: сначала 

находят  dv , а затем  dvv . Естественно, что этот метод применим лишь в 

случае, если задача нахождения указанных интегралов более проста, чем 

нахождение заданного интеграла [3]. 

Пример 1. Найти sinx xdx . 

Решение. Положим xu  ; dxxdv sin , тогда dxdu  ; 

sin cosv xdx x   . 

По формуле (1.3) находим 

sin cos cos cos sinx xdx x x xdx x x x C       . 

Рассмотрим некоторые конкретные способы разбиения подынте-

грального выражения на множители u  и dv . 

В интегралах вида   axP x e dx ,  sinP x ax dx ,  cosP x axdx , 

где  P x многочлен относительно x ; a некоторое число, полагают 

 u P x , а все остальные сомножители – за dv . 

Пример 2. Найти   25 xx e dx . 

Решение. Положим 5 xu ; 2xdv e dx , тогда   dxxdu


 5  или 

dxdu  , т.к.   10155 


 xx . Следовательно, оставшиеся сомно-

жители равны dv . Таким образом, 2 1
2

2

xdv e d x , интегрируя последнее 

равенство, получим xx exdev 22

2

1
2

2

1
  . 

По формуле (1.3) находим 

   
 2 2 2 2 251 1 1 1

5 5 2
2 2 2 2 2

x x x x xx
x e dx x e e dx e e d x


         

  2 25 1
.

2 4

x xx
e e C
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В интегралах вида   lnP x ax dx ,  arcsinP x axdx , 

 arccosP x axdx ,   dxaxxP arctg ,  arcctgP x axdx  полагают 

 P x dx dv , а остальные сомножители – за и. 

Пример 3. Найти  3 25 2 3 lnx x x dx  . 

Решение. Положим lnu x ;  3 25 2 3dv x x dx   , тогда 

 
1

lndu x dx dx
x


  ;  3 25 2 3dv x x dx    , откуда 

 
3 1 2 1

3 2 3 25 2 3 5 2 3 5 2 3
3 1 2 1

x x
v x x dx x dx x dx dx x

 

         
    

4 35 2
3 .

4 3
x x x    

Следовательно, 

 3 2 4 3 4 35 2 5 2 1
5 2 3 ln 3 ln 3

4 3 4 3
x x x dx x x x x x x x dx

x

   
            

   
4 3

4 35 2 5 2
3 ln 3

4 3 4 3

x x x
x x x x dx dx dx

х х x

  
        
   

   xxxx ln3
3

2

4

5 34










3 25 2
3

4 3
x dx x dx dx

 
    
 
    

3 1 2 15 2
3

4 3 1 3 2 1

x x
x C

 

       
 

4 3 4 35 2 5 2
3 ln 3 .

4 3 16 9
x x x x x x x C

 
      

   

 

Задания для решения в аудитории 

 

1. dx
x

x 
5

sin)15( . 2. 
x

xdx
2sin

. 

3.  dxxхarctg . 4.   dxxx sin)5( 2
. 

5.  dx
x

x
3

ln
. 6.  dxxex

  31ln  . 
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Ответы 

1.   C
xx

x 
5

sin125
5

cos525 . 2. Cxxx  sinlnctg . 

3.   Cxxxx  arctgarctg
2

1 2 . 4.   Cxxxx  cos2sin72 . 

5. C
xx

x


22 4

1

2

ln
. 6.      Cee xx  11ln1

3

1
. 

Индивидуальные задания 

Вариант 1 

 

Вариант 2 

 

Вариант 3 

 

Вариант 4 

Вариант 5 

 

Вариант 6 

2)  

Вариант 7 

 

2 4 1( 3 )sin(2 ) ; 1 ; ( ln ( 1) ) ; ln .xx x x dx x xdx x x x e dx x xdx      

2 2( 4 3)cos  ; ln  ; arctg ; ( 2) .xx x xdx x xdx  xdx x e dx     

  3( 1)ln ( 1) ;    sin3 ;  arcsin ; 1 .xx x dx x xdx xdx x e dx     

    2 2

23

ln
 ; 1 3 cos 3 2  ; arcsin ;  . xx

dx x x dx xdx x e dx
x

    

       
22 49 sin2  ; 3  ; 1 ln 1  ; arcsin .xx xdx x e dx x x dx dx      

     
2

(3 1)sin3  ;  2  ; 3 ln 3  ; arcsin .xx xdx x e dx x x dx xdx      

    
 .arctg; 13   ; 

ln
   ; 2cos42 2

2

2 dxdxexdx
x

x
xdxx x
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Вариант 8 

 

Вариант 9 

2  

Вариант 10 

Вариант 11 

 

Вариант 12 

 

Вариант 13 

 

Вариант 14 

 

Вариант 15 

. 

Вариант 16 

 

  212 cos ; 2  ;  arcsin  ; ln .xx  xdx xe dx xdx xdx   

     2 23 15 cos3  ; 2 ln ; 3  ;  arctgxx xdx x xdx x e dx  xdx.     

      .arcc   ; 3sin3   ; 1ln1 22

  tg xdx ;    e 3x  2
dx

xdxxxdxxx x

         .ln  ;
sin

  ; 1sin11cos1 ; 3

2
22

 


xdxxdx
x

x
dxxxxxdxex

x

    2 3 ;  1 cos 1  ;    ;   ln .xarctgxdx x x dx x e dx x xdx    

 (1 5 )sin  ;   3  ; ln  ;   arcsin  .xx xdx e x dx x xdx xdx    

     1

2
( 2)cos3  ; 5 3  ; 1 ln 1  ; .

cos

x x
x xdx e x dx x x dx dx

x

      

  2

2

ln
3 cos  ;  ; ; arctgxx

x xdx dx x e dx õ x
x

   

      .arctg ; 3ln3; 2 ; 3sin)12(
22 dxxdxxxdxexxdxxx x
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Вариант 17 

 

Вариант 18 

 

Вариант 19 

 

Вариант 20 

;  ;  . 

Вариант 21 

Вариант 22 

 

Вариант 23 

 

Вариант 24 

Вариант 25 

.ln;)13(;1;2sin)33( 22
    xdxxexdxxxxdxx x

     36 3 cos3  ; 2 ln  ;  3  ;  arctg .xõ xdx x x xdx x e dx  xdx      

        .arccos; 3e   ; 3sin3    ; 1ln1 222
dxxdxxxdxxxdxxx x

 

 2 2 13(1 5 )sin  ;  ln  ; 1 ; 2 5 .xx xdx x xdx x xdx e x     

 2 1 cos2  ;x xdx dxxx ln3   22 1 xx e dx  dxxxarcsin

  .5    ; 1    ; ln   ; sin)61( 12232   
 xedxxxxdxxxdxx x

     
23 1( 2)cos3  ; 5 3  ; 1 ln 1  ;  arcsin2 .xx xdx e x dt x x dx xdx      

 2

3

ln
2) (5 6)cos  ; ;  ; 2 .xx

x xdx arctg2xdx dx x e dx
x

    

   2 22)  ; 1 sin 1  ; arccos3  ; ln
x

x e dx x x dx xdx x xdx
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Вариант 26 

 

.)2(   ; arctg    ; ln  ; cos)34( 222
 

 dxexxdxxdxxxdxxx x
 

 

Вариант 27 

 

.)2(;arcsin  ;3sin   ;)1(ln)1(     dxxexdxxdxxdxxx x
 

 

Вариант 28 

 

     .       ;
sin

     ; 2cos31     ; 
ln 12

23 2
dxexdx

x

x
dxxxdx

x

x x
   

 

Вариант 29 

 

        .arctg     ; 1ln1  ; 3   ; 2sin22
2

    xdxxdxxxdxexxdxx x  

 

Вариант 30 

 

.ln;))1(;ln(;3sin)32( 14
    xdxxdxexxdxxxdxx x

 

 

§ 4. Интегрирование простейших дробей 

 

Рациональной дробью называется функция R(х), представленная в 

виде 

( )
( )

( )

P x
R x

Q x
 , 

где Р (х) и Q (х) – многочлены с действительными коэффициентами. 

Рациональная дробь R(x) называется правильной, если степень чис-

лителя меньше степени знаменателя. 

Всякая правильная рациональная дробь может быть представ-

лена в виде суммы конечного числа простейших дробей следующих че-

тырех типов: 

 
;

n

А А

х а х а 
 (n > 1 натуральное число); 
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2

2
;

n

ax b ax b

px qx d px qx d

 

   

 (n > 1 натуральное число), 

где 2 4 0q p d  , т. е. корни знаменателя мнимые. 

Таким образом, для интегрирования правильных рациональных дро-

бей достаточно уметь: 1) интегрировать простейшие дроби; 2) разлагать 

рациональные дроби на простейшие. 

Этот параграф посвящен решению первой из этих задач. Рассмотрим 

сначала простейшие дроби первых двух типов. 

Пример 1. 
А

dx
х а . 

Решение. Заметим, что  ахddx  , т.к.     dxdxаxахd 


 .  

 
 

  .ln  






CaxA

ax

axd
Аdx

ах

А
 

Пример 2. 
 


dx
ах

А
n

. 

Решение. 

 

 
   

 
1

1( )

n
n

n n

d x a x aА
dx А x a d x a A C

nх а x a

 
 

      
  

    

   
1

.
1

n

A
C

n x a


 
  

 

Для интегрирования простейших дробей третьего вида 





dx

dqxpx

bax
2

 вычисляют, используя замену переменных 

 
22

1 2 q
pxdqxpxt 


 , откуда 

 
p

qt
x




2
; dt

p
dx

2
 . 

Пример 3. Найти 
2

3 1

4 12

x
dx

x x



 
 . 

Решение. Сделаем замену переменных  21
4 12

2
t x x


     

 
1

2 4 2
2

x x    ; 2 tx ;  2 tddx ;   dttdx


 2 ; dtdx  . 
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Заменив всюду под интегралом x  на  2t , dx  на dt , получим 

 

   

.
8

7
8

3

8

73

128444

73

12242

123

124

13

22

2222































t

dt
dt

t

t

dt
t

t
dt

ttt

t
dt

tt

t
dx

xx

x

 

При вычислении воспользовались формулой  
2 2 22a b a аb b    . 

Второй из полученных интегралов является табличным, а первый находим 

подстановкой 2 8t z  , откуда   dztd 82 ;   dzdtt 


82 ; dzdtt 2 ; 

1

2
t dt dz . Следовательно, 

 

   

22
2

22

3 1 3 3 1
7 ln 7 arctg

4 12 2 2 8 88

3 7 3 7 2
ln 8 arctg ln 2 8 arctg .

2 28 8 8 8

x dz dt t
dx z C

x x z t

t х
t C x C


     

  

         
 

  
 

 

Задания для решения в аудитории 

 

1. 
 1342 xx

dx
. 2. 

 1342 xx

dx
 . 

3. 



dx

xx

x

1

12
2

. 4. 


dx
xx 2710

1
2

. 

5. 



dx

xх

x

76

23
2

. 6. 
 132 2 xx

dx
 . 

 

Ответы 

 

1. С
x




3

2
arctg

3

1
. 2.   Cxx  922ln

2
.  

3. Cxx  1ln 2
. 4. С

x




2

5
arctg

2

1
.  

5. С
x

x
xx 






1

7
ln

8

11
76ln

2

3 2
. 6. С

x

x






1734

1734
ln

17

2
.  

 
 



23 
 

Индивидуальные задания 

 

Вариант 1 

 

      ;  
45

     ;     ;
322 222  

 xx

xdx

xx

dx

xx

dx



.

)53(
 

xx

dx
 

 

Вариант 2 

 

 
 






 ;

124

13
    ;

84 22 xx

dxx

xx

dx
 






    .

206

53
    ;

353 22
dx

xx

x

xx

dx
 

 

Вариант 3 

 

  





    ;

84

13
    ;

136
22 xx

dxx

xx

dx
 


  .

23
     ;

22
22 xx

dx

xx

dx
 

 

Вариант 4 

 




 ; 
102

; 
413

 ; 
34

222 xx

dx

xx

хdx

xx

dx



   . 

41 2xx

хdx
 

 

Вариант 5 

 











 ; 

432
; 

136
 ; 

1

82

222 xx

dx

xx

dx
dx

xx

х
dx

xx

x






32

12

2
. 

 

Вариант 6 

 




 ; 
52

; 
23

 ; 
22

222 xx

dx

xx

dx

xx

dx
  dx

xx

x


 1342
. 

 

Вариант 7 

 
 

.
208

; 
23

1
 ; 

22
; 

84
 

2222 




 xx

dx

xx

dxx

xx

dx

xx

dx
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Вариант 8 

 

;
12

;
384

;
106

3

222 




xx

dx

xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x


 62
. 

 

Вариант 9 

 

; 
25

; 
28

; 
22 222 

 xx

dx

xx

dx
dx

xx

x
  




 . 

56

34

2
dx

xx

x
 

  

Вариант 10 

 

 .
56

; 
78

1
; 

23
; 

24 2222 





dx

xx

x
dx

xx

x

xx

dx

xx

dx  

 

Вариант 11 

 

.
22

2
 ; 

89
 ; 

23

1
 ; 

54 2222 





dx

xx

x

xx

dx
dx

xx

x

xx

dx
 

 

Вариант 12 

 

 . 
1

13
 ; 

23
 ; 

56
 ; 

2 2222 





dx

xx

x

xx

dx
dx

xx

x

xx

dx
 

 

Вариант 13 

 

 







. 

52

12
;

67
  ; 

46
; 

54

)53(

2222
dx

xx

x

xx

dx

xx

dx

xx

dxx
  

 

Вариант 14 

 

 . 
22

; 
23

1
 ; 

52
 ; 

45 2222 




 xx

dx
dx

xx

x

xx

dx

xx

dx
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Вариант 15 











 ; 

968
; 

54
 ; 

344

74

222
xх

dx

xx

dx
dx

хx

х
dx

xx

x






56

2

2
. 

 

Вариант 16 

 











 ; 

49
; 

56
 ; 

136

12

222 xх

dx

xx

dx
dx

хx

х


 xx

dx

616 2
. 

 

Вариант 17 

 

. 
22

; 
610

 ; 
54

 ; 
2 2222











 xx

dx
dx

xx

x

xx

dx

xх

dx
 

 

Вариант 18 

 

 .  
28

 ; 
98

 ; 
23

1
  ; 

58 2222 




 xx

dx

xx

xdx
dx

xx

x

xx

dx
 

 

Вариант 19 

 

. 
65

)32(
   ; 

64
 ; 

127

22
  ; 

15205 2222 








 xx

dxx

xx

dx
dx 

xx

x

xx

dx
 

 

Вариант 20 
 


 24102 xx

dx
; 




; 

136

2
2

dx 
xx

x





; 

134

2

2
dx 

xx

x
 

 xx

dx

67 2
. 

 

 

Вариант 21 
 

. 
65

)34(
   ; 

45
; 

64
  ; 

1610

1

2222 








xx

dxx

xx

dx

xx

dx
dx

xx

х
 

 

Вариант 22 
 

. 
22

 ; 
45

 ; 
52

 ; 
64

2

2222 
 xx

dx

xx

dx

xx

хdx

xx

хdx
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Вариант 23 

 

.
5

2
 ; 

106
;

45

75
 ; 

68 2222 









dx

xx

x
dx

xx

x
dx 

xx

x

xx

dx

 
 

Вариант 24 

 

.
2

52
  ; 

516
 ; 

1
  ; 

14 2222 





dx

xx

x

xx

dx

xx

dx

xx

dx
 

 

Вариант 25 

 

 
 






 ;

124

13
    ;

84 22 xx

dxx

xx

dx
 






    .

206

53
    ;

353 22
dx

xx

x

xx

dx
 

 

Вариант 26 

 

 





    ;

84

13
    ;

136
22 xx

dxx

xx

dx
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§ 5. Интегрирование рациональных дробей 

 

1. Схема интегрирования рациональных дробей 

 

Для интегрирования рациональных дробей 

)(

)(
)(

xQ

xP
xR  , 

где Р(х) и Q(x) – многочлены с действительными коэффициентами, после-

довательно выполняют три шага [4]. 

Первый шаг. Если дробь неправильная, т. е. степень числителя Р(х) 

больше или равна степени знаменателя Q(x), выделяют целую часть ра-

циональной дроби R(х), деля числитель Р(х) на знаменатель Q(x) по пра-

вилу деления многочлена на многочлен. После этого рациональная дробь 

может быть записана в виде суммы выделенной целой части – многочлена 

М(х) и правильной остаточной дроби 
)(

)(1

xQ

xP
: 

)(

)(
)(

)(

)(
1

xQ

xP
хМ

xQ

xP
 . 

Второй шаг. Правильную остаточную дробь  разлагают нa 

простейшие дроби. Для этого находят корни уравнения Q (x)= 0 и разла-

гают нa простейшие дроби. 

Для этого находят корни уравнения Q (x)= 0 и разлагают знамена-

тель Q(x) на множители первой и второй степеней с действительными ко-

эффициентами 

Q(x) = (x – a)
k
(x – b)

t
...(x

2 
+ px + q)

m
(x

2 
+ rx + s)

n
.                 (1.4) 

В этом разложении знаменателя Q(x) множители первой степени со-

ответствуют действительным корням, а множители второй степени – па-

рам мнимых сопряженных корней. Коэффициент при наибольшей степени 

х в знаменателе Q(x) можно считать равным единице, ибо этого всегда 

можно добиться, деля на него Р(х) и Q(х). Разумеется, если знаменатель 

Q(х) уже представлен в виде (1.4), корни искать излишне. 

После этого правильная остаточная дробь разлагается на простейшие 

по формуле 

 

)(

)(1

xQ

xP
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222

22
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11   ,              (1.5) 

где А1,А2,…, a1,b1, … – неопределенные (неизвестные) коэффициенты (не-

которые из них могут равняться нулю). 

Для нахождения неопределенных коэффициентов все простейшие 

дроби приводят к общему знаменателю Q(x) и приравнивают числители 

обеих частей равенства (1.5). Затем сравнивают коэффициенты при одина-

ковых степенях х. Это приводит к системе уравнений, из которой и нахо-

дятся значения интересующих нас коэффициентов. 

Третий шаг. Находят интегралы выделенной целой части и всех 

простейших дробей (методами, рассмотренными в предшествующем пара-

графе), которые затем складывают. 

 

2. Случай, когда знаменатель разлагается лишь 

на неповторяющиеся множители первой степени 

 

Пример 1. Найти 



dx

xx

ххx

4

82295
3

23

. 

Решение. Подынтегральная рациональная дробь неправильная, так 

как степень числителя равна степени знаменателя. Поэтому выделяем це-

лую часть 

  5x
2  

+ 9x
2
 – 22х – 8| х

3 
– 4х. 

¯5х
3
 –       – 20х___| 5 

           9x
2 
– 2x – 8 

Таким образом, 

dx
xx

хх
dx

xx

ххx
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829
5

4

82295
3

2

3

23

. 

Знаменатель правильной остаточной дроби разлагается на множите-

ли следующим образом: 

x
3
 – 4x = x(x

2
 – 4) = x(x – 2)(x + 2). 

По формуле (1.5) каждому множителю знаменателя вида (х – а) в 

разложении правильной дроби на простейшие соответствует слагаемое 

вида 
ах

А


. Поэтому в данном случае получится разложение 
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х
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х

А

xx

хх
. 

Приводя правую часть к общему знаменателю и приравнивая числи-

тели, получим тождество 

9x
2
 – 2x – 8 = A(x – 2)(x + 2)+Bx(x + 2) + Cx(x – 2)= 

              =Ах
2 
–4А+Вх

2
+2Вх+Сх

2 
–2Сх. 

Коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях тождества 

должны быть равны. Поэтому, отмечая за чертой слева, при каких степе-

нях х сравниваются коэффициенты, получим систему уравнений 

2

1

0

x

x

x

9 ;

2 2 2 ;

8 4 .

A B C

B C

A

  

  

  

 

Из третьего уравнения системы находим А = 2. Подставляя значение 

А в первое уравнение и сокращая второе на 2, будем иметь 

7;

1,

В С

В С

 


 
 

откуда В = 3; C = 4. 

Прием, которым найдены неизвестные А, В, С, называется способом 

сравнения коэффициентов. 

Заменяя под знаком интеграла остаточную дробь ее разложением на 

простейшие дроби (с подставленными в него найденными значениями ко-

эффициентов) и находя нужные интегралы, последовательно получим 

3 2

3

5 9 22 8 2 3 4
5 5 2 3

4 2 2 2

( 2) ( 2)
4 5 2 3 4 5 2ln 3ln 2

2 2 2

4ln 2 .

x x x dx dx
dx x dx dx

x x x x х x x

dx dx d x d x
dx x x x

x x x x

x C

    
        

    

 
         

  

  

    

      

 

3. Случай, когда знаменатель разлагается лишь на  

множители первой степени, среди которых есть 

 повторяющиеся 

 

Пример 2. Найти 



dx

)x(x

x
31

23
. 
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Решение. Подынтегральная дробь правильная. Ее знаменатель уже 

представлен в виде (1.4). Согласно формуле (1.5), множителю х знамена-

теля в разложении подынтегральной функции будет соответствовать про-

стейшая дробь 
х

А
, а множителю (х + 1)

3
 будет соответствовать сумма трех 

простейших дробей  

   32
111 





 x

D

x
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x

B
; 

поэтому разложение подынтегральной функции на простейшие дро-

би будет иметь вид  

   322
1111
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Приведя правую часть к общему знаменателю и приравнивая числи-

тели, получим 

3x + 2 = A(х + l)
3 
+ Bx(x + l)

2 
+ Cx(x + l) + Dx=Ах

3 
+ 3Ах

2
 + 3 Ах + А 
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+Вх
3
 + 2В х

2
 + Bx + Сх

2
 + Сх + Dx.

 

Коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях тождества 

должны быть равны. Поэтому, отмечая за чертой слева, при каких степе-

нях х сравниваются коэффициенты, получим систему уравнений 
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Поэтому 
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При вычислении воспользовались заменой переменных tx 1 ; 
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4. Случай, когда знаменатель разлагается лишь 

на неповторяющиеся множители второй степени 

и, возможно, множители первой степени 
 

Пример 3. Найти 
 

.dx
)x(x
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Решение. Подынтегральная дробь правильная. Ее знаменатель уже 

представлен в виде (1.4). Согласно формуле (1.5), множителю  2 1x   

знаменателя в разложении подынтегральной функции будет соответство-

вать простейшая дробь 
12 



x

NMx
. Разложение подынтегральной функции на 

простейшие дроби запишется 
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Приводя правую часть к общему знаменателю и приравнивая числи-

тели, получим  
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Коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях тождества 

должны быть равны. Поэтому, отмечая за чертой слева, при каких степе-

нях х сравниваются коэффициенты, получим систему уравнений 
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решив которую, получим А =-1; В = 0; 1M  ; 1N  . 
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Задания для решения в аудитории 

 

1. dx
xx

xx






52

983
2

2

. 2. dx
xx

x






6

12
2

. 

3. 



dx

x

хx

3

542
2

23

. 4. 



dx

xx

хххх

2

32
3

235

. 

5. 



dx

х

хx

2

723
2

4

.  

 

Ответы 

 

1. С
x

xxх 



2

1
4arctg52ln3 2 . 2. Сxx  2ln23ln3 .  

3. С
x

xхх 
3

arctg
3

5
3ln34 22 .  

4. С
x

хxxх
х





7

12
arctg

72

9
2ln

4

1
1ln

2

3

3

2
3

.  

5.   С
x

xхх 
2

arctg
2

5
2ln6 23 .  

 

Индивидуальные задания 

 

Вариант 1 

 


 23 xx

dx
; dx

xx

x






65

1
2

3

; 
  

dx
xxx

х






11

33
2

; 

  



32 11 xx

dx
; 

 
   

dx
xx

xxx






21

12553
2

23

. 

 

Вариант 2 

 

 ;
)1(

    ;
16

6
     ;

54

12
234

2

2

3

  








xxx

dx
dx

x

x
dx

xx

xx
  dx

xx

xx






764

8
2

45

; 

  
 112 xx

xdx
. 



33 
 

Вариант 3 

 

 


;
43 xx

dx
    








 dx

xx

x
dx ;

xx

xx
;

2

76

3
32

3





dx

xx

xxx

127

13`1153
2

23

; 

.
)5()7(

)52(
 

2




xx

dxx
 

Вариант 4 
 

    
 





   ; 

2
 ; 

21
  ; 

82 322

4

xx

dx

xx

dx

xx

dxx





 ; 

263

23
2

3

dx
xx

x  

 
. 

1

12
3





xx

dxx
 

 

Вариант 5 
 

    
;

1
     ; 

21

3
     ; 

6

1
32

3

2

3

  








xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
    

  
 112 xx

xdx
; 

 dx
xx

x






3

1
2

4

. 

Вариант 6 
 

   




 1
     ; 

4

43
    ; 

1
33

45

3 x

dx
dx

xx

хxx

xx

dx





dx

xx

xxx
 

106

3116
;

2

23

;    

  
 112

2

xx

dxx
. 

 

Вариант 7 
 

      
;

11

453
    ; 

1

1
    ; 

1

12
2

2

2

3

2

2

dx
xx

хх
dx

xx

xx
dx

xx

хх














 
 

   
;

15

1
22

2





dx

xx

x  





 . 

96

1024132
2

23

xx

dxххx
 

 

Вариант 8 
 

     
;

1

1
   ; 

42

810
   ; 

65

6124
2

23

22

2

2

2

dx
x

xx
dx

xx

х
dx

xxx

хx















 

  





dx

xx

х

51

210
2

; dx
xx

xxx






52

2723
2

23

. 



34 
 

Вариант 9 

 

 
      

 ; 
14

1492
   ; 

12

353
 

2

2

2

2










xx

dxхх
dx

xx

xx
   

 



 ; 

1

13
 

2

2

dx
xx

х
 

   



dx

xx

хххx

106

116116
2

234

.    

 

Вариант 10 

 

 
  ; 

107

3127
   ; 

2

223
2

23

22

23









dx

xx

ххx
dx

xx

ххх
  

 
   




;

15

551263
22

23

dx
xx

ххх  
   

dx
xx

хx






11

13
23

2

. 

 

Вариант 11 

 

     
;

1

1
   ; 

42

810
   ; 

65

6124
2

23

22

2

2

2

dx
x

xx
dx

xx

х
dx

xxx

хx















 

 
  





dx

xx

х

51

210
2

; dx
xx

xxx






52

2723
2

23

.   

 

Вариант 12 

 

   
dx

x

хx
dx

xx

хx
dx

xx

хx













3

2

2

2

3

3

)1(

1
    ; 

42

43
   ; 

12
; 

 
;

1

12
22

2





dx

xx

хх
.

2

1
2

2345

dx
xx

хххx





 

 

Вариант 13 

 

 
;

4

3
   ;   

127

1127
    ; 

4)2(
22

234

22

2

dx
xx

x
dx

xx

хxх
dx

xx

х











 

 
 

.
)1(1

133
22

23

dx
xx

xхх





 



35 
 

Вариант 14 

 

       
;

11

32
    ; 

1

1
   ; 

11 22

3

dx

xx

х
dx

x

xx

xxx

dx











   





)1(

)1(
23

2

xx

dxx
; 





. 

127

1127
2

345

dx
xx

xxx
 

 

Вариант 15 

 

     











 ; 

2

163
   ; 

21

24
   ; 

82

810
3

3

22

234

dx
xx

х
dx

xx

x
dx

xx

ххx

 

; 
652

 xx

dx
.

)1(

22
2

34

dx
x

ххx





 

 

Вариант 16 

 

       











;

13

5
  ; 

1

1
  ; 

11

1
2

2

2

3

2
dx

xx

х
dx

xx

xx
dx

xx

х


 )1)(1( 22 xx

xdx
; 

. 
34

234
2

23

dx
xx

хxx





 

 

Вариант 17 

 

 
;   ; 

127

1687
   ; 

2

82
322

34

32

3










xx

dx
dx

xx

xх
dx

xx

хх
   




; 

76

96
2

23

dx
xx

хx
 

   .
)7)(1(

152
 

2

23

dx
xx

хxх





 

 

Вариант 18 

 ; 
65

165
2

234





dx

xx

хxх
  )1(xx

dx
;

  
;

42

24
2

234





dx

xx

ххx

 

.
)1)(5(

 
2

 xx

xdx
 

 

 

 



36 
 

Вариант 19 

 

 
     

; 
32

64
  ; 

1

1
23

2









dx

xx

x
dx

xx

xх

  





;

1

1
2

4

dx 
хxx

x

 

.
)1)(1(

2
2

45





dx

xx

xх
 

 

Вариант 20 

 





 

1
3

3

dx
xx

x
;   ;

)1)(1(

)7(
 

2

345






xx

dxххx
   

   



dx

xx

хxх

14

4842
22

23

;            





dx 

xx

хx

65

155
 

2

23

. 

 

Вариант 21 

 





; 

127

12117
2

234

dx 
xx

xхх
;

)1)(4(

)6(
 

22

3






xx

dxx





;

86

32
 

2

5

dx 
xx

x

 




  .  
23 xx

dx
 

 

Вариант 22 

 

 
       

dx

xx

хх
dx

хxх

xx
dx

xxx

ххх














11

    ; 
6

1
   ; 

11

1

2

4

23

225

; 






)1(

)1(
 

23 xx

dxx
. 

 

Вариант 23 

 

     


   
2

    ; 
21

    ; 
82 322

4

xx

dx
dx

xx

x

xx

dxx
;  d

523

84
2

4

x
xx

x





; 

.
)1( 23

xx

xdx
 

 

 



37 
 

Вариант 24 

 

     
;

1

1
      ; 

42
   ; 

65

1
2

23

222

2

dx
x

xx

xx

dx
dx

xxx

x













      

;
1

23
2

3

dx
xx

x






  
.

5212
 xx

dx
 

 

Вариант 25 

 






)3(

)2(

xx

dxx
; 





)3()1(

)1(
3

2

xx

dxx
; 

 83x

dx
; 

  


 5212 xx

dx
;  





dx

xx

xxx
3

23 )153(
. 

 

Вариант 26 
 






)4)(2)(1(

)62( 2

xxx

dxxx
; 

 2)2)(1( xx

xdx
; 





)1)(2(

)1(
2 xxx

dxx
; 

 342

2

xx

dxx
. 

 

Вариант 27 
 






)1)(5(

)12(

xx

dxx
; 

 )1(2 xx

dx
; 





)1)(2(

)32(
2

2

xxx

dxxx
; 




dx

x

xxx

2

753
2

23

. 

 

Вариант 28 
 






)2)(1(

)32(

xx

dxx
; 





)2()1(

)123(
2

2

xx

dxxx
; 





xxx

dxx

54

)1(
23

; 
 45 24

4

xx

dxx
. 

 

Вариант 29 
 






)2)(5(

)32(

xx

dxx
; 

 3)4( x

xdx
; 

 )1)(1( 22 xx

xdx
; 




dx

xx

x

6

112
2

2

. 

 

Вариант 30 
 


 )3)(1(

2

xx

xdx
; 




2

2

)1)(1(

)2(

xx

dxx
; 





)5)(4(

)92(
2 xx

dxx
; 





xx

dxx

4

)2(
3

3

. 
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§ 6. Интегрирование функций, рационально зависящих 

от тригонометрических функций 

 

Рациональной функцией R(u,v) двух переменных u и v называется 

функция, представляющая частное двух многочленов относительно этих 

переменных.  

В этом параграфе рассматриваются способы интегрирования рацио-

нальных функций синуса и косинуса, т. е. интегралы вида 

 sin ,cosR x x dx . 

Подстановка t
x


2
tg , которую будем называть универсальной, ра-

ционализирует рассматриваемый интеграл, т. е. сводит его к интегралу 

рациональной дроби нового аргумента t; при такой подстановке 

 
2

2 2 2

2 1 2
sin ; cos ; 2arctg ; 2 arctg .

1 1 1

t t
x x x x dx t dt dt

t t t

 
    

  
 

Следует, однако, учитывать, что иногда универсальная подстановка приво-

дит к интегралу рациональной дроби, корни знаменателя которой практи-

чески невозможно найти. Это может случиться даже, если другая достаточ-

но очевидная подстановка приводит к быстрому нахождению интеграла. 

Пример 1. Найти .
sin x

dx
 

Решение. Подынтегральная функция 
1

sin x
 рационально зависит от 

sin x. 

Применяем универсальную подстановку 

tg
2

x
t , 

тогда 

2 2

2 2
sin ; ;

1 1

t
x dx dt

t t
 

 
 

22

2

2

2
1 21 ln ln tg .

2sin 2 1 2

1

dt
dx t dt dt xt t C C

tx t t t

t
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Пример 2. Найти .
соs7sin48  xx

dx
 

Решение. Применяем универсальную подстановку t
x


2
tg , получим 

2 2 2 2

2 2

1 2 2

8 4sin 7cos 2 1 1 8 8 8 7 7
8 4 7

1 1

dx dt dt

x x t t t t t t

t t

   
       

 
 

  

2

2

8 15

dt

t t


 
 . 

Сделаем замену переменных    21 1
8 15 2 8 4

2 2
z t t t t


       ; 

4t z  ;  4dt d z  ;  4dt z dz


  ; dt dz . 

Заменив всюду под интегралом t  на  4z  , dt  на dz , получим 

   
2 2 2 2

2 2 2 2

8 15 8 16 8 32 15 14 8 4 15
dt dz dz dt

t t z z z zz z
   

          
   

2

tg 5
1 2 1 4 1 22 ln ln ln .

2 1 4 11 tg 3
2

x
z t

dz C
xz tz


  

    
   

  

 

§ 7. Некоторые интегралы тригонометрических функций 

 

1. Интегрирование произведений синусов и косинусов 
 

Интегралы вида  bxdxаxcossin ,  bxdxaxcoscos ,  bxdxaxsinsin ,  

вычисляются с использованием формул тригонометрии 

    xbaxbabxax  sinsin
2

1
cossin , 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
sinsin  

    xbaxbabxax  coscos
2

1
coscos , 

  xx coscos  ,   xx sinsin  , 
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которые позволяют представлять произведения синусов и косинусов в ви-

де линейных комбинаций тех же функций (с другими аргументами) и мо-

гут быть использованы для интегрирования в рассматриваемом случае. 

Пример 1. Найти  dxxxcos7sin . 

Решение.  

       dxxdxxdxxxdxxx 6sin
2

1
8sin

2

1
17sin17sin

2

1
cos7sin

.6cos
12

1
8cos

16

1
cos

12

1
cos

16

1
cos

12

1
sin

16

1
CxxCutduudtt   

При вычислении воспользовались заменой переменных 

tx 8 ,   dtxd 8 ,   dtdxx 


8 , dtdx 8 , 
8

dt
dx  , и ux 6 , duxd 6 , 

dudx 6 , 
6

du
dx  . 

 

2.Вычисление интеграла sin   cos
m n

x x dx , где m 

или n – положительное нечетное целое число 

 

Если показатель степени одной из тригонометрических функций – 

положительное нечетное целое число, то, принимая другую функцию за t, 

сведем рассматриваемый интеграл к табличным. 

Пример 2. Найти 
x

dxx
2cos

sin
. 

Решение. Здесь показатель степени синуса равен единице, поэтому 

делаем подстановку tx cos , тогда dtxd cos ;   dtdxx 


cos ; 

dtdxx  sin ; dtdxx sin . Заменив всюду под интегралом xcos  на t , по-

лучим  

.
cos

1

112cos

sin 112
2

22
C

x
C

t
C

t
dtt

t

dt

x

dxx











  

Пример 3. Найти 
5cos x dx . 

Решение. Заметим, что   .coscoscos
225 xxx   Целесообразно ввести 

переменную xt sin , т.к. 
2 2 2cos 1 sin 1 .x x t     Тогда sin ;dt d x  

 sin ;dt x dx


  dxxdt cos . Заменив всюду под интегралом 
2cos x на 21 t , 

dxxcos  на dt , получим  
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          dttdtdtttdttdxxxdxx 24222225 2211coscoscos

.
5

sin

3

sin2
sin

53

2
2

5353
424 C

xx
xC

tt
tdttdttdtdtt     

При вычислении воспользовались формулой  
2 2 22a b a ab b    . 

 

3. Вычисление интеграла sin   cos
m n

x x dx , где сумма m и n 

есть отрицательное четное целое число 

 

Если сумма показателей синуса и косинуса есть отрицательное чет-

ное число, подстановка tg x = t сводит интеграл к табличным. 

Пример 4. Найти 
xx

dx

sincos7
. 

Решение. m + n =(7+ 1)/2 = – 4 есть отрицательное четное число, по-

этому применяем подстановку tg x= t;   dxdxxdt
2cos

1
tg 


 . 





 
xx

dx

xx

dx

x

x
x

dx

xx

dx

tgcostgcos

cos

sin
cossincos

48
8

7
 

2

22 2
2

2

1 tg

1 coscos cos tg tgcos tg
1 tg

dx dx x dx

xx x x xx x
x


      

  


 
2

1

5

21
2

1
1

2

3

22

2
5

2

1
2

1
1

2

3

1
2
1

2
3

ttC
tt

dttdtt
t

dt

t

dtt

t

dtt

















  

.tg2tg
5

2 5 CxxC   

При вычислении воспользовались формулой 2

2

1
cos

1 tg
x

x



. 

 

 

          dttdtdtttdttdxxxdxx 24222225 2211coscoscos

.
5

sin

3

sin2
sin

53

2
2

5353
424 C

xx
xC

tt
tdttdttdtdtt   
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4. Вычисление интеграла sin cos
m n

x xdx  m и n – четные 

 неотрицательные числа 

 

Применение формул тригонометрии 

2 21 cos2 1 cos2
cos ; sin

2 2

x x
x x

 
   

позволяет повторным уменьшением вдвое показателей степеней си-

нуса и косинуса в конечном счете свести рассматриваемые интегралы к 

сумме интегралов от констант и нечетных степеней синуса и косинуса. 

Пример 5. Найти 4cos xdx . 

Решение. Заметим, что 
2

4

2

2cos1
cos 







 


x
x . 

Следовательно, 

      dxdxxxdxxdxx
4

1
2cos2cos21

4

1
2cos1

4

1
cos 224  

*) 2

**)

1 1 1 1 1 1 cos 4 1
cos 2 cos 2 cos

2 4 4 4 4 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1
sin cos 4 sin 2 cos

4 8 8 4 4 8 32 4

1 1 1 1 1 1
sin 2 sin sin 4 .

4 8 32 4 8 32

x
x dx x dx x t dt dx x

t dx x dx x x x u du x

x x u C x x x C


         

          

       

*) Делаем подстановку 2 ; 2 ; .
2

dt
t x dt dx dx    

**) Делаем подстановку 4 ; 4 ; .
4

du
u x du dx dx    

 

Задачи для решения в аудитории 

 

1. dx
x

7

5
cos2
 . 2. dx

xx

2

3
cos

2
sin . 

3. 
1 sin

dx

x



. 4.
5 2sin 3cos

dx

x x


 
. 

5.  dxxxx 3cos2cossin . 6.  dxxx 2cos3sin 22
. 

7. 
 x

dx

соs3
. 8. 

 x

dx

соs21
. 
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Ответы 

1.
1 7 10

sin
2 20 7

x
x C  . 2.

1 1
cos2 cos

4 2
x x C   . 3.

2

1 tg
2

C
x

 



.  

4.
1

1 2arctg
3 3

x
tg

C


 . 5.
1 1 1

cos6 cos4 cos2
24 16 8

x x x C    .  

6.
1 1 1 1 1

sin 6 sin 2 sin8 sin 4
4 24 8 32 16

x x x x x C     .  

7.
tg

1 2arctg
2 2

x

C . 8

1
tg

1 2 3
ln

3 1
tg

2 3

x

C
x







.  

 

Индивидуальные задания 

 

Вариант 1 

 

dxxx 33 cossin ;     xx

dx

cos4sin3
;    dxxx 6cos4sin ;   dxx

2cos . 

 

Вариант 2 

 

       
x

dx
;

sin
 ;  dxxx 3cossin   x

dx

sin45
;   dxх

2sin . 

 

Вариант 3 

 

 
 ;

cossin2 xx

dx
    ; 

cos

sin
3

dx
x

x
    xx

dx

cossin
;    dxxxcos3sin . 

 

Вариант 4 

 

dxx
5cos ;      x

dx

sin45
;     xdxx 2cos4sin ;    dxx

4cos . 
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Вариант 5 

 

dxxx 33 cossin ;      xx

dx

cos4sin3
;   dxxx 2cos4sin  ;    dxx

4sin . 

 

Вариант 6 

 

dxxx 54 cossin ;     xx

dx

cos3sin5
;  dxxx 2cos6sin  ;  dxx

4ctg . 

 

Вариант 7 

 

dxxx 32 cossin ; 
 xxxx

dx

cossin4cos5sin 22
;  dxxxx 3cos2cossin ; 

dxx
4tg . 

 

Вариант 8 

 

4sin xdx ;     xx

dx

cossin1
;   dxxx 2cos8sin ;   dxxx 3 23 cossin . 

 

Вариант 9 

 

4cos x dx ;     xx

dx

cos2sin2
;    dx

xx

4
cos

3
sin ;   dxxx 5 25 cossin .  

 

Вариант 10 

 

dxxx 5 23 cossin ; 
 xxx

dx

cossin6cos81 2
;  dxxxx cos4cos2sin ;  

 dxxx 22 cossin . 

 

Вариант 11 
 

dxx
3cos ;      x

dx

sin1
;     dx

xх

2
cos

4
sin ;    dxx

2ctg . 
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Вариант 12 

 

dxx
4cos ;     xx

dx

cossin2
;   dxxx 2cos6sin ;  xdxx 55 2 cossin .  

 

Вариант 13 

 

dxxx 35 2 sincos ; 
 xxx

dx

cossin8cos151 2
;  dxxxx cos2cos2sin ;  

 dxx5tg . 

Вариант 14 

 

dxx 5cos ;      x

dx

соs3
;     dx

xх

4
cos

3
sin ;    dxx

3ctg . 

 

Вариант 15 

 

dxxx 3cos3sin 32
 ;     x

dx

sin1
;   dxx

5ctg ;   . 

 

Вариант 16 

 

dxxx 33 sincos ; 
 xxx

dx

cossin4cos41 2
;  dxxxx 6cos4cos2sin ; 

dxxx 42 cossin . 

Вариант 17 
 

dxxx 3 23 sincos ;   4cos4sin3 xx

dx
;  dxxx 5cos3sin ;   dxx

2tg . 

 

Вариант 18 
 

dxxx sincos3
 ;      x

dx

соs21
;    sin cos

3 4

х x
dx ;    dxx

7tg . 

 

Вариант 19 

 

dxx
5cos ;      xx

dx

cossin2
;     dx

xх

2
cos

3
sin ;    .ctg7 dxx  

dxxx 35 2 sincos
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Вариант 20 

dxxx sincos3
 ;     xx

dx

cossin3
;  xdxxx 2sin6cos4sin ;   dxx

2sin . 

Вариант 21 

dxxx sincos5
 ;   dx

x

x


 2

3

cos1

sin
;   dx

x

x
 3

3

cos

sin
;    dxxx 2sin3sin . 

Вариант 22 

dx
x

x
 3

3

sin

cos
;  

 xxxx

dx

cossin4cos5sin 22
;  dxxxx 2cos4cos2sin ;

dxxx 42 cossin . 

Вариант 23 


 xx

dx
22 cos3sin4

;    dxxx 4cos7sin ; dxxx 42 cossin ;    
x

dx
3sin

. 

Вариант 24 

dx
x

x
 3

3

sin

cos
;   

 3cossin8sin19 2 xxx

dx
;   dxxx 4cos7sin ; 

dxxx 22 cossin . 

Вариант 25 

dx
xx


3

2
cos

3
sin ; 

 5cossin2 xx

dx
; 

xx

dx

cossin
;  xdxx 5cos5sin 24

.

Вариант 26 

 xdxx 5cos6cos ; 
 )sin1(cos xx

dx
; 

 5sin2cos

sin
2 xx

xdx
; dxх2sin 4
 .

Вариант 27 

 dx
x

3
sin 2 ; 

 x

dx

cos810
; 

 1sin2sin

cos
2 xx

xdx
;  xdx4cos4

. 
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Вариант 28 

 




 ;
cossin2 xx

dx
    ; 

cos

sin
3

dx
x

x
   

xx

dx

cossin
; dxх

2sin . 

 

Вариант 29 

 

 xdxx sin5cos ; 
 2)cos1(sin xx

dx
;  dx

xx

3
sin

3
cos 37 ; 

x

xdx

2cos

2sin
2

4

. 

 

Вариант 30 
 

 xdxx 2cos5cos ; 
 )cos1(sin xx

dx
;  xdxx 3cos3sin 35

;  xdx2cos4
. 

 

§ 8. Интегрирование некоторых алгебраических 

иррациональностей 

 

1. Интегралы вида  , nR x x dx (n – натуральное число) 

Символ R(x, n x ) означает рациональную функцию от х и n x . 

Интегралы вида R(x, x
r
, х

s
, ...)dx, где r, s, ... – рациональные числа, 

относятся к рассматриваемому типу так, как если n –  общий знаменатель 

дробей r s, ..., то подынтегральная функция оказывается рациональной 

функцией от х и nх
1

. 

Так, функция 
 
  312 23

412

3 23

3 33

xx

xx

xx

xx









 есть R(x, n x ). 

Подстановка x = t
n
 (n – общее наименьшее кратное показателей всех 

радикалов, под которыми х входит в подынтегральную функцию) рацио-

нализирует рассматриваемый интеграл, т. е. сводит его к интегралу ра-

циональной дроби. 

Пример 1. Найти 
3 2

х
dx

x х



. 

Решение. х входит в подынтегральную функцию под радикалами с 

показателями 2 и 3. Общее наименьшее кратное показателей 6, поэтому 

делаем подстановку 
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 6 6 5 6; ; 6 ; .х t dx t dt dx t dt t x


     

Тогда 

   

















1

6
1

666
2

4

24

8

46

53
5

3 266

6

3 2 t

dtt

tt

dtt
dt

tt

tt
dtt

tt

t
dx

хx

х
 

     


















  dt

t
dt

t

tt
dt

t

tt
dt

t

t

1

1
6

1

11
6

1

111
6

1

11
6

22

22

2

22

2

4

 

  













 t
t

t

t
dtdtt

t

dt
dtt 6

12
6

1

1
ln

2

1
666

1
616

12
2

2

2  

  













 C

x

x
xxC

t

t
ttC

t

t

1

1
ln362

1

1
ln362

1

1
ln3

6

6
6363  

C
x

x
xx 






1

1
ln362

6

6
6 . 

 

 

2. Интегралы вида 
2

ax b
dx

px qx d




 
 

Интегралы этого вида вычисляют, используя замену переменных: 

 
22

1 2 q
pxdqxpxt 


 , откуда 

 
p

qt
x




2
; dt

p
dx

2
 . 

Пример 2. Найти .
232 2

 xx

dx
 

Решение. Сделаем замену переменных 

    










 xxxxt 2

2

3
43

2

1
232

2

1 2 ; 
24

3 t
x  ; 










24

3 t
ddx ; 

dt
t

dx













24

3
; dtdx

2

1
 . 

Заменив всюду под интегралом x  на 









24

3 t
, dx  на 

2

dt
, получим 
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424

3
2

16

9
2

2

3

4

9
2

2

1

24

3
2

24

3
32

2

1

232 222
ttt

dt

tt

dt

xx

dx













 
2

22

4

252

1

28

252

1

22

3

8

9

2

3

4

9
2

2

1

t

dt

t

dt

ttt

dt
 












  C
t

C
t

t

dt

5

2
arcsin

2

1

2
5

arcsin
2

1

2

52

1

2
2

 

.
5

43
arcsin

2

1

5

2
2

3
2

arcsin
2

1
C

x
C

x
















  

 

Задачи для решения в аудитории 

 

Вычислить интегралы 

 

1. dx
х

х






11

1
. 2. dx

х

х


1
. 3. dx

х

х


1

3

. 4. dx
х


 31

1
. 

 

 

Ответы 

 

1. Cxхx  11ln212 . 2. C
x

x
х 






1

1
ln2 .  

3. 
   

Cx
xx

х 





















5

13

7

1
12

23

.  

4. Cxxx  1ln33
2

3 333 2 . 
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Индивидуальные задания 

Вариант 1 

.
24

    ;

)1(

   ;
1

    ;
1

1

2
2

3
2

23

  




xxx

dx

x

dxx
dx

x

x
dx

xx

xx

Вариант 2 

.
1610

  ;
9

   ;
1

     ;
1

3

2223  








xxx

dx

xx

dx
dx

x

x
dx

x

x

Вариант 3 




x

dxx 12

;   ;
1




dx
x

x
dx

x

x


1
;   

 352 2 xxx

dx
. 

Вариант 4 

 .  
22

     ; 
1

    ; 

2

    ; 
2

11

222
3

2

3
1








xxx

dx

xx

dx
dx

x

x
dx

x

x

Вариант 5 

.
2323

     ; 
4

     ; 
1

     ; 
21

323

3






xx

dx

x

dx
dx

xx

x
dx

x

x

Вариант 6 

2

3 2 2

1 1
 ;  ;  ; .

1 1 2 2

x x x dx
dx dx dx

x x x x x x

 

   
   

Вариант 7 

.
442

      ; 
1

     ; 
1

     ; 
12 22

22
1

 
 xxx

dx
dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x
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Вариант 8 
 






4
    ; 

2

1

22 xx

dx
dx

xx

x
;   

1
3 2x

dx
;    

 527 2 xxx

dx
. 

 

Вариант 9 

 






22
  ;    ; 

1

1

23

3

xxx

dx
dx

xx

x
dx

xx

xx
;   

 
 22 916 xx

dx
. 

Вариант 10 

 

.
222

    ; 
4

    ; 
1

    ; 
1

2223

6






xxx

dx

xх

dx
dx

xx

x
dx

x

x
 

Вариант 11 

 

.
2

      ; 
1

      ; 
1

      ; 
2

12

2

24














xxx

dx
dx

x

x
dx

x

xx
dx

x

x
 

 

Вариант 12 

 

.
144

      ; 
4

       ; 
1

; 1
222

3





xxx

dx

xx

dx

x

dx
dxxx  

 

Вариант 13 

 

.
187

    ; 
1)1(

1
     ; 

1

1
    ; 

1

1
)1(

222

2















xxx

dx
dx

xx

xx
dx

x

x
dx

x

x
x  

Вариант 14 
 

 
.

147
     ; 9     ; 

1

1
     ; 

1

2

2

22
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§ 9. Решение неопределённых интегралов в среде MAPL 

 

Интерфейс пользователя 

 

На рис. 1.1 показано окно, возникающее обычно при запуске Maple. 

В окне интерфейса выделяется несколько основных областей: 

— строка основного меню; 

— панель инструментов; 

— рабочая область (содержащая один или несколько рабочих листов); 

— строка состояния. 
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Рис. 1.1. Вид Maple после загрузки 

Интерфейс Maple имеет следующие особенности: 

— содержимое основного меню (включая доступность тех или иных 

пунктов) зависит от активного объекта и поэтому является контекстным; 

— панель инструментов, дублирующая наиболее часто используе-

мые пункты меню, состоит из двух частей – основной (верхняя часть) и 

контекстной (нижняя часть) [10,11]. 

Рабочий лист (worksheet) является основным документом, в котором 

вводятся команды пользователя и в который выдаются результаты работы 

пакета Maple. Maple является интерактивной системой, интерпретатором – 

каждая вводимая команда после нажатия на клавишу <Enter> передается 

на выполнение ядру Maple. Для запуска на обработку текущей команды 

вместо клавиши <Enter> можно левой клавишей мыши нажать кнопку с 

одним восклицательным знаком на панели инструментов. Далее при упо-

минании на необходимость нажатия на клавишу <Enter> будет подразуме-

ваться и возможность запуска команды с помощью указанной кнопки на 

панели инструментов. 

В рабочем листе выделяются области ввода и области вывода. В 

области ввода пользователем вносятся команды и операторы, а также 

комментарии и текстовая информация. В полях вывода отображаются ре-

зультаты выполнения введенных команд, включая сообщения об ошибках. 

При этом графика, выводимая Maple, также обычно отображается в облас-

ти вывода, но может отображаться и в отдельном окне, если в установках 

установлен режим вставки графики в отдельный лист. Комментарии и 

текстовая информация ядром Maple не обрабатываются и предназначены 

только для разработчиков и пользователей программ. 
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Область ввода и соответствующая ей область вывода называется груп-

пой вычислений. На рабочем листе она отмечается квадратной скобкой слева. 

В группе вычислений может содержаться несколько областей ввода и выво-

да: все команды и операторы в областях ввода одной группы вычислений 

обрабатываются системой за одно обращение по нажатию клавиши < Enter 

>. Давайте введем после символа приглашения <Maple> выражение 

322   

и далее нажмем на <Enter>. На экран Maple выведет ответ — число 8 

(приоритет арифметических операций, естественно, поддерживается). В 

примере показано, как это будет выглядеть в окне Maple. 

Пример 1. Вычислить в среде MAPL 322  . 

Решение. Для вычисления данного выражения необходимо набрать 

символы: 

> 2+2*3; 

Обратите внимание на символ «;» (точка с запятой) в завершении 

команды. Если вы введете только 

2+2*3, 

то Maple выдаст сообщение об ошибке «Warning, premature end of input* 

(«Предупреждение, преждевременное окончание ввода»). 

После обработки команды и помещения результата в область вывода 

группы вычислений Maple сформирует начало следующей группы и пред-

ложит ввести команду в том же самом режиме, который и был до обра-

ботки предыдущей команды. Стандартные настройки пакета Maple тако-

вы, что команды вводятся шрифтом красного цвета, вывод осуществляет-

ся шрифтом синего цвета. 

Добавить новую группу после курсора можно по нажатию комбинации 

клавиш <Ctrl>+<J> либо через пункт меню «Insert» – «Group» – «After 

cursor» («Вставка» – «Группа» – «После курсора»). Перед курсором вставка 

новой группы вычислений осуществляется по нажатию комбинации клавиш 

<Ctrl>+<K>, а также через пункт меню «Insert» – «Group» – «Before cursor» 

(« Вставка» –  «Группа» – «Перед курсором»). 

В области ввода вводимая информация может быть двух типов: 

1. Команды и операторы Maple, которые обрабатываются пакетом: 

в строке рабочего листа выдается приглашение на ввод команд – символ  

> (больше). Команды могут вводиться либо в форме синтаксиса языка 

Maple в режиме «Maple Input» «Maple ввод»), либо в форме стандартной 

математической записи в режиме «Standard Math Input» («Стандартный 
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ввод»). Во втором случае в строке рабочего листа после символа > выда-

ется символ ? (вопросительный знак). 

2. Текстовая информация, которая не обрабатывается Maple. Здесь 

могут вводиться просто текст в режиме «Text» («Текст») либо формулы в 

математической нотации в режиме «Standard Math» («Стандартная»), ко-

гда в строке рабочего листа выдается символ «?» (вопросительный знак). 

Таким образом, существует всего четыре режима ввода информации 

в Maple: 

1. Ввод текстовой информации. 

2. Ввод команд Maple в стандартном режиме. 

3. Ввод текстовой математической символики. 

4. Ввод команд Maple в виде математической символики. 

Для смены режимов можно выбрать пункт основного меню «Insert» 

(«Вставка»), после чего на экран будет выведено подменю, первые четыре 

пункта которого и соответствуют указанным режимам ввода. Выберем 

первый пункт подменю «Text» («Текст»). На экране будет отображена 

только квадратная скобка |. Введем строку «Знакомство с пакетом Maple» 

и нажмем на <Enter>. В результате Maple на экран ничего не выведет, а 

лишь переместит курсор на следующую строку. 

Пример 2. Знакомство с пакетом Maple. 

В данном режиме Maple функционирует как текстовый редактор. 

Можно изменять гарнитуру, размер шрифта, параметры выравнивания 

(полевому краю, по центру или по правому краю), параметры набора 

(жирность шрифта, наклон, подчеркивание). 

Теперь выберем в меню пункт «Insert» («Вставка») и далее второй 

пункт выпавшего подменю «Standard Math» («Стандартная»). На экране 

появится знак вопроса «?» и дополнительное поле для ввода текста на па-

нели инструментов (оно похоже на поле, возникающее при редактирова-

нии ячейки в табличном редакторе Microsoft Excel). В появившемся поле 

необходимо ввести выражение Maple (например, int(2*x,x)), затем нажать 

клавишу <Enter>. После этих операций в рабочем листе на месте знака во-

проса появится соответствующее математическое выражение. 

Пример 3. В данном режиме решается проблема вставки математи-

ческой символики (интегралов, пределов, сумм и т.д.) в документы. Как 

видно, пакет Maple является удобным инструментом не только вычисле-

ний, но и создания хорошо оформленных документов, содержащих мате-

матическую нотацию. 

Создадим теперь новую группу вычислений, нажав комбинацию 

клавиш <Ctri>+<Л>. На экране появится приглашение Maple (символ >) к 

вводу команды. Попытаемся перейти в третий режим ввода, для чего вы-
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берем в меню пункт «Insert» («Вставка») и далее пункт «Maple Input» 

(«Maple ввод») в третьей строке выпавшего подменю. На экране ничего не 

изменится — это означает, что Maple в настоящее время в этом режиме и 

находится. Данный режим является основным для Maple. Наберем в стро-

ке выражение 

int(2*x.x); 

и нажмем на <Enter>. В отличие от предыдущего результата Maple в об-

ласти вывода выведет ответ на команду вычисления неопределенного ин-

теграла от выражения. 

Пример 4. Вычислить неопределённый интеграл  хdx2 . 

Решение. Для вычисления данного выражения необходимо набрать 

символы: 

>int(2*x,x); 

Получим результат 
2х . 

Переход в четвертый режим осуществляется путем выбора в меню 

пункта «Insert» («Вставка») и далее пункта «Standard Input» («Стандартый 

ввод») в четвертой строке. На экране одновременно отобразятся 2 симво-

ла: «>» и «?». Как и раньше, при появлении знака вопроса в области пане-

ли инструментов появится дополнительное поле для ввода строки, в кото-

ром наберем 

int(2*x,x) 

(можно без символа «:») и нажмем на <Enter>. В рабочем листе в области 

ввода появится изображение команды пакета Maple, но в математической 

интерпретации. Еще раз нажав на <Enter>, получим результат выполнения 

команды. 

Пример 5. Вычислить неопределённый интеграл  хdx2 . 

Решение. Для вычисления данного выражения необходимо набрать 

другие символы: 

 dxх2 . 

Получим результат   
2х . 

Обратите внимание, что первое нажатие на <Enter> привело к записи 

команды Maple в математической нотации, а второе – к выполнению ко-

манды. Этот режим позволяет людям, не знакомым с пакетом Maple, но 

работающим с математикой, понимать смысл программ на языке пакета 

Maple. 
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Автор данной работы в дальнейшем будет пользоваться этим режи-

мом. 

Все дальнейшее рассмотрение будет опираться на работу в основном 

режиме – режиме «Maple Input» («Maple ввод»). Если сейчас Maple нахо-

дится в другом режиме, перейдите в основной режим ввода команд. 

Несколько групп вычислений, включая текстовые комментарии, мо-

гут быть объединены в секцию. Секция представляется в виде серого квад-

ратика со знаком + (плюс) или – (минус) и вертикальной скобки, объеди-

няющей группы секции. Секция может быть раскрытой – в этом случае на 

листе отображены все группы и команды в группах, объединенных секци-

ей, а также квадратик показан со знаком –. Если мышкой щелкнуть на знаке 

–, то секция станет свернутой – на экране будет находиться лишь знак +, а 

все содержимое будет скрыто. Для вставки секции необходимо выбрать 

пункт-меню Insert–Section (Вставка–Раздел) или выделить имеющиеся 

группы и выбрать в меню пункт Format–Indent (Формат–Ос туп) (горячая 

комбинация клавиш – <Ctrl>+<.>). Отменить объединение групп в секцию 

можно с помощью пункта меню Format–Out dent (Формат– Втяжка) (горя-

чая комбинация клавиш – < Ctrl >+<,>). 

Для изучения команд пакета Maple следует знать следующие прави-

ла набора команд: 

1. Maple чувствителен к регистру вводимых символов, т.е. большие и 

маленькие буквы система воспринимает по-разному. Если команда напи-

сана в виде 

int (2*х,х); 

ее не следует набирать как 

INT(2*x,x). 

В последнем случае в области вывода исходная команда будет пере-

писана, а это свидетельствует о том, что такая команда в настоящий мо-

мент времени Maple неизвестна. 

Пример 6. Демонстрация неправильного ввода символов. 

>INT(2*x,x); 

Получим результат              INT(2s, х). 

 

Что не соответствует истине. 

 

Пример 7. Демонстрация неправильного ввода символов. 

>int(2*x, X); 
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Получим результат       2хХ. 

Что не соответствует истине. 

2. При вводе длинной команды, не помещающейся в одной строке,

Maple автоматически переходит на следующую строку, считая при этом 

части команды единым целом. 

3. В одной строке можно вводить несколько команд.

4. Признаком завершения каждой команды является символ «:»

(двоеточие) или «;» (точка с запятой). Если команда заканчивается симво-

лом «:» (точка с запятой), то команда будет обработана, а результаты ис-

полнения выданы в области вывода. Если же команда завершается симво-

лом «:» (двоеточие), то команда будет выполнена (!), но на экран резуль-

таты выполнения команды выданы не будут. Нельзя путать отсутствие ре-

зультата в области вывода при работе в режиме ввода текста и в режиме 

ввода команд Maple. 

Пример 8. Демонстрация неправильного ввода символов. 

> х := 3:

> X := х+1:

> х^2;

Получим результат    9. 

В данном примере используется оператор присваивания «:=», кото-

рый результат вычисления в правой части присваивает переменной в ле-

вой части. Из данного примера видно, что опечатка во втором операторе 

привела к тому, что переменная х не получила увеличения на единицу, а 

вместо этого была введена новая переменная X. В результате пользователь 

вместо ожидаемого ответа 16 получил 9. 

5. Если необходимо, чтобы команды располагались по одной на

строке, a Maple обрабатывал их в рамках единой операции, необходимо 

после ввода команды вместо <Enter> нажать клавиши <Shift>+<Enter>. В 

этом случае введенная команда не обрабатывается, а курсор устанавлива-

ется на следующую строку. 

Пример 9. Пример ввода двух строк для одновременного вычисле-

ния. Пусть необходимо одновременно вычислить .3-7и342 2  

Решение. Для вычисления данного выражения необходимо набрать 

последовательность символов: 

> 2+4*3;

7-3^2;

Получим результат    14 

-2.
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Рис. 1.2. Палитра выражений 

Чтобы выполнить все команды заново в том порядке, в котором они 

введены в систему, вместо того, чтобы на каждой команде заново нажи-

мать <Enter>, можно воспользоваться пунктом меню Edit – Execute – 

Worksheet Правка – Запуск – Таблицу). Можно также выделить требуемый 

для выполнения фрагмент и воспользоваться пунктом меню Edit – Execute 

– Selection (Правка – Запуск – Выбранное). 

Для более удобного ввода наиболее часто используемых команд в 

Maple имеются средства, называемые палитрами (palettes). Пожалуй, луч-

ше их было бы назвать шаблонами, т.к. эти средства формируют «скелет» 

команды, предоставляя пользователю возможность ввести необходимое 

количество параметров. В 8-й версии Maple доступны 4 вида палитр: 

1. Для ввода символов (Symbol Palette). 

2. Для ввода выражений (интегралов и т.д.) (Expression Palette). 

3. Для ввода матриц размером не более 4x4 (Matrix Palet te). 

4. Для ввода векторов (строк или столбцов), состоящих не более чем 

из 5 элементов (Vector Palette). 

Для их вывода на экран нужно в пункте «View» («Вид») основного 

меню выбрать пункт « Palettes» (« Палитры») и далее требуемую палитру 

или пункт «АП palettes» («Показать все») для вывода всех четырех палитр. 

Например, для вычисления следующего 

предела 

287

432
lim 2

2





 nn

nn

n

 

можно вызвать палитру выражений (рис. 1.2), 

после чего выбрать верхнюю правую кнопку, 

нажать на <Enter> и заполнить предложенный 

шаблон. 

В любой момент пользователю доступна 

удобно организованная справочная система по среде и командам пакета 

Maple. Вызвать ее можно либо по нажатию клавиши <Fl> либо но выбору 

пункта меню Help и далее соответствующего пункта, например, 

Mathematics. Справочная система (рис. 1.3) организована в виде гипертек-

стового документа: ссылки выделены бирюзовым цветом и подчеркнуты. 

Ниже приведем пример решения неопределенных интегралов: 
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Рис. 1.3. Пример решения неопределенных интегралов 

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Как определяется первообразная функции и неопределенный ин-

теграл? 

2. Привести основные формулы интегрирования табличных функций.

3. Каким свойствам удовлетворяет неопределенный интеграл? Дока-

зать любое из свойств. 

4. Замена переменных в неопределенном интеграле. Привести пример.

5. Приемы интегрирования некоторых тригонометрических выраже-

ний. Привести пример. 

6. Интегрирование рациональных дробей. Схема решения. Привести

пример. 
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7. Выведите формулу интегрирования по частям. 

8. Среда Maple. Особенности интерфейса. 

9. Принципы ввода и вывода информации в Maple. 

10. Ввод команд и запуск их на выполнение. Как можно обратиться к 

результатам предыдущих вычислений? Как выполнить команду без выво-

да результатов на экран? 

11. Секции: назначение и работа с ними. 

12. Упрощенный механизм ввода символов, математических струк-

тур и функций. Как вы считаете, насколько полезен этот механизм? 
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Глава 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 

§1. Определенный интеграл и его геометрический смысл 

 

Пусть функция  xF  является первообразной для функции  xf  в не-

котором промежутке X, а числа a  и b  принадлежат этому промежутку [5, 6]. 

Определение. Приращение    aFbF   любой из первообразных функций 

  CxF   при изменении аргумента от ax   до bx   называется опреде-

ленным интегралом от a  до b  функции  xf  и обозначается  
b

a

dxxf . 

Числа a  и b  называются пределами интегрирования: a нижним, b

верхним. Отрезок  ba;  называется отрезком интегрирования. Функция 

 xf  называется подынтегральной функцией, а переменная x переменной 

интегрирования. Таким образом, по определению 

  ).()( aFbFdxxf
b

a

                                         (2.1) 

Равенство (2.1) называется формулой Ньютона – Лейбница. 

Существует и другой подход к введению понятия определенного ин-

теграла, основанный на рассмотрении пределов интегральных сумм, кото-

рый в большей степени приспособлен для приложений 

Рассмотрим его на примере вычисления площади криволинейной 

трапеции.  

Пусть дана фигура, ограниченная графиком непрерывной и неотри-

цательной функции  xfy  , отрезком  ba;  и прямыми ax  , bx   

(рис. 2.1). Такую фигуру называют криволинейной трапецией. Найдем ее 

площадь. 

Рис. 2.1 Рис. 2.2 
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Заметим, что на отрезке  ba;  можно указать такую точку C , что 

площадь S  криволинейной трапеции равна 

  abCfS  .                                         (2.2) 

Действительно, пусть М  ‒ это наибольшее значение функции  xf  

на отрезке  ba; , а m наименьшее. Проведем прямые My   и my  . То-

гда криволинейная трапеция целиком содержится в прямоугольнике aABb  

и содержит целиком прямоугольник aCDd  (рис. 2.2). 

Поэтому aABbaCDd SSS   или    abMSabm  , т.к. 

 abmSaCDd  ,  abMSaABb  . Возьмем число 
 

S
p

b a



 и 

Мpm  . 

На отрезке  ba;  возьмем такую точку C , что   pCf  . Так как 

функция  непрерывна на  ba; , то 

каждому значению функции р соответст-

вует хотя бы одно значение ее аргумента 

C , лежащего внутри отрезка  ba; . Тогда 

 abpS  . Данное свойство называется 

теоремой о среднем. 
Найдем теперь площадь криволи-

нейной трапеции S  через определенный 

интеграл. Разобьем криволинейную трапе-

цию на n  полос так, как показано на рис. 

2.3. При этом на отрезке  ba;  появились точки 1x , 2x ,..., 1nx . 

В соответствии с формулой (2.2) найдем для первой полосы точку 1c , 

11 xca   такую, что площадь первой полосы равна   axcf 11 . Для вто-

рой полосы найдем точку 2с , 221 xcx   такую, что площадь полосы равна 

  122 xxcf  . Поступаем так для всех n  полос, т.к. площадь криволиней-

ной трапеции равна сумме площадей полос, на которую она разбита:  

        112211  nn xbcfxxcfaxcfS  . 

Такого типа равенство будет иметь место, как бы мы не разбивали 

криволинейную трапецию на полосы. Длину наибольшего из отрезков 

обозначим через  . Перейдем в нем к пределу при 0 , мы получим: 

         112211
0

lim 


 nn xbcfxxcfaxcfS 


. 

 

 xfy 

Рис. 2.3 
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Обозначим 

         112211
0

lim 


 nn xbcfxxcfaxcf 


, 

через выражение  
b

a

dxxf , получим 

 
b

a

dxxfS .                                           (2.3) 

Таким образом, ввели определенный интеграл через предел особого 

рода сумм (интегральных сумм). 

Определение. Пусть дана функция  xf , определенная на отрезке 

 ba; , где ba  . Выполним следующие операции: 

1. Разобьем отрезок  ba;  на n  частей точками ix   ni ,...,2,1,0 , так 

что bxxxxxa nn  1210 ... . 

2. Величину  ii
ni

xx  


1
,...,0

max  назовем шагом разбиения. 

3. На каждом из отрезков  ii xx ;1  зафиксируем произвольную точку 

iC ,  iii xxC ;1 . 

4. Составим сумму всех произведений   1 iii xxcf ,  ni ,...,1 ; 

        112211 ...  nnn xbcfxxcfaxcf  или в сокращенном виде 

     




n

i
ii

n

i
iin xcfxxcf

11
11 Δ  ,                  (2.4) 

где 1 iii xxxΔ . 

Суммы вида (2.4) называются интегральными суммами функции  xf . 

Очевидно, что при различных разбиениях отрезка  ba;  на части по-

лучим различные интегральные суммы вида (2.4). Таким образом, для 

данной функции  xf  и данного отрезка  ba;  можно составить бесконеч-

ное множество интегральных сумм вида (2.4), которые зависят от числа n  

и от выбора точек деления ix  и точек  iii xxc ;1 . В примере вычисления 

площади криволинейной трапеции точки ic  подбирались специально, что 

не противоречит определению определенного интеграла через пределы 

интегральных сумм. 

Очевидно, что при различных разбиениях отрезка  ba;  на части по-

лучим различные интегральные суммы вида (2.4). Таким образом, для 

данной функции  xf  и данного отрезка  ba;  можно составить бесконеч-

ное множество интегральных сумм вида (2.4), которые зависят от числа n  
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и от выбора точек деления ix  и точек  iii xxc ;1 . В примере вычисления 

площади криволинейной трапеции точки ic  подбирались специально, что 

не противоречит определению определенного интеграла через пределы 

интегральных сумм. 

Определение. Если при любой последовательности разбиений от-

резка  ba;  таких, что   nxi 0max   n , при любом выборе 

точек  iii xxc ;1  интегральная сумма 

 



n

i
iin xcf

1

Δ  

стремится к одному  и тому же конечному числу A : 

  Axcf iin 
 00

Δlimlim


 , 

то число А называется определенным интегралом от функции  xf  на 

отрезке  ba;  и обозначается  
b

a

dxxf . Итак, по определению 

   


n

i
ii

b

a

xCfdxxf
10

Δlim


.                            (2.5) 

Заметим без доказательств, что предел в правой части равенства 

(2.5) существует и конечен, если  xf  непрерывна на отрезке  ba; . 

Если  xf  непрерывна и неотрицательна, то определенный интеграл 

 
b

a

dxxf  численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной 

графиком функции  xf , осью абсцисс и прямыми ax  , bx   

(см. рис. 2.1), т.е. 

 
b

a

dxxfS .                                               (2.6) 

В этом заключается геометрический смысл определенного интегра-

ла. Без доказательства заметим, что оба определения эквивалентны. Вто-

рое определение помогает получить приложение определенного интеграла 

(вычисление площади и т.д.), а формула Ньютона – Лейбница позволяет 

вычислить определенный интеграл без вычисления предела интегральной 

суммы. 
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Примем без доказательства свойства определенного интеграла [7]: 

1.      dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

 ,  baс , . 

2.    
a

b

b

a

dxxfdxxf . 

3.   0
b

b

dxxf . 

4. 0)( 
b

a

dxxf , если 0)( xf . 

5. Если    xgxf   при всех  bax ; , то  

   
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

6. Если   Mxfm   при всех x  из промежутка  ba; , то 

     abMdxxfabm
b

a

 . 

7. Теорема о среднем. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, 

b], то на этом отрезке существует по крайней мере одна точка с такая, что 

)()()( сfabdxxf
b

a

 . 

Доказательство: В соответствии со свойством 6: 

Mdxxf
ab

m
b

a




 )(
1

, 

т.к. функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то по второй теореме Вей-

ерштрасса она принимает на этом отрезке все значения от m до М. Други-

ми словами, существует такое число с  [a, b], что если  

Сdxxf
ab

b

a




)(
1

  и С = f(с), 

а a  с  b, тогда  

)()()( сfabdxxf
b

a

 . 

Что и требовалось доказать.  
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Рис. 2.4 

 

Замечание. С геометрической точки зрения теорема утверждает, что 

существует прямоугольник, равновеликий криволинейной трапеции, имею-

щий равное с ней основание (если f(x)> 0 для любого x из отрезка [а, b]). 

Докажем связь неопределенного интеграла с определенным. Други-

ми словами, докажем эквивалентность двух определений определённого 

интеграла. 

Рассмотрим функцию y= f (х). Величина определённого интеграла от 

этой функции  будет зависеть от а и b. Если зафиксировать значе-

ние а, то величина будет зависеть только от b. Зафиксируем ниж-

ний предел интегрирования а, а верхний будем считать переменным. Чтобы 

подчеркнуть переменность верхнего предела интегрирования, обозначим его 

х. Величина определённого интеграла, как уже было отмечено, не зависит от 

обозначения переменной интегрирования, поэтому, чтобы не путать её с 

верхним пределом, заменим переменную х внутри интеграла на t.  

Таким образом, получим функцию   
х

a

dttfхФ )( .Она называется 

определенным интегралом с переменным верхним пределом. 

Теорема (о производной интеграла с переменным верхним преде-

лом). Пусть интегрируемая на отрезке [a, b] функция f(x) непрерывна в 

точке х  [a, b]. Тогда Ф'(х) = f(x), где 

  
х

a

dttfхФ )( . 

 
b

a

f x dx

 
b

a

f x dx
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Доказательство. По определению производной 

 
   

x

хФxхФ
хФ

x 








0
lim . 

    
 xх

x

xх

x

х

a

xх

a

dttfхФdttfdttfdttfxхФ


 )()()()( . 

 Здесь мы воспользовались свойством 1 аддитивности определенного ин-

теграла. Отсюда по теореме о среднем значении 

    хсfdttfхФxхФ
xх

a




)()( 


, 

где с ‒ между х и х + Δх. Следовательно, 

 
 

 xf
x

xcf
хФ

x


 



 0
lim , 

так как xc  , когда 0x . Что и требовалось доказать. 

Теорема. Для всякой функции f(x), непрерывной на отрезке [a, b], 

существует на этом отрезке первообразная, а значит, существует неопре-

деленный интеграл. 

Теорема (Теорема Ньютона – Лейбница). 

Если функция F(x) – какая - либо первообразная от непрерывной 

функции f(x), то 

 
b

a

aFbFdxxf )()()( . 

Это выражение известно под названием формулы Ньютона – Лейбница. 

Доказательство: Пусть F(x) – первообразная функции f(x). Тогда в 

соответствии с приведенной выше теоремой, функция 
x

a

dttf )(  ‒ первооб-

разная функция от f(x). Но т.к. функция может иметь бесконечно много 

первообразных, которые будут отличаться друг от друга только на какое-

то постоянное число С, то 

CxFdttf
x

a

 )()( . 

При соответствующем выборе С это равенство справедливо для любого х, 

т.е. при х = а: 

 
a

a

CaFdttf )()( .  
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По свойству 3: 

CaF  )(0 . 

Откуда 

)(aFC  . 

Тогда  

)()()( aFxFdttf
x

a

 . 

А при х = b: 

 
b

a

aFbFdttf )()()( . 

Заменив переменную t на переменную х, получаем формулу Ньюто-

на – Лейбница: 

)()()( aFbFdxxf
b

a

 . 

Что и требовалось доказать. 

Иногда применяют обозначение F(b) – F(a) = F(x)
b

a

. 

Замечание. Следует обратить внимание на важность сформулиро-

ванного в теореме требования непрерывности функции у = f(х) на всем от-

резке интегрирования. Небрежное применение формулы Ньютона – Лейб-

ница может привести к заведомо неверному результату. 

Пример. Вычислить 


1

1
2x

dx
и 





3

4
2x

dx
. 

 

                Рис. 2.5                                                            Рис. 2.6 
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Решение. Если использовать для вычисления первого интеграла 

формулу Ньютона ‒ Лейбница, то получается, что 

02
1

1

1

1

1
2





 xx

dx
. 

Но подынтегральная функция 0
1
2


x
y , поэтому полученный ре-

зультат противоречит свойству 4 определённого интеграла. Причина этого 

в том, что функция 
2

1

x
y  имеет в точке х = 0  [-1,1] разрыв второго рода 

(рис. 2.5), то есть не является на отрезке [-1, l] интегрируемой, а, значит, 

формулу Ньютона-Лейбница применить здесь нельзя.  

Но для любого х  [-4, - 3] она непрерывна, поэтому для вычисления 

второго интеграла формулу Ньютона ‒ Лейбница применить можно: 

12

1

4

1

3

11
3

4

3

4
2












 xx

dx
. 

Пример. Вычислить 


2

2

)( dxxf от функции, заданной на отрезке  [-2; 2] 

двумя аналитическими выражениями: 

 
 








.20,2

;02,2

2 xx

xx
xf  

Для вычисления такого интеграла надо воспользоваться свойством 1 

аддитивности определенного интеграла:  

     
   

3

14

3

8
2

3

2

2

2
22

2

0

3
0

2

22

0

2
0

2

0

2







  




xx
dxxdxxdxxf . 

Формула Ньютона – Лейбница представляет собой общий подход к 

нахождению определенных интегралов. 

Перейдем теперь к правилам вычисления определенных интегралов. 

Эти правила аналогичны правилам вычисления неопределенных интегра-

лов [8]. 

1.    
b

a

b

a

dxxfkdxxkf , ( k постоянная). 
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2.          
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf . 

3. Интегрирование по частям  

           
b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu | . 

4. Замена переменной (подстановка)  tx   делается по формуле 

        




 dtttfdxxf
b

a

, 

где   a ,   b  ( f ,  и   непрерывны). 

Пример 1. Вычислить  











4

1 2

3
51 dx

x
x . 

Решение. Используя правила 1 и 2, представим определенный инте-

грал в виде суммы трех более простых интегралов, к каждому из которых 

применим формулу Ньютона – Лейбница 

 











4

1

2

1
4

1

4

1

4

1 2

3
5

2

3
51 dxxdxxdxdx

x
x  

= 







|

1
2

12

3
|

2
5|

4

1

1
2

1

4

1

2
4

1

xx
x  ||

2

5
|

4

1
2

3

4

1
2

3

4

1 xxx

   
2

95
7

2

75
31414

2

5
14 2

3

2

3

22 













 . 

Пример 2. Вычислить dxxx
1

0

arctg . 

Решение. Положим  xu arctg , dxxdv  , тогда  

  dx
x

dxxdu
21

1





 arctg ,

2

2x
dxxv  . 

Следовательно, 
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1

0
2

2
1

0

21

0 1

1

2
|

2
dx

x

x
x

x
dxxx arctgarctg  










1

0
2

21

0
2

22

1

11

2

1

42

1

12

1
0

2

0
1

2

1
dx

x

x
dx

x

x 
 arctgarctg

 









 






















1

0
2

1

0
22

2

1

1
1

2

1

81

1

1

1

2

1

8
dx

x
dx

xx

x 
 




 











1

0
2

1

0

1

0
2 12

1

2

1

81

1
1

2

1

8 x

dx
dxdx

x


 

2

1

4
0

82

1

8
|

2

1
|

2

1

8

1

0

1

0 


xx arctg . 

Пример 3. Вычислить  
4

0

2 9 dxxx . 

Решение. Сделаем замену 92  xt , тогда  92  xddt , 

  dxxdt


 92
, dxxdt 2 , 

x

dt
dx

2
 . Новые пределы интегрирования нахо-

дим из соотношения 92  xt ; если 0x , то 9902 t , если , то 

.  

Поэтому 

  dttdtt
x

dt
txdxxx

25

9

2

1
25

9

25

9

4

0

2

2

1

2

1

2
9  

|

2

32

1
|

1
2

12

1 25

9

2

3

25

9

1
2

1

tt








































2

3
2

2

3
2

2

3

2

3

35
3

1
925

3

1

    .
3

98
27125

3

1
35

3

1 33   

Пример 4. Вычислить 
 




e

xx

dx

1
2

ln1
. 

Решение. Сделаем замену xt ln , тогда xddt ln ,   ,ln dxxdt




dx
x

dt
1

 , dtxdx  . Новые пределы интегрирования находим из соотно-

шения xt ln ; если 1x , то 01ln t , если ex  , то 

4x

25942 t
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2

1
ln

2

1
ln  eet . Таким образом, изменению переменной от 1x  до 

ex   соответствует изменение переменной  от 0t  до 
2

1
t . Поэтому 

 
 









e

t
t

dt

tx

dtx

xx

dx

1

2

1

0
222

|arcsin
11ln1

 0arcsin
2

1
arcsin

.
6

0
6


  

Пример 5. Вычислить 
 








2

2
cos1

sin2

x

dxx
. 

Решение. Положим tx  cos1 ,тогда   dxxdt


 cos1 , , 

. Новые пределы интегрирования находим из соотношения 

xt cos1 : если 
2


x , то 101

2
cos1 











, если x , то 

  211cos1  t .  Таким образом, изменению переменной x от 

 до x=2 соответствует изменение переменной  от  до . Сле-

довательно,  

 










|
12

222sin
sin2

cos1

sin2 2

1

122

1

2
2

1
2

2

1

2

2

t
dtt

t

dt

t

x

dt
x

x

dxx








|
1

2
2

1

1t
 

.1
2

1
21

2

1
2 

















  

Пример 6. Вычислить 


7

0 3 2)8( x

dx
. 

Решение. Положим tx 8 , тогда   dxxdt


 8 , dxdt 1 , 

dtdx  . Новые пределы интегрирования находим из соотношения  

xt  8 , если 0x , то 808 t , если 7x , то 178 t . Таким 

образом, изменению переменной  от  до  соответствует измене-

ние переменной  от 8t  до 1t , следовательно: 

t

dxxdt sin

x

dt
dx

sin


2


x t 1t 2t

x 0x 1t

t
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|

3

1
|

1
3

28

1

8

3

1

1

8

1
3

2

1

8

3

2
1

8
3 2

7

0 3 2

tt
dtt

t

dt

x

dx

  33
1

8

3 8133 t   3213  . 

Задания для решения в аудитории 

1. dx
x

x )
1

(
2

1
4

2
  . 

2. 
4

0

4sin



dxx . 

3. 


1

0
2)12( x

dx
. 4. dxx 



7

1

2 . 

5. 


2

0
2sin4

cos


x

dxx
. 6. dxxx 3

1

0

54 )1(   . 

7. 


e

xx

dx

1
2 )ln4(

. 8. dxex x31
1

0

2 
 .

9. dxxx
2

0

2 cos



. 
10. dxx x2)3(

1

0

  . 

11.  
1

0

2 )1ln( dxx . 12. dx
x

xe


1

2

ln
. 

13. dxxx 2
4

0

2 sincos



. 14.
0

3
sin cos

2 2

x x
dx



 . 

15. 


2

0 cos37



x

dx
. 16.

2

0 2sin cos 1

dx

x x




 

. 

Ответы 

1. 
8

21
. 2. 

2

1
. 3. 

3

1
.4. 

3

52
. 5. .

6


 6. .

8

21
7. .

2

1
arctg

2

1
8. ).1(

3

1
e

9. .2
4

2




 10. 
2

5ln 2 1

ln 2


. 11. 

2
22ln


 . 12. 

e

2
1 . 13. 

32


. 14. 0. 

15. 
1 5

arctg
10 2

. 16.
1 3

ln
2 2

. 
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Индивидуальные задания 

 

Вычислить определенные интегралы: 

 

1. 1)   


2

1

32 1 dxxx ;                                  2. 1) 


3

0
212 x

dxx
; 

2) 




0 cos2

sin

x

dxx
;                                            2) 

4

0
2cos



x

dxxtg
; 

3)   


0

44 sincos dxxx .                             3) 


e

xx

dx

1 1ln
. 

 

3. 1) 
 




3

1
52 1

128

x

dxx
;                                       4. 1) 

 




3

2
32 1

15

x

dxx
; 

2) 


2

1

0
21

arcsin

x

dxx
;                                          2) 



0

2sin dxxx ; 

3) 


2

2

2 cossin





dxxx .                                     3) 
2

6
2sin



 x

dxxtg
. 

5. 1) 


1

0
3

2

21

6

x

dxx
;                                           6. 1) 





0 cos3

sin

x

dxx
; 

2) 
1

0

2

dxex x
;                                               2) 

e

dx
x

x

1

ln
; 

3) 
 


e

xx

dx

1
2ln1

.                                          3)   
1

0

22 3 dxx . 

 

7. 1) 


2

0 sin2

cos


x

dxx
;                                         8. 1) dx

x

x




1

0
3

2

1
; 

2)   
7

6

2
5 dxx ;                                       2)  

2

0

5 sincos



dxxx ; 

3)   
1

0

42 3 dxxx .                                    3) dx
e

e
x

x




1

01
. 
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9. 1)  



0

2

3cos


dxx ;                                     10. 1) 


1

0 5x

x

e

dxe
; 

2)  






25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
;                                   2)   

2

1

25 dxxx ; 

3)  
2

0

2sin



dxxx .                                      3) 
 




2

1
22 153

56

xx

x
. 

 

11.1) 
3

0

cos sin



dxxe x
;                                 12. 1) 

1

0

23

3 dxxe x
; 

2) 


4

4

2cos

1





dx
x

;                                         2)   
1

0

2
2 dxx ; 

3) 


2

0 1sin2

cos


x

dxx
.                                        3)  












4

12

3
4cos






dxx . 

13. 1) 


2

1
2 4x

dx
;                                          14. 1) 



1

0
256 xx

dx
; 

2) 
1

0

2

dxex x
;                                               2)   

1

0

2 1 dxxx ; 

3) 
2

4





dxxctg .                                                3) 


3ln

0
21 x

x

e

dxe
. 

 

15. 1) 











12

0 2

6
sin




x

dx
;                             16. 1)  

4

0

2 9 dxxx ; 

2) 


2

1

0
21

dx
x

xarctg
;                                          2)   

2

1

2
1 dxxx ; 
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3) 
2

6

22sin



 x

dxx
.                                            3) 

 




2

1

0
2 1

12

xx

dxx
. 

17. 1) 


1

0
3

2

21

6

x

dxx
;                                         18. 1)  



0

2

3cos


dxx ; 

2) 
1

0

dxex x ;                                                 2)  






25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
; 

3) 
 


e

xx

dx

1
2ln1

.                                           3)  
2

0

2sin



dxxx . 

19. 1)  



0

2

3cos


dxx ;                                  20. 1) 
 


2ln

0 213 x

x

e

dxe
; 

2) 









25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
;                                   2) 



0

sincos dxxx ; 

3)  
2

0

2sin



dxxx .                                        3) 


0

2

1 416 x

dxx
. 

21. 1) 
 


4

6

2cos

51



 x

dxxtg
;                                   22. 1) 



3

0
2 1x

xdx
; 

2) 


1

0
41 x

dxx
;                                                    2)  



1

1

3)1( dxx x
; 

3) 
2

0

2 sincos



dxxx .                                              3) 


2

2

2cos2sin





dxxx . 

23. 1) 


3

2
43

2

)1( x

dxx
;                                   24. 1) 



2

1
42 )1( x

xdx
; 

2)  



0

6

3sin)2(


xdxx ;                                       2) 
e

xdxx
1

3 ln ; 
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3) 


1

0
2 101025 xx

dx
.                                       3) 

 


4

6

2cos

2



 x

dxxtg
. 

25. 1)  


0

1

543 )1( dxxx ;                              26.  1) 

4

4

3/

4/
42

3

sin



 x

dxx
; 

2)  
1

0

3)43( dxex x
;                                          2)  




0

3

3)3( dxex x
; 

3) 
2

0

2 sincos



dxxx .                                            3) 
2

0

22 sincos



dxxx . 

 

Контрольная работа по теме «Определённый интеграл» 

 

Вычислить интегралы 

 

1. а)  











1

0
2

2

5

3
3 dx

х
хxx ; 

б) 


9

4 1

1
dy

y

y
; 

в)   



0

sin dxxx . 

2. а)  











1

0

75

4

5
93 dx

х
хx ; 

б) 
e

dy
y

y

1

3 3ln
; 

в)  









2/

0

sin
2

 
dxxx . 

3. а)   
1

0

2
2 dxx ; 

б) 
2

1
2

1

dy
y

e y

; 

в) 
3/

4/
2sin



 x

xdx
. 

4. а)  
















2

1
2

32

2

1234
dx

xx

xх
; 

б) 


1

0
53

2

)12(
dx

x

x
; 

в)   
1

0

3 .)34( dxex x
 

5. а)  









2

1

2
1

dx
x

x ;  

б) 
 








1

2
3

511 x

dx
; 

в)  
e

xdxx
1

ln
3

. 

6. а)  













1

1
2

3 23

2

2
54 dx

х
xx ; 

б) 


1

0
2

3

1

arctg3
dx

x

x
; 

в)  
2/

0

2sin)2(


 dxxx . 
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7. а)  











3

0
2

32

4

5
3 dx

х
хx ; 

б) 
e

dx
x

x

1

2 2ln
; 

в)  
2/

0

2cos)(


 dxxx . 

8. а)   











1

0
2

2
3

2

3
4 dx

x
х ; 

б) dx
x

x




1

0
8

3

16
; 

в) dxxx 
1

0 2
)cos2(


 . 

9. а) dx
x

xх


2

1
2

23 43
; 

б) 


2

1

0
2

2

1

arccos
dx

x

x
; 

в)  
1

0

2 )32( dxxe x
. 

10. а)  











1

0
2

54

9

2
75 dx

х
хx ; 

б) dx
e

e
x

x




1

0
2)52(

; 

в) dxxxx
e

 
1

2 ln)43( . 

11. а)  











2

0
2

3

4

5
24 dx

х
x х

; 

б) 
31

2
0

arctg

1

x
dx

x



; 

в)  
2/

0

3cos)12(


dxxx . 

12.а) ;
3

11522

1
2

2

dx
xx

xeх x

 

















 

б) dx
x

x




2

6

2)1sin2(

cos





; 

в) dxxx
e

 
1

2 ln)32( . 

13. а)  











1

0
2

35

4

5
56 dx

х
хx ; 

б)

1
32

2
0

arcsin

1

x
dx

x



; 

в)  
1

0

3 )23( dxxe x
. 

14. а)
 

dx
xx

x
 

















4

1
2

2

2

112
; 

б)
 

dx
x

x




1

0
32 23

; 

в)   dxex x5
1

0

23  . 

15. а)
1

2
0

3 2
5

1 9
x х dx

x х

 
   

  
; 

б) dx
x

x




1

0 52
2

; 

в) dxxх
e

 
1

5 ln)1( . 

16. а)   dx
x

x 
















8

1
2

33

2

2
12 ; 

б) dxxe x



2

0

2sin3cos



; 

в) dxxx
e

 
1

ln)1( . 
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17. а)  














2

1
2

2

22
5

dxx
x

х
; 

б) dx
x

xx


4

6

3sin

sin2cos





; 

в)   dxex x2
1

0

5 
  . 

18. а)  













1

0

3

1

3
104 dx

х

x
хx ; 

б) 


1

0
2 )3(

4
dy

y

y
; 

в)   



0 2

1
cos3 dxxx . 

19. а)
 

dx
xxx

x
 

















4

1

2

1

32
; 

б) 
 

dx
x

x




1

0
22 2

; 

в)   dx
x

x
2

sin
1

0


  . 

20. а)   
















1

0
2

2
2

5
23 dx

x

x
x ; 

б) 
3/

4/
2sin

)2(cos

 x

dxx
; 

в) 
e

dx
x

x

1
3 2

ln1
. 

21. а) dx
x

x x
 










2

1
2

22ln
4

2 ; 

б) dx
x

x




2

0
2)1(sin

cos



; 

в) dxxх
e

 
1

3 ln)2( . 

22. а)
 



















2

1
23

22

1

12
dx

xx

x
; 

б) 
e

dy
y

y

1

5 3ln
; 

в)  









 

0 2
cos

2
3 dx

x
x . 

23. а)  











1

0
2

3

16

2
34 dx

х
хx ; 

б) 


2

0
3

2

1
dy

y

y
; 

в)   



0

cos3 dxxx . 

24. а) dx
x

x
x x )3

2

23
2(

2

21

0





 ; 

б)
431

2
0

arctg

1

x
dx

x



; 

в) 5(5 2) xx e dx . 

25. а)   











1

0
2

2

1

1
2 dx

x
xx ; 

б)
51

2
1

2 arctg

1

y y
dy

y





;         

в) 
3/

4/
2cos



 x

dxx
. 

26. а)
 
















0

1
2

3

)1(

4
dx

x
x ; 

б) 
1

0

dxex x ; 

в) 
 


4

6

2cos

2



 x

dxxtg
. 
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§2. Несобственные интегралы

1. Интеграл с бесконечными пределами

Если функция  xf  интегрируема на любом отрезке  ba; , где

 ba , то полагают 

   


 b

aba

dxxfdxxf lim .    (2.7) 

Интеграл  


a

dxxf называется сходящимся, если существует предел

правой части равенства (2.7), и называется расходящимся, если указан-

ный предел не существует. Аналогично, если )(xf  интегрируема на лю-

бом отрезке  ba; , где ba  , то полагают

   


b

aa

b

dxxfdxxf lim .   (2.8) 

Наконец, если функция  xf интегрируема на любом отрезке  ba;

числовой оси, то 

   








b

a
a
b

dxxfdxxf lim .    (2.9) 

Сходимость или расходимость несобственных интегралов часто ус-

танавливается с помощью следующих признаков сходимости [9]: 

интеграл  


a

dxxf  0a : 

а) сходится, если 

 
mx

M
xf  и 1m ,   (2.10) 

б) расходится, если 

 
mx

M
xf  и 1m .   (2.11) 

Здесь M  и m постоянные. 

Пример 1. 


1
2x

dx
. 
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Решение. По определению (2.8) имеем 

  






















1lim
1

lim1
1

lim|
12

limlimlim 1

12

1

2

1
201

2 bbb

b

b

b

b

b

b bb

x
dxx

x

dx

x

dx

.110   

Следовательно, интеграл сходится. 

Пример 2. 


a x

dx
;  1a . 

Решение. По определению (2.8) имеем 

  




aabx
x

dx

x

dx

b

b

a
b

b

aba

lnlnlnlim|lnlimlim . 

Следовательно, интеграл расходится. 

Пример 3. Установить сходимость или расходимость интеграла 




1
3

cos
dx

x

x
. 

Решение. Так как 1cos x , то 
33

1cos

xx

x
 , т.е. подынтегральная 

функция удовлетворяет неравенству (2.11) при 13 m  и 1M . Следо-

вательно, интеграл сходится. 

 

2. Интегралы от неограниченных функций 

 

Если функция  xf  непрерывна при bxa   и имеет бесконечный 

разрыв в точке 1x ,   


dxxf
ax

lim , то полагают  

   


b

a

b

a

dxxfdxxf
 0

lim .                                  (2.12) 

Интеграл  
b

a

dxxf  называется сходящимся, если существует 

предел в правой части равенства (2.12), и называется расходящимся, если 

указанный предел не существует. 

Аналогично определяется интеграл от функции, имеющий бесконеч-

ный разрыв в правом конце отрезка  ba; . 

   


b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim


;  0 .                      (2.13) 
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Если функция  xf  непрерывна при cxa  , bxc   и имеет бес-

конечный разрыв в точке cx  , то полагают 

     






b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf




 00
limlim ,  0 .         (2.14) 

Интеграл  
b

a

dxxf  называется сходящимся, если оба предела в пра-

вой части равенства (2.14) существуют, и называется расходящимся, если 

хотя бы один из указанных пределов не существует. 

 На практике для решения вопроса о сходимости несобственных ин-

тегралов от неограниченных функций часто используются следующие 

признаки сходимости. 

Если функция  xf  имеет бесконечный разрыв в одном из концов 

интегрирования  ba; , например в точке ax  , то несобственный интеграл 

 
b

a

dxxf : 

а) сходится, если 

 
 max

M
xf


  и 1m ;                                  (2.15) 

б) расходится, если  

  
 max

M
xf


  и 1m .                                (2.16) 

Здесь M  и m постоянные. 

Если же  xf  имеет разрыв во внутренней точке cx   интервала 

);( ba , то интеграл разбивают на два; от  a  до  c  и от  c  до  b  и применяют 

указанные признаки к каждому из полученных интегралов. 

Пример 4. 
1

6 x

dx
. 

Решение. Функция 
x

1
 непрерывна при 10  x  и имеет бесконеч-

ный разрыв в точке 0x , т.к. 







 0

11
lim

00 xx
. 
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Поэтому в силу равенства (2.12) 

  












|2lim|

1
2

1
lim212limlimlim

11

1
2

1

00

1
2

1

0

1

0

1

0



 x

x
dxx

x

dx

x

dx
 

.2022lim22lim
00







 

Значит, интеграл сходится и равен 2. 

Пример 5. 


1

0
21 x

dx
. 

Решение. Функция 
21

1

x
 непрерывна при 10  x  и имеет беско-

нечный разрыв в точке 1x , т.к. 







 0

1

1

1
lim

201 xx
. 

Поэтому в силу равенства (2.12) имеем 

    



 








0arcsin1arcsinlim|arcsinlim

1
lim

1 0

1

0
0

1

0
20

1

0
2











x

x

dx

x

dx
 

  0arcsinlim1arcsinlim
00 





2

0
2

0arcsin1arcsin


 . 

Интеграл сходится и равен 
2


. 

Пример 6. 
 




3

0
2

1x

dx
. 

Решение. Функция 
 21

1

x
 непрерывна при 10  x  и 31  x , т.к.

 








 0

1

1

1
lim

201 xx
 и 

 








 0

1

1

1
lim

201 xx
. Значит, в точке 1x  функ-

ция имеет бесконечный разрыв. Поэтому в силу равенства (2.14) имеем 
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3

1
2

1

0
20

3

0
2

11
lim

1 



 x

dx

x

dx

x

dx

       
 














  












|

12

1
lim1111lim

1

0

12

0

3

1

2
1

0

2

0









x
xdxxdx

 











 











|

1

1
lim|

1

1
lim|

12

1
lim

3

1
0

1

0
0

3

1

12

0









 xx

x

















 10

1

11

1
lim

0 

















 11

1

13

1
lim

0 








 








 




























  

1
lim

2

1
lim

1

1
lim

1
lim

0000
 

.
2

31
lim

2

1
1

1
lim

00


  
 

Следовательно, интеграл расходится. 

Пример 7. 
5

0

cos

x

dxx
. 

Решение. Функция 
x

xcos
 имеет бесконечный разрыв в точке 0x , 

т.к. 







 0

11
lim

0 xx
. Но для 0x  

xx

x 1cos
 , т.к. 1cos x . Значит, эта 

функция удовлетворяет неравенству (2.14) при 1
2

1
m  и 1M . 

 

Задания для решения в аудитории 
 

Установить сходимость или расходимость интегралов. 
 

1. . 2. . 3. . 4. . 5. . 6. . 

7. . 8. 
9

0 x

dx
. 9. 

е

хх

dx

1
3

. 10. 


2

0 21 x

dx
. 

 

Ответы 

 

1.Интеграл расходится. 2. Интеграл расходится. 3. 1. 4. .  

5. Интеграл расходится. 6. 1. 7.  . 8. 6 ‒ сходится. 9. 
2

3
 ‒ сходится. 

10.  32ln
2




 ‒ сходится. 

1

dx

x




0

cos xdx



0

xe dx



 2 1

dx

x






 1

ln xdx


 2
1

ln xdx

x





5
1

dx

x






2

3
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Индивидуальные задания 
 

Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость. 

01 




 4)1( 2x

dx
;                             02  





1 1

)1ln(
dx

x

x
; 

03 dx
x

x
 






5

4

1
;                              04 

2

1 ln xx

dx
; 

05 


4
3ln xx

dx
;                                       06 



2

0
24 x

dx
; 

07 dx
x

x






1
2

2

1
;                                  08  



3

2
32 )4(

dx
x

x
; 

09 dx
x

x






1
6

2

1
;                                  10 dx

x

x




2

0
24

; 

11 




 9)2( 2x

dx
;                            12 

1

0 x

dx
; 

13  




0

2

dxex x
;                                 14 dx

x

x






0
21

arctg
; 

15  


1

1
2

dx
x

dx
;                                      16 



2

0
3)2(x

dx
; 

17 dx
x

x




3

0
3 29

;                               18 dx
x

x




1
3

21
; 

19 dx
x

e x




1
2

1

;                                      20  
1

0

ln dxxx ; 

21 


3

0
29 x

dx
;                                       22 dx

x

x






0
21

arctg
; 

23 




0

2

2 dxx x
;                                   24 dx

x

dx




7

3 3
; 

25 dx
x

x






0
3

2

1
;                                   26 dx

x

dx




5

1 1
; 

27  


2

2
3

dx
x

dx
;                                    28 



4

0
2)4(x

dx
; 

29 dx
x

x






1
2

2

1
;                                 30  



5

3
32 )9(

dx
x

x
. 
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§3. Вычисление площадей плоских фигур

В этом параграфе при помощи интегрального исчисления будет ре-

шен ряд задач. 

1. Вычисление площади в прямоугольных координатах

Площадь S  фигуры, ограниченной гра-

фиком функции  xfy   (сверху),  xgy 

(снизу) и прямыми ax  , bx  , подсчитыва-

ется по формуле 

     
b

b

dxxgxfS .   (2.17) 

Действительно, в силу геометрического 

смысла определенного интеграла (см. равен-

ство (2.17)) имеем (рис. 2.7) 

   bBaA

b

a

Sdxxf
11



и      aAccBd

b

a

SSdxxg  , 

поэтому 

        

      SSSS

dxxgdxxfdxxgxf

aAccBbbBaA

b

b

b

a

b

a



 

11
, 

как это видно из рисунка. 

Пример 1. Вычислить площадь между параболами 24 xxy  и 

62  xy (рис. 2.8). 

Решение. Сначала найдем точки пе-

ресечения парабол, для чего решим систе-

му уравнений 











,6

;

2

2

xy

xaxy

т.е. найдем точки на плоскости, координаты 

которых удовлетворяют одновременно 

уравнениям обеих парабол. Из этой систе-

мы  
22 46 xxx  , ,0642 2  xx

Рис. 2.7 

Рис. 2.8 
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0322  xx  и 
 

2

42

2

3422 2

2,1





x  или .3;1 21  xx  

Тогда по формуле (2.17) искомая площадь S  будет равна: 

         


3

1

2
3

1

22 24664 dxxxdxxxxS 





 |

3

2
26

3

1
32 xxx  







 32 3

3

2
3236       













3

10
181

3

2
1216

32
 

.64
3

10
18   

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

2xy  , 
2

1

x
y  , 0y ,  02  xx . 

Решение. Сначала найдем точки 

пересечения кривых 2xy   и ,
1
2x

y   

для чего решим систему уравнений 













.
1

;

2

2

x
y

xy

 

Из этой системы 
2

2 1

x
x  , 14 x  или 

11 x , 12 x . 

Таким образом, заданная фигура (рис. 2.9) является криволинейной 

трапецией, ограниченной сверху графиком функции 

 













.21,

1

,10,

2

2

x
x

y

xxy

xf  

По формуле (2.17) 

 

.
6

5
1

2

1

3

1

1

1

2

1

3

1
|

1
0

3

1

|
12

|
3

|
12

2

1

2

1

121

0

22

1

2
1

0

122

1
2

1

0

2
2

0








 
































x

xx
dxx

x

x

dx
dxxdxxfS

 

Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

xy sin , xy sin2 , 
4

5
x , 0x . 

Рис. 2.9 
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Решение. Искомая площадь S  равна 

сумме площадей 1S  и 2S  двух фигур, пер-

вая из которых ограничена линиями 

xy sin , xy sin2 , 0x , x , вторая ог-

раничена линиями xy sin , xy sin2 , x , 


4

5
x (рис. 2.10). 

Для вычисления площадей 1S  и 2S  

применим формулу (2.17): 

 

      .211110coscos

|cossinsinsin2
000

1



 





xdxxdxxxS
 

   





4

5

2 sin2sin dxxxS 





4

5

sin dxx 



4

5

cos x .1
2

2
cos

4

5
cos    

Тогда .293,2
2

2
221  SSS  

 

2. Вычисление площади, ограниченной кривой, заданной 

параметрическими уравнениями 

 

Если кривая задана уравнениями в параметрической форме: 

   tytx   , , то площадь криволинейной трапеции, ограниченной двумя 

вертикалями х = а и у = b и отрезком оси Ох, выражается интегралом 

   dtttS
t

t

 
2

1

,                                         (2.18) 

где t1 и t2 определяются из уравнений  ta 1  и  tb 2     0( t на от-

резке  21, tt ) [7]. 

Пример 4. Найти площадь фигуры, 

ограниченную первой аркой циклоиды 

   tayttax cos1;sin   

и отрезком оси абсцисс (рис. 2.11). 

Решение. Точкам 0 и А соответст-

вуют значения параметра t0 = 0 и tА=2π, по-

этому по формуле (2.18) искомая площадь 

      y 

     2a 

 

      0          πa       А            х  

Рис. 2.11 

Рис. 2.10 
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  dttadtttataS
 2

0

22
2

0

cos1sincos1

 






 
 dt

t
ta

2

0

2

2

2cos1
cos21  

  





















2

0

2
2

0

2

0

2

0

2 2sin
4

1
sin2

2

3
22cos

4

1
cos2

2

3
tttatdtdttdta

222 30sin
4

1
0sin20

2

3
4sin

4

1
2sin22

2

3
aaa  

















 . 

 

3. Вычисление площади в полярных координатах 
 

Если кривая задана уравнением в полярных координатах, то площадь 

сектора 0АВ (рис. 2.12), ограниченного дугой кривой и двумя полярными 

радиусами 0А и 0В, соответствующими значениями  1  и  2 , выра-

зится интегралом [7] 

   




dS 
2

2

1
.                                 (2.19) 

Пример 5. Найти площадь, заключенную внутри лемнискаты Бернулли 

2cos22 аρ   (см. рис. 2.13). 

Решение. В силу симметрии достаточно вычислить одну четверть 

искомой площади, а затем учетверить результат. По формуле (2.19) имеем  

                                                          у 

                                В 

                                         ρρ   

0                          α        А                                                                  
π
/4 

0                                                                                                            x 

 

 

Рис. 2.12                                                                Рис. 2.13 

 ρρ 

S 
β 
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4

0

2 2cos
2

1

4

1



 daS   
4

0

24

0

2
2

2sin
4

22cos
2

1

2




a

da
a

 

, 

отсюда S = a
2
. 

Пример 6. Найти площадь одного лепе-

стка кривой ρ = 4sin
2
φ (см. рис. 2.14). 

Решение. Заметим, что если полярный 

угол φ изменяется от φ = 0 до φ = π, то точка 

на кривой обходит против часовой стрелки 

один лепесток; поэтому по формуле (2.19) для 

искомой площади имеем 

 

  






 













00

2

0

22

0

4

2cos21(2
2

2cos1
8

sin8sin16
2

1

d

ddS

 

   






 
 


 





00

00 0

2 sin22
2

4cos1
222cos222)2cos dddd

    





00

00

4sin
4

1
0sin2sin202244cos

4

1

2

1
2 dd  

   30sin4sin
4

1
2  . 

Задания для решения в аудитории 

 

Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

1. .0;;1;6  yexxyx  

2. 652  xxу   и координатными осями. 

3.  78 2  yyx   и осью 0у. 

4.  








tвy

tax

sin

cos
  – эллипс. 

5. Одним витком спирали Архимеда   a . 

6.  cos22  a  ‒ лемниската Бернулли. 

7. xxy 43      и   0y . 

4
0sin

44
2sin

4

222 aaa








 


                       y 

 

                                    х 

                   0 

 

 

              Рис. 2.14 
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8.Найти площадь фигуры, ограниченной линиями .3,0,
1

2
2




 xx
x

y  

9. Найти площадь криволинейного треугольника, лежащего в 1-й четверти 

и ограниченного линиями .0,,2 2  xxyxy  

10. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.64,84 2  xyxxy  

11. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями .4,2,2 2   yyy xx  

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями .1,, 2  xeyey xx  

13. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями .95,253 22 xyyx   

14. 








.sin8

,cos8
3

3

ty

tx
 

15. .3sin ar   

16. .4sin22 ar   

17. 








.sin6

,cos4

ty

tx
 

 

Ответы 
 

1. ).(6 2eдS  . 2. )..(
3

2
4 2eдS   3. )..(36 2eдS    

4. )..( 2eдвaS    5. )..(3/4 223 eдaS    

6. )..(4 2eдS   7. )..(8 2eдS   8. 
3

2
. 9. 

6

7
. 10. 

24

5
5 . 11. 

9
12

ln 4
 .  

12.
2

1

2

2

 е
е

. 13. 5. 14. 24 . 15. 
4

2a
 (ед.

2
). 16. 

2a (ед
2
). 17. 26 a (ед

2
). 

 

Индивидуальные задания 
 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными в 

прямоугольной системе координат:  

1 1) 0,6 2  yxxy ;  2) 4,0,32  yxxy . 

2 1) 04,42  yxxxy ; 2) xyxy  7,6 . 

3 1) xyxy  ,3 ; 2) xyxxy  ,1062 . 

4 1) xyxy 2,3  ; 2) 63,92  yxyx . 

5 1) xyxy  ,42 ; 2) 232,2 xyxy  . 
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6 
1) 22

4

1
,4 xyxy  ; 2) 0,2 2  xyyx . 

7 1) 22 3,3 yxxy  ; 2) 0,56 2  yxxy . 

8 1) xyxxy 34,32  ; 2) 0,0,652  yxxxy . 

9 1) xyxxy  ,2 2 ; 2) 1,0,32  yxxy . 

10 
1) xyxy  4,

2

1 2 ; 2) 1,23  yxy . 

11 
1) 1

4

3
, 22  yxyx ; 

2) 0,,ln  yexxy . 

12 1) 032,2  yxxy ; 2) 0,,1,6  yexxxy . 

13 1) 0,4 2  yxy ; 2) xyxy 3,92  . 

14 
1) 062,

2

1 2  yxxy ; 2) xyxy  22, . 

15 1) 22 4,4 xyyx  ; 2) 1,3
2

1 2  yxy . 

16 1) 2,2  xyxy ; 2) 0,78 2  xyyx . 

17 1) 0,6 2  yxxy ; 2) 4,0,32  yxxy . 

18 1) 04,42  yxxxy ; 2) xyxy  7,6 . 

19 1) xyxy  ,3 ; 2) xyxxy  ,1062 . 

20 1) xyxy 2,3  ; 2) 63,92  yxyx . 

21 1) xyxy  ,42 ; 2) 232,2 xyxy  . 

22 
1) 22

4

1
,4 xyxy  ; 2) 0,2 2  xyyx . 

23 1) 22 3,3 yxxy  ; 2) 0,56 2  yxxy . 

24 1) xyxxy 34,32  ; 2) 0,0,652  yxxxy . 

25 1) xyxxy  ,2 2 ; 2) 1,0,32  yxxy . 

26 
1) xyxy  4,

2

1 2 ; 2) 1,23  yxy . 

27. 1) 1
4

3
, 22  yxух ; 2) 0,,ln  yexxy . 

28. 1) 032,2  yxxy  2) 0,,1,6  yexxxy . 

29. 1) 0,4 2  yxy ; 2) xyxy 3,92  . 
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30. 1) 062,
2

1 2  yxxy ; 2) xyxy  22, . 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными в 

параметрической и полярной системах координат:  

1.  1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)20(,3,3 32  tttytx . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 cos2,cos  rr . 

2.  1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 











.sin4

;cos8

3

3

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 
2cosr . 

3.  1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 









.sin8

;cos3

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 sin4 ,sin6  rr . 

4.  1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 









.sin2

;cos6

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 sin5 ,sin3  rr . 

5.  1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 











.sin2

;cos16

3

3

ty

tx
 



100 
 

2)  Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

6cos2r . 

6. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 











.sin22

;cos2

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 
6sinr . 

7. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 











.sin2

;cos22

3

3

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

     cos25  ,cos23  rr . 

8. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 









.sin4

;cos6

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

sin21r . 

9. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 

 

 







.20где,cos16

;sin6

tty

ttx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

cos21r . 

10. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 











.sin23

;cos22

ty

tx
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2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 cos2 ,cos  rr . 

11. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 











.sin

;cos16

3

3

ty

tx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

3sin6r . 

12. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 









.sin6

;cos2

ty

tx
 

2)  Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 20 ,sin ,cos3   rr . 

13. 1) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнением 

 

 







.20где,cos14

;sin4

tty

ttx
 

2) Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

3cos4r . 

14. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

)0(,cos1,sin  xtyttx . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах : 

cos1r . 

15. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

2,sin4,cos9  ytytx . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 cos5.2,cos5.1  rr . 
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16. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

0),cos1(2),sin(2  ytyttx . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 
 cos3,cos2  rr . 

17. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

tytx 33 sin2,cos2  . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

)cos1(6 r . 

18. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями;  

)
4

0(,1,sin2,cos2


 tytytx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

)
2

0(,cos,cos3


  rr . 

19. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)
2

2

2

2
(,sin,cos  xtytx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

5sinr . 

20. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)100(),cos1(5),sin(5  xtyttx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

6sinr . 

21. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)20(,cos1,sin  ttyttx . 
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2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

6sinr . 

22. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)1(,1,sin8,cos8 33  xxtytx . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

3sinr . 

23. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

tytx 33 sin2,cos2  . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

)
4

3
0(),

4
(cos2,sin 


  rr . 

24. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнением  

)
4

0(,
sin
cos16

3

3 







 t

ty
tx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

)3(,3,3sin6  rrr  . 

25. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)0(),cos1(3),sin(3  ttyttx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

)
44

(),
4

(cos2,cos





  rr . 

26. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

)4(,4,sin24,cos2  yytytx . 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

)
4

0(,sin5.1,sin5.2


  rr . 
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27. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

)0(),cos1(),sin(  ttyttx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах : 

 sin2,sin  rr . 

28. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями:  

)
2

2
0(,sin,cos2  xtytx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах : 

 2

1

cos2 . 

29. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями  

)20(,3,3 32  tttytx . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах: 

 cos2,cos  rr . 

30.  1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями: 

tytx 33 sin2,cos2  . 

2)  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах:  

)
4

3
0(),

4
(cos2,sin 


  rr . 

 

§ 4. Вычисление длины дуги кривой 
 

Перейдем теперь к следующей задаче – определению длины линии. 

В школьном курсе давалось определение длины окружности как предела 

периметров правильных вписанных многоугольников при неограничен-

ном удвоении числа их сторон. 

Теперь мы обобщим это понятие на любые линии. Для этого выде-

лим из приведенного выше определения самое существенное: в линию 

(окружность) вписывается ломаная, берется длина этой ломаной, а затем 
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увеличивается число звеньев ломаной так, что длины всех звеньев стре-

мятся к нулю (удваиваются числа сторон). Из этого и будем исходить. 

Определение. Длиной   линии называется предел 

  ,длинаlim 121
0

 


BАААА n


                          (2.20) 

где  BAAAA n 121  – вписанная в L  ломаная, а   – длина наибольшего из 

звеньев этой ломаной (рис. 2.15).      

 

1. Вычисление длины дуги кривой, заданной в прямоугольной 

системе координат 
 

Покажем, что если линия L  есть график функции  xfy  , 

,bxa   имеющей непрерывную производную, то ее длина  

   
b

a

dxxf .1
2                                  (2.21) 

 
Впишем в линию L ломаную BAAAA n 121   (рис. 2.15). Ее вершины 

имеют координаты: 

  afaA ; ,   111 ; xfxA ,   222 ; xfxA , ,   111 ;  nnn xfxA ,   .; bfbB   

Подсчитаем длину этой ломаной по формуле 

       ,, 1111 xcaaxcfafxf  так длина первого звена равна 

      21
2

11 afxfxaAA         2
11

2
1 axcfax  

     .,1 111
2

1 xcaaxcf   

Аналогично устанавливается, что длина второго звена равна 

     22112
2

221 ,1 xcxxxcfAA   

Рис. 2.16 Рис. 2.15 
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и т. д. И наконец, длина последнего звена  

     .,1 11
2

1 bcxxbcfBA nnnnn    

Следовательно, в силу определения длины линии (формула (2.20)): 

               ,111lim 1
2

12
2

1
2

0



 nxbxfxxxfaxxf  а 

так как очевидно, что наибольшее звено   ломаной и длина   наибольше-

го из отрезков  11; xa ,  21;xx , ,  bxn ;1  (на которые разбился отрезок 

 ba; ) стремятся к нулю одновременно, то 

                


1
2

12
2

21
2

1
0

111lim nn xbcfxxcfaxcf 


 

   
b

a

dxxf 21 , 

т.к. в квадратных скобках стоит интегральная сумма для написанного ин-

теграла. 

Пример 1. Найдем длину линии xxy
3

2
 , 30  x . 

Решение. Так как 2

1
1

2

3

2

3

2

3

3

2

3

2
xxxy 




















, то по формуле (2.21) 

получаем линии: 

     
 






  



|

1
2

1

1
111

3

0

1
2

1
3

0

2

13

0

2 x
xdxdxx  

        .
3

14
18

3

2
0131

3

2
|1

3

2
2

3

2

33

0

2

3









 x  

Здесь воспользовались тем, что     .11 dxdxxxd 


  

Пример 2. Найти длину дуги кривой xxy ln
2

1

4

1 2   от 1x  до 

ex  . 

Решение. Воспользовались формулой (2.21). Найдем y : 

.
2

1

2

11

2

1
2

4

1
ln

2

1

4

1 122 xx
x

xxxy 
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Откуда 

  


























2

2

2

2

2

2

4

1

2

1

4

1
1

11
2

4

1
1

1

2

1
11

x
x

xx
xx

x
xy  

2

2

4

1

2

1

4

1

x
x  . 

Следовательно, 

    







 

ee

dx
x

xdxxy
11

2 1

2

1
1  dx

x
dx

x
dxx

eee

111

1

2

11

2

1

2

1
 

.
4

1

4

1

2

1

4

1

4

1
1ln

2

1
ln

2

1

4

1

4

1
|ln

2

1
|

22

1 222

11

2

 eeeex
x ee

 

Следовательно,  

     







  |

22

11

2

1

2

11

2

1
1

1

2

111

2
eeeeb

a

x
dx

x
dxxdx

x
xdxxy  

.
4

1

4

1

2

1

4

1

4

1

4

1
1ln

2

1
ln

2

1

4

1

4

1 2222  eeeee  

 

2. Вычисление длины дуги кривой, заданной 

параметрическими уравнениями 

 

Если кривая задана параметрическими уравнениями 

x = x(t), y = y(t), 21 ttt  , 

то длина дуги кривой вычисляется по формуле 

dt
dt

dy

dt

dx
l

t

t

 


















2

1

22

,                                 (2.22) 

где 21 и tt  – значения параметра, соответствующие концам дуги. 

Действительно, из формулы (2.21) следует   21 xf
dx

d



или  

   dxxfd
2

1  ,                                      (2.23) 

где  
dx

dy
xf  . Подставляя значение  xf   в формулу (2.23), получаем вы-

ражение для дифференциала дуги 22 dydxdl   или  
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dt
dt

dy

dt

dx
dl

22


















 .                                    (2.24) 

Проинтегрировав равенство (2.24) на отрезке , получим 

.
2

1

2

1

22

dt
dt

dy

dt

dx
dl

t

t

t

t

 
















  

По формуле Ньютона – Лейбница нахо-

дим    12

2

1

tltldl
t

t

 . 

Но   ,01 tl  и, обозначив   ltl 2 , полу-

чим формулу (2.22). 

Пример 3. Вычислить длину аст-

роиды 

taytaх 33 sin,cos  . 

Решение. Кривая симметрична от-

носительно обеих координатных осей 

(рис. 2.17), поэтому вычислим сначала 

длину ее четвертой части, расположенной в первом квадранте. Находим  

tta
dt

dy
tta

dt

dx
cossin3,sincos3 22   

Параметр t изменяется от t = 0 до t = 
π
/2. 

Следовательно, по формуле (2.22) имеем  

    cos  sin9sin cos9  
4

1 2

0

2422 42 dtttattal



     sin cossin cos9
2

0

2 22 22 dttttta



 


2

0

22

0

2

0

2

0

2 2

2

cos
3cos cos3 sin cos3 sin cos3



t
atdtadtttadttta  

aaa
2

3

2

1
03

2

0cos

2

2
cos

3
22



























, al 6 . 

 21 ; tt

 

                 y 

                a 

  

   -a          0                a     

                                        х 

 

              -a 

 

              Рис. 2.17 
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3. Вычисление длины дуги кривой, заданной в полярных  

координатах 
 

Если кривая задана уравнением в полярных координатах: 

    , , 

то, приняв ρ за параметр, найдем (рис. 2.18) 

     sin,cos  yx ; 














cossin,sincos 

d

d

d

dy

d

d

d

dx
; 

и формула (2.22) примет вид 

.cossinsincos

2

2

22














 







d
d

d
d

d

d

d

d
l  








 

















  

Окончательно имеем 











d
d

d
l  










2

2
.                                    (2.23) 

Пример 4. Найти длину дуги гиперболической спирали ρφ = 1 от 

точки А (2; 1/2) до точки В (1/2; 2) (рис. 2.19). 

 

Решение. Разрешаем уравнение спирали относительно ρ:  
1




 . При радиус-вектор спирали неограниченно уменьшается и 

витки спирали неограниченно приближаются к полюсу. Нас интересует 

                                                                                                          A 

x                                                B         

                                          φ                                                                                            φ=2 

 0                          

                                                                            φ=
1
/2      

                     Рис. 2.18                                             Рис. 2.19 
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длина дуги АВ спирали, соответствующая значениям полярного угла от 
1

2
   

до 2  . Из уравнения спирали    1 2

2

1
1

d

d


 

 

 
 

    , и искомая длина 

находится по формуле (2.23): 

22 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1l d d d  

     

     
          

     
   . 

Введем замену переменной 

2

1
1 z


  , 

тогда  

   
1 1

2 2 2 22 2
2 2 2

1 1 1
1 1 1 1

1
z ; z ; z ; d z dz

z
 

 

 


 
          

  
 

       

 














 




2

3
2

2

3
221

2

1
2

1

21
2

1
11

2

1

z

zdz
dzzzdzzz  

   11 22 


zz

zdz
. 

Новые пределы интегрирования находим из соотношения 

2

1
1 z


  , если 

2

1
  то 5z , если 2  то 

2

5
z . 

Таким образом,  

 
 





















  dz

z
dz

z

z

z

dzz

zz

zdz
zzl

2

5

5
2

2

5

5
2

22

5

5
2

2

22

2

5

5

2

1

1
1

1
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2

53
ln

2

5
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2

1

2
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15

15
ln

2

1

1
2

5

1
2

5
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1
5
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5

1

1
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2

1

1
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5
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2
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5

2

5

5
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2

5
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z
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Задания для решения в аудитории 

Найти длины дуг следующих кривых: 

1. yyy ln
2

1

4

1 2      от   1y   до  ey .

2. 










t,ey

t,ex

t

t

cos

sin
        

2
0


 t . 

3.  
 e ,    

2
0


  . 

4. xy cosln от  0x     до  
6


x . 

5. xy sinln , .
23


 x

6. 












,2

,
3
2

3

ty

t
t

x
.41  t

7. .sin5 r

8. 32 2  xy между точками пересечения с осью ОХ. 

Ответы 

1. 
4

12 


e
l . 2. 














 12 2



el . 3. 













 12 2



el . 

4.  3lnl . 5. .
2

3ln
6. l=24. 7. l= .5  8. l= ).32ln(32   

Индивидуальные задания 

1. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе

координат:

xy 5,0sinln2 . 

2. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе

координат:
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)
4

0(,cosln


 xxy . 

3. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат: 

)
16

15
0(,1arcsin 2  xxxy . 

4. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат: 

)
16

9
0(,11arccos 2  xxxy . 

5. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)
9

8
0(,arccos1 2  xxxy . 

6. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)1
4

1
(,arcsin2 2  xxxxy . 

7. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)
4

1
0(),1ln( 2  xxy . 

8. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат: 

)15ln8ln(,6  xey x . 

9. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)30(,
2

)1(







x
ee

y
xx

. 

10. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)21(,ln  xxy . 
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11. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)52(),1ln(10 2  xxy . 

12. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат:  

)
9

7
0(,arcsin1 2  xxxy . 

13. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат: 

)
24

(,sinln


 xxy . 

14. Вычислить длину кривой заданной уравнением в декартовой системе 

координат: 

)32(),1ln( 2  xxy . 

15. Вычислить длину кривой, заданной уравнением в декартовой системе 

координат: 

)
23

(,sinln


 xxy . 

16. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

153 ,ln  xxy . 

17. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

)21(,
2

ln

4

2

 x
хх

y . 

18. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

970 ,arcsin1 2  xxxy . 

19. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

60 ,cosln  xxy . 
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20. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

141 ,arcsin2 2  xxxxy . 

21. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

980 ,arccos1 2  xxxy . 

22. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

410 ,arccos 2  xxxxy . 

23. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

23 ,sinln1   xxy . 

24. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

23 ,sinln   xxy . 

25. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

  32 ,1ln 2  xxy . 

26. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

  410 ,1ln 2  xxy . 

27. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоуголь-

ной системе координат: 

  43 ,1ln1 2  xxy . 
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§ 5. Вычисление объема 
 

1. Вычисление объема тела по известным площадям его попереч-

ных сечений  

Пусть требуется вычислить объем V тела, заключенного между дву-

мя перпендикулярами к оси 0х плоскостями х = а и х = b (рис. 2.20).  

Предположим, что известна площадь любого сечения тела плоско-

стью, перпендикулярной к оси Ох. Эта площадь зависит от положения се-

кущей плоскости, т. е. является функцией от х. Обозначим ее через S(x) и 

допустим, что она непрерывна на отрезке [а; b]. Разобьем отрезок [а; b] на 

n частей точками 

а = х0 < х1 < х2 <... <хn-1 < хn = b 

и через точки деления проведем плоскости, перпендикулярные к оси Ох. 

Эти плоскости разобьют тело на n слоев. Обозначим через ∆Vi, (i =1,2, ..., 

n) объем слоя, заключенного между плоскостями x = xi-1 и  х =хi. Тогда ∆Vi 

приближенно равен объему цилиндра, высота которого равна ∆хi = хi – хi-1, 

а основание совпадает с поперечным сечением, образованным пересече-

нием тела какой-либо плоскостью х = ξi, где  хi-1≤ ξi ≤  хi, т. е. ∆Vi ≈ S (ξi) 

∆хi, а объем всего тела 

 


n

i
ii xSV

1

 . 

По определению принимаем  

   i
n

i
ii xxSV 


maxlim

10



, 

т. е. 

 
b

a

dxxSV .                                             (2.24) 

         y 

 

                      T 

 

    0          a            xi-1      ξi       xi                            b          x 

 

                                           Рис. 2.20 
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2. Вычисление объема тела вращения 
 

Пусть функция f(x), х [а; b], непрерывна на отрезке [а; b]. Требуется вы-

числить объем V тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры, 

ограниченной линиями y =f (х), у = 0. х = а, х = b (рис. 2.21). 

Так как любое поперечное сечение тела есть круг радиусом , то 

площадь сечения будет S(x) = πy
2
 = πf 

2
(x). Применив формулу (2.24), найдем 

 
b

a

b

a

dxxfdxyV 22  .                            (2.25) 

Пример 1. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг 

оси Ох фигуры, ограниченной линиями y
2
 = 4х, у = 0, х = 0, х = 4 

(рис. 2.22). 

Решение. Такое тело называется 

параболоидом вращения. Применив 

формулу (2.25), получим 

 320242
2

44 22

4

0

24

0


х

dxхV . 

Пример 2. Вычислить объем те-

ла, образованного вращением эллипса 

1
2

2

2

2


b

y

a

х
 вокруг оси Ох (рис. 2.23). 

Решение. Рассматриваемое тело называется эллипсоидом враще-

ния. Эллипс пересекает ось Ох в точках х = – а и х = а.  

y

 

                       y 

                           b 

 

-a                    0                       a   x 

 

                           -b 

                               Рис. 2.23 

  

 

           у                  y=f(x) 

 

 

      0         a             x               b       x 

 

 

                                  Рис. 2.21 

  y 

     y
2
=4x 

 

  0                     4             x 

Рис. 2.22 
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Из уравнения эллипса находим  

 22

2

2
2 xa

a

b
y   . 

Ввиду симметричности эллипса относительно оси Оу вычислим объ-

ем в пределах от 0 до а и полученный результат удвоим: 

   
a

dxxa
a

b
V

0

22

2

2

2  



a
aaaaa x

a

b
xbdxx

a

b
dxbdxx

a

b
dxa

a

b

0

3

2

2

0

2

0

2

2

2

0

2

0

2

2

2

0

2

2

2

3
222222 


2

32

2

323

2

2
2

0

3

2

2

0

2

3

22

3
22

3
22

a

ab

a

aba

a

b
ab

x

a

b
xb

a
a 

  

3

4

3

2 23
3

2

2 aba
a

a

b 














 . 

Пример 3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг 

оси Ох, фигуры, ограниченной линиями y = 2 и y =x
2 
+ 1 (рис. 2.24). 

Решение. Решая систему 









,1

;2

2xy

y
    









,1

;2

2x

y
   








,1

;2

x

y
 

находим точки пересечения данных линий: А (–1; 2) и B(1;2). Ввиду сим-

метричности вращающейся фигуры вычислим объем в пределах от 0 до 1 

и результат удвоим.  

                           

            A           y=2   B                                                     y 

                       C              y = x
2
 + 1                                  d 

              A1             B1                                                                  x=φ(y)   

           -1                   1              x                                      c 

 

                                                                                  0                         x 

                                                                                        

                     Рис. 2.24                                                      Рис.  2.25 
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Из рис. 2.24 видно, что искомый объем равен разности объемов тел, 

образованных при вращении вокруг оси Ох фигур A1ABB2 и A1ACBB1. Та-

ким образом, 

       dxxxdxdxxdxV
1

0

24
1

0

1

0

22
1

0

2 12281222   


1

0

1

0

3
1

0

51

0

1

0

1

0

2
1

0

4
1

0

2
3

4
5

282428 x
xx

xdxdxxdxxdx 





15

64

3

4

5

2
62

3

1
4

5

1
28

35

 . 

Аналогично доказывается, что объем тела, образованного вращени-

ем вокруг оси Оу фигуры, ограниченной линиями x = φ(y), х = 0, у = с, y = 

d (pиc. 2.25), вычисляется по формуле 

 
d

c

d

c

dyydyxV 22  .                                  (2.26) 

Пример 4. Вычислить объем тела, образованного вращением во-

круг оси Оу фигуры, ограниченной линиями y = x
2
 и у = х (рис. 2.26).  

Решение. Решая систему 









,

;2

xy

xy
   









,

;2

xy

xx
   









,

;02

xy

xx
   

















,0

;0

,1

;1

y

x

y

x
 

находим точки пересечения заданных линий: 0(0;0) и А(1;1). На рис. 2.26 

видно, что искомый объем 

равен разности объемов 

тел, образованных враще-

нием вокруг оси Оу криво-

линейной трапеции ОmАВ 

и треугольника ОАВ. Объ-

емы этих тел находим по 

формуле (2.26), причем в 

качестве подынтегральных 

функций следует взять со-

ответственно х
2
 = у и х

2 
= 

y
2
. Пределами интегриро-

вания являются ординаты 

точек О и A, т. е. с = 0 и d = l. Таким образом, 

                             y 

 

                             B 

                              1                          A 

                                 y = x         m      y = x
2
 

 

          -1              0                        1           x 

                             Рис. 2.26  
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6323

1

2

1

32

32
1

0

3
1

0

21

0

2
1

0


 

yy
dyyyydyV . 

 

Задания для решения в аудитории 

 

I. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигуры, ограни-

ченной линиями: 

1. ,0,0,4 2  xyxy  где 0x  вокруг  

а) оси Ох; б) оси Оу. 

2. 9;3,9  yyyx   и осью Оу вокруг оси Оу. 

3. yx 32   и биссектрисой I  координатного угла вокруг оси Ох. 

 

 

Ответы 

1. а) 
15

256 
V ( ед.

3
 ); б)  8V  ( ед.

3
 ). 2. 18V  ( ед.

3
 ).  

3. 
5

18 
V ( ед.

3
 ). 

 

Индивидуальные задания 

Найти объемы тел, образованных вращением вокруг оси Ox фигуры, 

ограниченной линиями: 

 

1. 1) 5,1,0,5  xxyxy ; 2) 0,1,32  yxxy .  

2. 1) 0,9 2  yxy ; 2) 0,0,0632  yxyx . 

3. 1) 0,2 2  yxxy ; 2) 4,2,2  xxxy . 

4. 1) 0,5,5  yxxy ; 2) 032,2  yxxy . 

5. 1) 0,1,0,  yxxey x
; 2) 0,92  yxy . 

6. 1) 2,1,0,ln  xxyxy ; 2) 0,4 2  yxxy . 

7. 1) 
22 ,8 xyxy  ; 2) 0,4,1,4  yxxxy . 

8. 1) 4,2 32  xxy ; 2) 1,0,0,  xyxey x
. 

9. 1) 0,3,22  yxxy ; 2) 1,0,32  xyxy . 

10. 1) 32,22  xxy ; 2) 0,8 2  yxxy . 
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11. 1) xyxy 3,92  ; 2) 5,1,1  xxxy . 

12. 1) 0,,0,sin  yxxxy  ; 2) 0,4,42  yxxy . 

13. 1) 2,2,0,12  xxyxy ; 2) 2,1,0,2  xxyxy . 

14. 1) 062,4  yxxy ; 2) yxxy 2,2 22  . 

15. 1) 0,3 2  yxxy ; 2) 3,1,0,1  xxyxy . 

16. 1) 1,0,0,2  xxyey x
; 2) 0,0,01535  xyyx . 

17. 1) 5,1,0,5  xxyxy ; 2) 0,1,32  yxxy . 

18. 1) 0,9 2  yxy ; 2) 0,0,0632  yxyx . 

19. 1) 0,2 2  yxxy ; 2) 4,2,2  xxxy . 

20. 1) 0,5,5  yxxy ; 2) 032,2  yxxy . 

21. 1) 0,1,0,  yxxey x
; 2) 0,92  yxy . 

22. 1) 2,1,0,ln  xxyxy ; 2) 0,4 2  yxxy . 

23. 1) 
22 ,8 xyxy  ; 2) 0,4,1,4  yxxxy . 

24. 1) 4,2 32  xxy ; 2) 1,0,0,  xyxey x
. 

25. 1) 0,3,22  yxxy ; 2) 1,0,32  xyxy . 

26. 1) 32,22  xxy ; 2) 0,8 2  yxxy . 

27. 1) xyxy 3,92  ; 2) 5,1,1  xxxy . 

28. 1) 0,,0,sin  yxxxy  ; 2)  0,4,42  yxxy . 

29. 1) 2,2,0,12  xxyxy ; 2) 2,1,0,2  xxyxy . 

30. 1) 062,4  yxxy ; 2) yxxy 2,2 22  . 

 

Контрольная работа по теме  

«Приложения определённого интеграла» 
 

Вариант 1 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

4,0,2  xxey x . 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


33

0
2

3

91

3arctg
. dx

x

x
, 2). 

1

23

21 dx-xх  . 
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3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  

 




0

4 1)(3e dxxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

y =  x
2
 и y  = 3 - 2x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 2 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

2,0,0,  xxyey x . 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 

41

0
2

3

4-1

2arcsin 
dx

x

x
, 2) 



3

3

10

5
3

2

1
dx

x

х
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




1
3

1
dx

х
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 1/(x
2
 + 1) и y  = x

2
/2. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 3 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

xyxy  ,2 . 
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2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 
63

0
2

2

9-1

3arccos
dx

x

x
, 2) 

2

0

cos sin



хdxе x
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 






0

2e dxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y
2
 = x + 1 и y

2
 = 9 - x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

Вариант 4 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

2
,8

2
22 x

yyx  . 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


21

0
2

3

41

2arcctg
dx

x

x
 , 2) 

1

21
4

2-1
dx

x

x
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




1
3

2 7)2(6
dx

x

xx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 4 - x
2
 и y = x

2
 - 2x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.1;0;02  yхyх  
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Вариант 5 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.16,6 22  yххy  

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 

82

0
2

3

16-1

4arccos
dx

x

x
 , 2)  

1

0

24 dxxx  

3.Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  




0
3

2 8)3(5
dx

x

xx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = (x + 1 )
2
 и y

2
  = x + 1. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 6 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.01,122  yххy  

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


21

63
32 2arctg)4(1 xx

dx
, 2) 

4

1

2ln
dx

x

x
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  

 




0

4 5)(3e dxxx
. 
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4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

y = (x - 2 )
3
 и y = 4x - 8. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

Вариант 7 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.1, 22  yххy  

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 

41

0
2

2

4-1

2arccos
dx

x

x
, 2) 

2

1
2

2+4
dx

x

x
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  






0

2e dxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

y = 2 x - x
2
 + 3 и y = x

2
 - 4x + 3. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.1;0;02  yхyх  

 

Вариант 8 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

 2
2

2
2

2
,1

4
y

x
y

x
. 
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2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


62

0
2

3

91

3arcsin
dx

x

x
, 2) 

2

4

4sin

cos




dx
x

x
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  






0

32 dxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 6/x и x + y - 7 = 0. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 9 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.1,, 2  хеyеy хх  

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


21

63
2

2

41

2arcctg
dx

x

x
,  2) 

3

0
32 )+(1 x

xdx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  

 




0

4 7)(9e dxxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

4y = x
2
 и y = 8 / (x

2
 + 4 ). 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.1;0;02  yхyх  
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Вариант 10 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.,0,0,sin 2  xxyхy  

2. Вычислить определенные интегралы: 

2. 
3

2
62 2arcsin)-(4 xx

dx
, 

2

1
4

1
dx

x

xx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 






0

2e dxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = x
2
 + 4x и y = x + 4. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.1;0;02  yхyх  

Вариант 11 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

2
,

2
,0,cos2 




 xxyxy . 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


1

0
3

2

21

6

x

dxx
, 2) 





0 cos3

sin

x

dxx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  

  


0

3 95e dxхx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y
2
 = x + 5 и y

2
 = -x + 4 . 

Сделать чертеж. 
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5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.4;0;4 3  yхxy  

Вариант 12 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.,3 xyхy   

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


32

0
21

arctg
dx

x

x
, 2) 

 




3

0
521 x

xdx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  






0
2 1х

хdx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = (x - 4 )
2
 и y  = 16 - x

2
 . 

 Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;4 3  yхxy  

 

Вариант 13 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.,1,0,ln exxyхy   

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


1

0
3

2

21

6

x

dxx
, 2) 

 


e

xx

dx

1
2ln1

. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  

 




0

2 ё)(3e dxxx
. 



128 
 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

4y = 8x - x
2
 и 4y = x + 6. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.4;0;4 3  yхxy  

 

Вариант 14 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

.4,2 22  yххy  

2. Вычислить определенные интегралы: 

1)  
2

0

5 sincos



dxxx , 2) 
 




3

1
52 1

128

x

dxx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  






0

2e dxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

2 = x
2
 y и y  = 3 - x

2
. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;4 3  yхxy  

 

Вариант 15 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

 .0,cos,sin  xxyхy  
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2. Вычислить определенные интегралы: 

1) dx
x

х




3

0
2

3

9

arctg
, 2) dxxx 

1

0

43 9 . 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  

 




0

5)(e dxxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями:  

y = 3x - x
2
 и y = - x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.9;0;81 3  yхxy  

 

Вариант 16 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций: 

0,
4

,0,tg  yxxxy


. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) dx
x

x




3

0
2

2

16

4
arctg

, 2) . 


2

2
32 )1(x

хdx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




1

3ln
dx

x
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 3 / (2 - x) и y = x
2
 + x + 1. 

Сделать чертеж. 
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5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.4;0;4 3  yхxy  

 

Вариант 17 
 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

y = 4 – x
2
, y = x

2 
– 2x. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 
2

0

sin



dxxx , 2) 


3

2
2 1x

хdx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




1
3x

dx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 4 / x
2
 и y  = 5 - x . 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;4 3  yхxy  

 

Вариант 18 
 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

.,1,0,
ln1

1 3exxy
xx

y 


  

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 
4

0
2cos



x

dxxtg
,  2) 



e

xx

dx

1 1ln
. 

 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость:  






0
29 x

dx
. 
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4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = x
2
 и y = 3 - 2 x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.4;0;4 3  yхxy  

 

Вариант 19 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

y = (x + 1)
2
, y

2 
= x + 1. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


2

0 sin2

cos


x

dxx
, 2) dx

e

e
x

x




1

01
. 

 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




2 ln xx

dx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

y = 1/(x
2
 + 1) и y  = x

2
/2. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;4 3  yхxy  

 

Вариант 20 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

y = arccos x, y = 0, x = 0. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 
 


e

xx

dx

1
2ln1

, 2)  
2

0

2sin



dxxx . 
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3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




e xx

dx
2ln

. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y
2
 = x + 1 и y

2
 =  9 - x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.1;
2

1
;81 3  yхxy  

 

Вариант 21 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

y = 2x – x
2 
+ 3, y = x

2 
– 4х + 3. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1. dx
x

x




8
2

0
2

3

161

4arccos
, 2. 



4

3
2 9x

хdx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 






0

dxe x
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

y = 4 - x
2
 и y = x

2
 - 2x. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х 

фигуры, ограниченной линиями: 

.0;0;4 2  yхxy  

 

Вариант 22 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

x = arccosy, x= 0, y = 0. 
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2. Вычислить определенные интегралы: 

1)  






25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
, 2.) 



2

2

2

2

sin





dxxx
. 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




0

arctgxdx . 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = (x + 1 )
2
 и y

2
 = x + 1. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 23 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций 

x = 4 – y
2
, x = y

2 
– 2y. 

 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


0

2

1 416 x

dxx
, 2) 



0

sincos dxxx . 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 

 




1
2

12

x

dxx
. 

4.Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями 

y = (x - 2 )
3
 и y = 4x - 8. 

Сделать чертеж. 
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5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;0;9 2  yхxy  

 

Вариант 24 
 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

y = (x – 1)
2
, y

2
 = x – 1. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 
 


4

6

2cos

51


 x

dxxtg
, 2) 

3ln

2ln

2

dxex x . 

3.Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 




1
2x

dx
. 

4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 2x - x
2
 + 3 и y = x

2
 - 4x + 3. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

Вариант 25 
 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

x = 4-(y – 1)
2
, x = y

2
– 4y + 3. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 


2/1

6
3

2

2

41

2arcctg
dx

x

x
, 2) 



5

0
32 )4( x

хdx
. 

3 Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 

 

 

1
3

2 12

x

dxx
. 



135 
 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 6/x и x = 7 - y. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 26 
 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций 

24 yx  , x = 0, y = 0, y = 1. 

2. Вычислить определенные интегралы: 

1) 

41

0
2

3

4-1

2arcsin 
dx

x

x
, 2) 

3ln

2ln

2

dxex x . 

3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 

 

 

1
3

2 12

x

dxx
. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 1/ (x
2
 + 1) и y = x

2
/2. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.0;1;02  yхyх  

 

Вариант 27 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций: 

2

1

2

x

e
y

x

 , y = 0, x = 2, x = 1. 

2. Вычислить определенные интегралы: 




21

0
2

3

41

2arcctg
)1 dx

x

x
, 2) 

 


2ln

0 213 x

x

e

dxe
. 
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3. Найти несобственный интеграл или установить его расходимость: 

3

0

(2 7)xe x dx


  . 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, которые заданы 

уравнениями  

y = 4 - x
2
 и y = x

2
 - 2. 

Сделать чертеж. 

5. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х фигу-

ры, ограниченной линиями: 

.1;0;02  yхyх  

 

§ 6. Решение определённых интегралов в среде MAPL 

 

Пример 1. Вычислить определённые интегралы в среде MAPL. 

Решение. Слева записаны команды, а справа показаны результаты 

выполнения команд: 

 

 
Рис. 2.27.  Пример решения определенных интегралов 
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Пример 2. Вычислить площадь фигур в среде MAPL, ограниченные 

графиками функций 

  64
2
 xy  и 216 хy  . 

Решение. Строим графики функций. Затем для нахождения точек 

пересечения парабол решим систему уравнений 

Приравнивая левые части, получим 

 22 416 xx    или .3;1 21  xx  

Тогда по формуле (2.8) искомая площадь S будет равна 

     
3

8
6416

3

1

22  


dxxxS . 

Для нахождения точек пересечения в среде MAPL приравняем 

функции и найдем корни уравнения. Затем построим график. 

 
 

Рис. 2.28. Пример построения графиков функций 
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Найдем подынтегральную функцию. Из верхней вычтем нижнюю и 

проинтегрируем полученное выражение. Подставим пределы интегриро-

вания. И из верхнего значения вычтем нижнее значение. 

 

 
 

Рис. 2.29.  Пример решения определенных интегралов 

 

Площадь, вычисленная в среде MAPL, совпадает с аналитическим 

решением. 

 

§7. Приближенное вычисление определенных интегралов 

 

Пусть на отрезке  ba,  задана непрерывная функция )(xf . Требуется 

вычислить определенный интеграл 


b

a

dxxfI )( . 

Но не для всех непрерывных функций можно определить первооб-

разную через элементарные функции. В большинстве случаев вычисление 

определённого интеграла по формуле Ньютона–Лейбница затруднитель-
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но. Тогда решать эту задачу приходится приближенно, используя числен-

ные методы, которые основаны на замене подынтегральной функции )(xf

интерполяционным многочленом.  

Для достижения необходимой точности вычислений интервал интег-

рирования  ba,  делится на более мелкие части    nkxx kk ,,1,0, 1   и на 

каждом из этих участков производится соответствующая замена. Тогда 

весь интеграл 
b

a

dxxf )(  представляется в виде линейной комбинации не-

скольких значений :)(xf  

 
b

a
nn xfcxfcxfcdxxf .)()()()( 110   

При фиксированном n  

  


b

a

n

k
nkk xRxfcdxxf

0

)()()(  

или 

 


b

a

n

k
kk xfcdxxf

0

)()(                                        (2.27) 

Формулы вида (2.27) называются квадратурными. Выражение вида 





n

k
kkn xfcIxR

0

)()(  

называется остаточным членом. 

Значения kx  называются узлами или сеткой, n – число разбиений ин-

тервала интегрирования. Если  ba,  делится на равные части, то величина 

n

ab
h


  называется шагом сетки. Тогда приближенное значение инте-

грала будет зависеть от h, поэтому будем обозначать его I(h).  

1. Рассмотрим формулу прямоугольников. Пусть функция )(xf  на 

участке  1, kk xx  заменяется многочленом нулевой степени, т. е. посто-

янной для всех  1,  kk xxх  величиной 








  

2

1kk xx
f . 

Тогда 

 hIk     






 







1

.
2

)( 1
1

k

k

x

x
kkk

kk hcfxx
xx

fdxxf  
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Геометрически это означает замену графика  

)(xfy   на  участке  1, kk xx  прямой  k
kk сf

xx
fy 







 
 

2

1 . 

Интеграл как площадь криволинейной трапеции будет приближенно 

равен площади прямоугольника на этом участке. Тогда интеграл на всем 

интервале  ba,  равен сумме этих прямоугольников.  

 
     )(xf                                                                          )(xfу   

 

 

 

 

                 

 

 

 

                    

                                                              

                  1c     2c               ic                              nc  

 0       ax 0    1x     2x      1ix    ix         1nx               nxв                       x  

                                      
                                            Рис. 2.30 

 

Получим формулу прямоугольников: 

 


b

a

n

k
kсfhdxxfhI

1

)()()( ,                      (2.28) 

Остаточный член которой равен 

 


fab
h

hR
ba




max)(
24

)(
2

. 

2. Рассмотрим формулу трапеций. Для этого на каждом из участ-

ков разбиения   )(, 1 xfxx kk   заменяется многочленом первой степени, т.е. 

кривая )(xfy   заменяется секущей. Тогда интеграл берется приближен-

но равным площади трапеции с основаниями )(и)( 1kxfxf  и высо-

той  kk xx 1 , т.е.  
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1

.
22

)( 1
1

1
k

k

x

x

kk
kk

kk h
xfxf

xx
xfxf

dxxf

Для получения интеграла на всем интервале  ba,  рассмотрим сумму

этих трапеций. Таким образом формула трапеций имеет вид 

       







 

b

a
nnxfxfxfhdxxf f x ,

2

1

2

1
)( 110    (2.29) 

остаточный член которой равен 

 


fab
h

hR
Ba

n



max)(

12
)(

2

.   (2.30) 

3. Формула парабол (формула Симпсона). Если интервал интегри-

рования делится на четное число участков и на каждой паре участков с уз-

лами 11 ,,  kkk xxx функция )(xf  заменяется многочленом второй степени 

СВхАх 2 коэффициенты которого однозначно определяются из усло-

вия, что парабола проходит через три заданные точки, т.е. кривая на этом 

участке заменяется квадратичной параболой.  

Рис. 2.31 

Аналогичные параболы строим и для других пар отрезков. Сумма 

площадей параболических трапеций и даст приближенное значение инте-

грала.  

Вычислим сначала площадь одной параболической трапеции для 

участка с узлами 11 ,,  kkk xxx  . Для простоты вычислений 11 ,,  kkk xxx  

обозначим через hxxhx kkk   11 ,0, . Тогда коэффициенты параболы 

СВхАху  2  на участке hh ,0,  определяются из системы: 
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.

,0

,

2
1

2
1

hxприCBhAhy

хприCy

hxприCBhAhу

k

k

k

                           (2.31) 

Считая коэффициенты А, В, С известными, определим площадь па-

раболической трапеции с помощью определённого интеграла: 

   CAh
h

Сx
ВхАх

dxСВхАхS

h

h

h

h

62
323

2
23

2 











 

 

. 

Сложив уравнения системы (2.31) получим 

CAhyyy kkk 624 2
1  . 

Следовательно, 

 kkk yyy
h

S   4
3

1 .                                   (2.32) 

Пользуясь формулой (2.32), можно написать следующие прибли-

женные равенства: 

   210 4
3

2

0

yyy
h

dxxf

х

ха




, 

   432 4
3

4

2

yyy
h

dxxf

х

х

 , 

……………………………………………….. 

   mmm

bх

х

yyy
h

dxxf
m

m

21222 4
3

2

22

 






. 

Складывая левые и правые части, получим слева искомый интеграл, 

справа его приближённое значение: 

)],()(4)(2

)(2)(4)([
3

)(

12

210

nnn

b

a

xfxfxf

xfxfxf
h

dxxf



 




(2.33) 

где  

           bfxfyxfyxfyxfyxfу nmkkkk   2111100 ,...,,,...,, . 
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Это и есть формула метода Симпсона. 

Остаточный член которой равен 

)(max)(
180

)(
4




IV

ba
n fab

h
hR


 .                         (2.34) 

Рассмотрим различные способы приближенного решения и сравним 

с точным аналитическим решением. 

Пример. Вычислить приближенно  

6931472,02ln

2

1

 х

dx
. 

Решение. Разделим отрезок  2;1  на 10 равных частей, полагая

1,0
10

12



h . Составим таблицу значений подынтегральной функции: 

                                                                                                                       Таблица 2.1 
 

хi 
yi=

х

1
 

2

1
 ii

i
xx

c  yi=
ic

1
 

x0=1 y0=1,00000 c1=1,05 y1=0,95238 

х1=1,1 y1=0,90909 c2=1,15 y2=0,86956 

х2=1,2 y2=0,83333 c3=1,25 y3=0,80000 

х3=1,3 y3=0,76923 c4=1,35 y4=0,90909 

х4=1,4 y4=0,71429 c5=1,45 y5=0,74074 

х5=1,5 y5=0,66667 c6=1,55 y6=0,64516 

х6=1,6 y6=0,62500 c7=1,65 y7=0,60606 

х7=1,7 y7=0,58824 c8=1,75 y8=0,57142 

х8=1,8 y8=0,55556 c9=1,85 y9=0,54054 

x9=1,9 y9=0,52632 c10=1,95 y10=0,51282 

x10=2,0 y10=0,50000   

 

1. По формуле прямоугольников получим 

 

.714777,014777,71,0

1,0 10987654321

2

1



 yyyyyyyyyy
х

dx

 

2. По формуле трапеций (2.29) имеем 

.69377,09377,61,0

22
1,0 10

987654321
0

2

1













y
yyyyyyyyу

y

х

dx
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3. По формуле Симпсона (2.33) имеем 

 

.69315,0

424242424
3

1,0
109876543210

2

1



 yyyyyyyyyуy
х

dx

 

Таким образом, разбивая отрезок  2;1  на 10 равных частей по фор-

муле Симпсона, мы получаем пять верных знаков; по формуле трапеций – 

лишь три верных знака; по формуле прямоугольников мы можем ручаться 

только за первый знак. 

Повысить точность расчетов можно увеличивая число точек деле-

ния. Для того чтобы знать сколько точек деления взять для достижения 

определённой точности, необходимо воспользоваться формулами оценки 

погрешности. 

 

§ 8. Оценка погрешности и точность вычисления 

 

Погрешность приближенного вычисления интегралов состоит из ос-

таточного члена квадратурной формулы и различных погрешностей ок-

ругления. 

На практике для оценки остаточного члена вычисляют два значения 

интеграла )2(и)( hIhI  при разбиении интервала интегрирования на n 

частей и применяют правило Рунге: 

– для формул прямоугольников и трапеций, 

3

)2()(
)(

hIhI
hR


  ,                                       (2.35) 

– для формулы Симпсона 

15

)2()(
)(

hIhI
hR


  .                                       (2.36) 

Здесь )(hR  – остаточный член (погрешность) более точного значения 

интеграла )(hI . 

Чтобы погасить погрешность округления, промежуточные вычисле-

ния проводят с одним запасным знаком. 

При одном и том же числе разбиений наибольшую точность дает ме-

тод Симпсона. 

Пусть   ‒ заданная точность вычислений, тогда выбирают n таким, 

чтобы 

h  ‒ для формул прямоугольников и трапеций, 
4 h  ‒ для формулы Симпсона.                                          (2.37) 
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Причём для формул Симпсона 2/n  должно быть обязательно целым, 

т. е. 16,12,8n  и т. п. 

Пример. Вычислить интеграл 
5,2

5,0

)ln( dxx  с точностью 410  мето-

дом Симпсона. 

Решение. Вычисление интеграла проводить по следующему алго-

ритму. 

1. Выбрать шаг интегрирования. Здесь можно взять n = 16 и h = 0,125. 

2. Определить узлы сетки: 

).1,,1,0(,, 10   nkhxxbxax kkn   

3. Для каждого ),,1,0( nkxk   вычислить значение подынтегральной 

функции и записать в один из трех столбцов бланка расчета в зависимости 

от номера k (табл. 1). 

4. Вычислить значение интеграла )(hI  по формуле (2.34). 

Для оценки погрешности вычислить .)2( hI  

Заметим, что для этого нужно использовать значение функции толь-

ко в четных узлах. 

5. Определить значение  .
15

)2()(
)(

hIhI
hR


  

6. Если )(hR , то записать в качестве ответа ).(hI   

В противном случае следует повысить точность вычислений одним 

из двух способов: 

1. Правило Рунге: если известны два значения интеграла )(hI  и )2( hI

, то очень хорошую точность можно получить, если к )(hI  прибавить ве-

личину погрешности, найденную по формуле Рунге: 

– для методов прямоугольников и трапеций 






d

a

hIhI
hIdxxf

3

)2()(
)()( ,                                 (2.38) 

– для метода Симпсона 






b

a

hIhI
hIdxxf

15

)2()(
)()( .                                 (2.39) 

2. Способ двойного пересчета: увеличим число разбиений n вдвое по 

сравнению с тем, при котором вычисляли )(hI , и найдем новое значение 
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интеграла )2/(hI , если потребуется, то будем уменьшать шаг сетки до тех 

пор, пока не будут выполняться неравенства 

,)(или)2()(   hRhIhI  

где    ‒ заданная точность. 
                                                                                               Таблица 2.2 

 







5,2

5,0

410;125,0
16

5,05,2
;)()(ln hhIdxx  

   













 

 1,...,3,12,,4,2
0 42)()(

3
)(

nk
k

nk
kn xfxfxfxf

h
hI



 

Номера 

узлов k 

 

Узлы 

kx  

 

   kk xxf ln  

k=0; k=16 k - четные k -  нечетные 

0 0,5 0)- 0,69315   

1 0,625   - 0,47000 

2 0,750  1) – 0,28768  

3 0,875   - 0,13353 

4 1,000  2) 0,00000  

5 1,125   0,11778 

6 1,250  3) 0,22315  

7 1,375   0,31845 

8 1,500  4) 0,40546  

9 1,625   0,48551 

10 1,750  5) 0,55962  

11 1,875   0,62861 

12 2,000  6) 0,69315  

13 2,125   0,75377 

14 2,250  7) 0,81093  

15 2,375   0,86500 

16 2,500 8) 0,91629   

Суммы n=16 

               n=8 

0,22314 2,40463 2,56559 

0,22314   

Интегралы 63704,0)2(63728,0)(  hIhI  

Погрешность 000016,0)( hR  

Ответ 

 

5,2

5,0

6373,0)(ln dxx  
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Задания для решения в аудитории 

 

1. Вычислить приближенно, пользуясь формулой Симпсона при n=10 

 
1

0

31 dxх . 

2. Вычислить приближенно, пользуясь формулой Симпсона при n=6 


5

2 )(ln x

dx
. 

3. Вычислить приближенно 
10

0

1
10ln dx

х
. 

Ответы 

1. ≈0,84. 2. ≈2,59. 3. ≈2,31. 

 

Индивидуальные задания 

 

Вычислить интеграл 
b

a

dxxf )(  с точностью   методом Симпсона. 

                                                                                                                       Таблица 2.3 

№ п/п f(x) a b   

1 2 3 4 5 

1. xx 3coscos3   0 1,6 10
-4 

2. xx 4,0sinsin 4,0   0 1,6 10
-4

 

3. xx 5,0cossin   0 1,6 10
-4

 

4.  xx cos7,01/3cos   0 1,6 10
-4

 

5.  2cos3sin5,01 xx   0 1,6 10
-4

 

6.  x2sin49,011   0 1,6 10
-4

 

7.     exexx 2cos1sin   0 3 10
-3 

8.  xcos3,09xsin 2   0 3 10
-3 

9.   ex  sin6101  0 1,6 10
-4 

10.   xx  sin451  0 1,6 10
-4

 

11.  xcos1213sin 2   0 3 10
-3 

12.  36,0ln 24  xxx  
1,25 2,45 410

 

13.   22 225,0ln xxx   
0,5 1,7 410

 

     



148 
 

Продолжение табл. 2.3 

1 2 3 4 5 

14. 

2

1
sinln

x
x   

0,32 1,52 410
 

15.  

3

1
lncos

x
x   

1,16 2,72 410
 

16.  21 xex x   0,3 1,1 410
 

17.  24,0 4,01 xex x   0,3 1,5 410
 

18.  xe 3,173,028,31   0,3 1,5 410
 

19. 

73,2
arctg

1
4

x

x
   

1,7 2,5 410
 

20. 

2

2
44,1

2,1
cosarc

x

x









 

0,2 1,0 410
 

21. 229 xx  
1,7 2,9 410

 

22. xx 3,193,07,01,1   0,7 1,9 410
 

23.  323 5,2 xx   
1,3 2,9 410

 

24 .  525 36,0 xx   
0,05 1,65 410

 

25.   3,13,1ln xx  0,1 1,7 410
 

26.   3,13,1ln xx  01 1,7 410
 

27.  xx 7,0ln2,0   2/3 3/5 410
 

28.   32 21,1ln xxx   
2,3 3,5 410

 

29.   22 25,2ln xxx   
2,3 3,1 410

 

30. 

9
arcsin

1
2

x

x
 

1,5 3,1 410
 

31.  

7,1
arcsin

1
3

x

x
 

0,3 1,5 410
 

32. 
xx 2sin64,01cos   

1,35 2,95 410
 

33.   xxx cos1cossin   0,45 1.25 410
 

34.  xx 22 sin4cos91   0 1,6 410
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Окончание таб.2.3 

1 2 3 4 5 

35.  xx 22 sin4cos91   0 1,6 410
 

36.   xxx sin1sincos   0,45 1,65 410
 

37.   xxx cos1sincos   0,25 1,45 410
 

38.   xx 2lg   1,2 2 410
 

39..  1tg 22 xx  0,2 1 410
 

40.    22 215,0tg xx   0,18 0,98 410
 

41.  2cos1 xx   0,2 1,8 410
 

42.    12lg 2  xx  1,4 2,2 410
 

43.    5,0sin12  xx  0,8 1,6 410
 

44. xx cos2
 0,6 1,4 410

 

45.    xx 23lg 2   1,2 2 410
 

46.    18,0lg 2  xx  2,5 3,3 410
 

47.    1tg 2 xx  0,5 1,2 410
 

48.   xx 21sin 2   1,3 2,1 410
 

49.    2cos1 xx   0,2 1,0 410
 

50.    24,0sin 2  xx  0,8 1,2                          
410
 

51.  3lg1  xx  0,15 0,63     
410
 

52.    121lg 2  xx  1,2 2,8     
410
 

53.   xtgx 21  0,6 0,72     
410
 

54.  1cos 2 xx  0,8 1,2     
410
 

 

Вопросы и задания для самопроверки 

 

1. Определенный интеграл. Понятие. Доказать формулу для вычис-

ления площади криволинейной трапеции.  

2.Определенный интеграл с переменным верхним пределом. (Дока-

зать теорему о совпадении этого интеграла с одной из первообразных.) 

3.Основные свойства определенного интеграла. (Доказать одно из 

свойств.) 

4.Вычисление длины дуги кривой. 

5. Доказать формулу для вычисления объема тела вращения.  

6. Вычисление площади поверхности тела вращения. 
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7. Применение определенного интеграла к решению задач физики и 

механики. 

8. Несобственные интегралы по неограниченной области интегриро-

вания. 

9. Какой метод позволяет вычислить определенный интеграл точнее 

(с большей точностью при одинаковом шаге h): метод прямоугольников 

или метод Симпсона? 

10. Как увеличить точность приближенного вычисления определен-

ного интеграла? 

11. Геометрическая интерпретация метода Симпсона, трапеций, 

прямоугольников при шаге h и 2h. 
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Глава 3. ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ К СОСТАВЛЕНИЮ 

ПРОСТЕЙШИХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
 

Роль математического моделирования с точки зрения теории позна-

ния трудно переоценить, т. к., являясь полуэкспериментальным, полутео-

ретическим, этот метод придаёт наибольшую динамичность современным 

теоретическим представлениям науки. Математическое моделирование ‒ 

это путь к разработке научных теорий и условие их приложений к новым 

областям исследований. Динамичность математического моделирования 

можно проследить не только на моделировании объектов современной 

физики и техники, но и на математических моделях современного естест-

вознания (например, процессов эволюции). Очень интересны в этом плане 

динамические модели экономики, результаты анализа которых имеют не 

только непосредственный практический выход, но и представляют само-

стоятельный интерес, позволяют получить на модельном уровне новые 

знания о существенных сторонах экономической динамики. 

Под моделью понимается такая мысленно представимая или матери-

ально реализованная система, которая, отражая и воспроизводя объект ис-

следования, способна заменить его так, что ее изучение даёт нам новую 

информацию об этом объекте. 

Модель, построенная на принципах математической теории и реали-

зуемая с помощью математических средств, называется математической 

моделью. 

Формирование, или построение математической модели, ‒ процесс, 

требующий глубокого знания описываемого явления и одновременно сво-

бодного владения математическим аппаратом. В связи с этим построение 

математической модели нельзя полностью переложить на математиков, т. к. 

в этом случае возникает опасность отрыва от предмета исследования. Успех 

исследования зависит от того, насколько математик обладает знаниями об 

объекте, а инженер ‒ определенной математической культурой, опытом 

применения математических методов исследования в своей области. 

В литературе, посвященной разработке теоретических основ матема-

тического моделирования, чаще всего выделяют следующие этапы: 

1. Выбор метатеории. Это выбор типа математических объектов 

(дискретные или непрерывные, скалярные или векторные) и математиче-

ского аппарата (линейная алгебра, математический анализ, дифференци-

альные уравнения и т.д.) При определенном навыке решения задач при-

кладного характера у математика этот этап затруднений не вызывает. 



152 
 

2. Кодирование модели. Это сопоставление реальной системы Q её 

частей признаков, преобразований с выбранными математическими объ-

ектами, т.е. приписывание соответствующих символов. На этом этапе чет-

ко определяют величины внутренние (фазовые) и величины внешние, ко-

торые делятся на управляющие и величины, являющиеся возмущениями. 

При этом фиксируются область изменения величины, их размерность, 

единицы измерения. 

3. Формулировка ограничений. На этом этапе происходит сопостав-

ление явлений и процессов, протекающих в реальной системе с совокуп-

ностями математических операций над объектами метатеории. Этот этап 

сводится фактически к записи уравнений, моделирующих процессы, про-

исходящие в системе Q. При этом необходимо иметь полный и точно оп-

ределенный перечень допущений, на которых строится модель. Следует 

учитывать лишь доминирующие допущения, т.к. если система становится 

сложной, то теория практически сводится к поиску путей упрощения этих 

систем. 

4. Работа модели. Над символами, кодирующими в системе призна-

ки модели Q, производятся преобразования в пределах сформулирован-

ных допущений. Однозначно трактуемые соотношения между характери-

стиками системы позволяют выводить из них формальные следствия, 

свойства, предсказывать развитие системы. Преобразования при этом мо-

жет производить исследователь или ЭВМ в программах Mathematica, 

MATLAB, Maple. 

Модель процесса считают замкнутой, если величины, которые фигу-

рируют в ней, разбиты на внутренние и внешние таким образом, что зада-

ние начального состояния процесса и всех его внешних величин на неко-

тором отрезке времени позволяет из соотношений модели вычислить все 

внутренние величины на этом отрезке. Понятия внутренние и внешние ве-

личины, а также «замкнутая модель» не носят строгого характера. Прак-

тический смысл имеют такие модели, в которых процесс определения 

внешних величин требует минимальных затрат времени.  

Определенный интеграл широко применяется в физических и техни-

ческих задачах при составлении математических моделей тех или иных 

процессов. Автор данного учебного пособия остановится лишь на той час-

ти, которая затрагивает применение определённого интеграла при реше-

нии таких задач.  

Определенный интеграл находит применение в случае, если необхо-

димо вычислить предел суммы произведении. В связи с этим необходимо 

привести основной принцип, характерный для большинства задач. Пусть 

требуется определить некоторую постоянную величину В, связанную с 
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промежутком изменения независимой переменной х и распределенную в 

этом промежутке так, что каждому частичному промежутку (α, β), содер-

жащемуся в интервале [а, b], отвечает некоторая часть величины В (обо-

значим ее через 
B ). Разложение всего интервала на частичные проме-

жутки влечет за собой разложение на соответствующие части величины В. 

При этом справедливо свойство аддитивности: если частичный промежу-

ток (α, β) разделить на два частичных промежутка (α, γ) и (γ, β), то имеет 

место равенство 








 BBB  . 

Задача заключается в нахождении значения В, отвечающего всему 

промежутку [а, b], т. е. b
aB . Если величина В равномерно распределена на 

отрезке [а, b], т. е. единице длины отрезка [а, b] соответствует постоянная 

величина q (плотность распределения), то величину В легко найти: 

 abqBB b
a  . 

При неравномерном распределении величины В промежуток      [а, b] 

приходится дробить на такие малые частичные промежутки, чтобы было 

можно считать величину В равномерно распределенной на каждом час-

тичном промежутке  xxx , с плотностью qх. В этом случае 

хqB х
хх

х   . 

Пользуясь свойством аддитивности, имеем 

  хqBВB х
хх

х
b
a  . 

Погрешность будет тем меньше, чем меньше Δх. Устремляя длину 

каждого частичного промежутка к нулю и получая предельным переходом 

определенный интеграл, делаем погрешность равной нулю. Схема приме-

нения определенного интеграла сводится к следующему: 

1) разбиваем искомую величину на бесконечно малые части и 

выбираем независимую переменную х; 

2) отбрасывая бесконечно малые высшего порядка, заменяем каж-

дую из бесконечно малых частей искомой величины эквивалентным эле-

ментом вида   хxf   (элементарной частью искомой величины); 

3) независимая переменная изменяется на протяжении всех элемен-

тов в пределах от а до b и поэтому искомая величина равна 

   


b

ax
dxxfxf

0
lim


. 
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§1. Физико-техническое применение определённого интеграла  

 

1. Применение определённого интеграла  

к вычислению работы 
 

Из элементарной механики из-

вестно, что если сила, приложенная к 

движущейся точке М, сохраняет посто-

янную величину и постоянный угол с 

направлением перемещения точки, то 

работа А этой силы на перемещении s 

точки выразится произведением  

Fcos (F, s)∙s, 

где (F, s) обозначает угол между на-

правлениями силы и перемещения точ-

ки. Произведение  

Fs=Fcos(F, s), 

очевидно, представляет собой проекцию силы F на перемещение s; вводя эту 

проекцию, можно выражение для работы представить в виде  

А = Fs∙s. 

Если направление силы совпадает с направлением перемещения точки, то  

А = F∙s, 

в случае же, когда оба направления прямо противоположны, 

А = - F∙s. 

Вообще говоря, и величина силы F и её угол (F, s) с направлением 

перемещения могут не оставаться постоянными. При непрерывном изме-

нении хоть одной из этих величин для выражения величины работы при-

ходится прибегнуть снова к определенному интегралу. 

Пусть путь s, проходимый точкой, будет независимой переменной: 

при этом предположим, что начальному положению А нашей точки М со-

ответствует значение, а конечному В – значение s = S (рис. 3.1). Каждому 

значению s в промежутке (s0, S) отвечает определенное положение дви-

жущейся точки, а также определенные значения величин F и cos(F, s), ко-

торые, таким образом, можно рассматривать как функции от s. Взяв точку 

M в каком-нибудь ее положении, определяемом значением s пути, найдем 

Рис. 3.1 
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теперь приближённое выражение для элемента работы, соответствующего 

приращению ds пути, от s до s+ds, при котором точка М перейдет в близ-

кое положение М′ (см. рис. 3.1). В положении M на точку действует опре-

деленная сила F под определенным углом (F, s); так как изменение этих 

величин при переходе точки из М в M′ - при малом ds - также мало, пре-

небрежем этим изменением и, считая величину силы F и угол (F, s) при-

ближенно постоянными, найдем для элемента работы на перемещении ds 

выражение 

 dssFFdA ,cos , 

так что вся работа А представится интегралом 

 
S

S

dssFFA
0

,cos .                                       (3.1) 

Из этого общего выражения для работы силы F ясно, что при 

 
2

,


sF  работа обращается в нуль; действительно, при этом               cos 

(F, s)=0, так что подынтегральная функция оказывается нулем. Таким об-

разом, сила, перпендикулярная к направлению перемещения, механиче-

ской работы не производит. Если направление силы совпадает с направ-

лением перемещения, то cos (F, s)=1 и формула (3.1) примет вид 


S

S

FdsA
0

.                                              (3.2) 

Пример 1. Материальная точка М движется по координатной пря-

мой под действием силы, величина которой меняется прямо пропорцио-

нально расстоянию точки до начала координат О. Известно, что направле-

ние силы совпадает с направлением оси и что она равнялась  1 Н, когда 

расстояние МО было 3 м. Вычислить работу этой силы по переносу точки 

на расстояние 15 м от начала координат. 

Решение. Из условия задачи следует, что сила F(x), действующая на 

точку, меняется по закону F(x) = kx, где коэффициент пропорционально-

сти k определяется из уравнения  

xk 38,9 . 

Откуда  

04,0

38,9 
k  

  xxF
04,0

38,9 
 . 
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Таким образом, F(х)=x/3 и работа силы на пройдённом пути, согласно 

формуле (3.2), равна 

Дж5,37
6

15

63

2
15

0

215

0


х

ds
х

A . 

Пример 2. Вычислить работу, которую нужно совершить, чтобы вы-

качать воду из цилиндрического ре-

зервуара, высота которого h = 140 м, 

а радиус основания r = 3 м. 

Решение. Работа, необходимая 

для поднятия тела, сила тяжести ко-

торого Р, на высоту h, определяется 

по формуле A = Ph. Слои воды в ре-

зервуаре находятся на разной глуби-

не, поэтому высота поднятия для раз-

ных слоев различна.  

Если выделить из всей массы 

воды бесконечно тонкий слой, то 

можно считать, что вода этого слоя 

находится на одной глубине. Обозна-

чим глубину слоя через х, а толщину ‒ через dx (рис. 3.2). Площадь осно-

вания слоя  

S = πr
2
 (м

2
). 

Следовательно, объем такого бесконечно тонкого слоя равен  

πr
2
 dx (м

3
), 

сила тяжести его  

Р = 9806,65 πr
2
 dx (Н), 

где 9806,65 Н/м
3 

‒ удельный вес воды. Работа, необходимая для поднятия 

тела на высоту х, равна  

x∙9806,65 πr
2
 dx (Дж). 

Работа, затрачиваемая на выкачивание всей воды из резервуара, оп-

ределяется суммой бесконечно большого числа таких выражений, причем 

глубина слоя меняется от х = 0 до x = h. Итак, окончательно имеем 

.МДж3,46Дж1,1894643

2

25914,365,9086

2
65,908665,9086

0

2
2

0

2








h
h х

rхdхrA 
 

Рис. 3.2 
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Пример 3. Вычислить работу, ко-

торую необходимо затратить, чтобы вы-

качать воду из полусферы, радиус кото-

рой r = 0,6 м (рис. 3.3). 

Решение. Разбиваем объем полу-

сферы плоскостями, параллельными ос-

нованию, на элементарные объемы вы-

сотой iy . Элементарный слой будем 

считать цилиндрическим с переменным 

радиусом основания ix , следовательно, 

объем такого слоя приближенно равен 
2
ii xy  . Сила тяжести воды в этом объе-

ме приближенно равна  

 Н65,9086 2
ii yxР  , 

где 9806,65 Н/м
3
 ‒удельный вес воды. Работа, затрачиваемая для подъема 

этой массы воды с глубины iy , приближенно равна  

 Дж65,9086 2
iii yyxA   . 

Сечением полусферы в плоскости хОу является полуокружность 
222 ryx  . 

Поэтому 
222

ii yrx  . Подставляем последнее равенство в выражение 

элементарной работы: 

  iii yyyrA 
2265,9086  . 

Просуммируя все элементарные работы, получим 

  


n

i
iii yyyrA

1

2265,9086  . 

Переходя к пределу, имеем 

 

.66,2451
42

65,9086
42

65,9086

65,908665,9086

4
44

0

42
2

0

3

0

2

0

22

r
rryy

r

dyyydyrydyyrA

r

rrr










































 

 

 

 

Рис. 3.3 
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В результате подстановки числовых значений получаем 

кДж1Дж8,99766,2451 4  rA  . 

Пример 4. Вычислить работу, которую необходимо затратить на 

преодоление силы тяжести при постройке квадратной пирамиды высотой 

h=140 м с квадратным основанием, а = 200 м (рис. 3.4). Удельный вес 

камня γ = 24517 Н/м
3
, или 24,5 кН/м

3
. 

Решение. Разобьем высоту пирамиды h на элементарные промежут-

ки [0, y1,), [y1, y2), ...., [yi, yi+1), ..., [уп-1, Н] и через точки деления проведем 

плоскости, параллельные основанию пирамиды. Таким образом, пирамида 

разбивается на элементарные слои высотой iy  (i = 0, 1, 2, . . ., п‒1). Вы-

деленный слой (на рис. 3.5 заштрихован) будем считать прямой призмой с 

площадью основания Si. Элементарная работа, которую необходимо за-

тратить на поднятие камня на высоту yi, чтобы заполнить им элементар-

ный слой высотой
 

iii yyy  1 , произведению силы тяжести тела на вы-

соту подъема, т. е. 

iii yySA   , 

где yi ‒высота подъема камня до слоя Si, уi ‒ удельный вес камня. Так как 

пирамида пересечена плоскостью, параллельной основанию, то площади 

сечения и основания относятся как квадраты их расстоянии от вершины 

Рис. 3.4 
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2

2

осн h

h

S

S ii  . 

Поскольку  

2
осн аS  , ii yhh  , 

то 

 
2

22

h

yhа
S i

i


 . 

Подставляя это выражение в формулу работы, получим 

  iiii yyhy
h

а
A 

2

2

2

 . 

Переходя к пределу элементарных работ, находим 
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Окончательно получим  

ГДж1602Дж0001601777000
12

196004000024517

12

22





hа

A  . 

В качестве применения определённого интеграла в физике рассмот-

рим вывод формулы кинетической энергии движущейся точки.  

Если действующую на точку силу F разложить (по правилу паралле-

лограмма) на две составляющие ‒ по касательной к пути, т. е. по направ-

лению перемещения, и по нормали к нему, то, согласно сказанному, рабо-

ту будет производить лишь касательная составляющая  

Fs= F∙cos(F, s). 

Положим теперь, что F есть равнодействующая всех приложенных к 

точке сил; тогда, по закону движения Ньютона, касательная составляющая 

Fs равна произведению массы т точки на её ускорение a, и выражение для 

работы А можно написать в виде 


S

s

madsA
0

.                                                 (3.3) 
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Вспомним теперь, что 

dt

dv
a   и 

dt

ds
v  , так что v

ds

dv

dt

ds

ds

dv
a  , 

где через v0 и V обозначены величины скорости, соответственно, в конеч-

ной и начальной точках пути. 

Как известно, 2

2

1
mv  ‒ есть живая сила, или кинетическая энергия точ-

ки; таким образом, мы пришли к важному предложению: механическая ра-

бота А, произведенная силой, под действием которой происходило движе-

ние точки, равна приращению кинетической энергии точки. (Разумеется, 

работа А и приращение кинетической энергии могут одновременно оказать-

ся и отрицательными.) Этот принцип, который можно распространить и на 

системы материальных точек, и на сплошные тела, играет в механике и фи-

зике очень важную роль. Его называют «законом живой силы». 

 

2. Деформация спиральной пружины  

 

Рассмотрим применение полученной формулы (3.2) к вычислению ра-

боты растяжения (или сжатия) пружины с укрепленным одним кондом (рис. 

3.5); с этим приходится иметь дело, например, 

при расчете буферов у железнодорожных ваго-

нов. 

Известно, что растяжение s пружины 

(если только пружина не перегружена) соз-

даст натяжение р по величине, пропорциональное 

растяжению, так что р = cs, где с ‒ некоторая по-

стоянная, зависящая от упругих свойств пружины («жесткость» пружи-

ны). Сила, растягивающая пружину, должна преодолевать это натяжение. 

Если учитывать только ту часть действующей силы, которая на это затра-

чивается, то ее работа при возрастании растяжения от 0 до S выразится 

так: 

22

2

0

2

00

cSs
csdsccsdsA

S
SS

 .                    (3.4) 

Рис. 3.5. 
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Обозначив через Р наибольшую величину натяжения (или преодоле-

вающей ее силы), соответствующую растяжению S пружины (и равную 

cS), мы можем представить выражение для работы в виде 

2

2РS
A  . 

Если бы к свободному концу пружины сразу была приложена сила Р 

(например, подвешен груз), то на перемещении S ею была бы произведена 

вдвое большая работа PS. Как видим, лишь половина её затрачивается на 

растяжение пружины; другая половина пойдет па сообщение пружине с 

грузом кинетической энергии. 

Пример 5. Вычислить работу растяжения на 0,001м медной прово-

локи длиной 1м с радиусом сечения 2 мм. 

Решение. Сила F натяжения проволоки длиной l м и площадью се-

чения S мм
2
 при удлинении ее на х м определяется формулой 

l

Sx
ЕF  , 

где Е ‒ модуль упругости. Для меди можно принять  

Е= 1,2 ∙ 10
5
 Н/мм

2
. 

Тогда х
x

F 


000480
1

2
102,1

2
5  . По формуле (3.8), учитывая, что 

направление силы совпадает с направлением перемещения, получим 

Дж24,0
2

000480000480

001,0

0

2001,0

0


х

хdхA  . 

Пример 6. Груз массой в 3 кг растягивает пружину на 0,04 м. Какую 

работу он при этом совершает?  

Решение. Из условия задачи следует, что сила F(x), действующая на 

точку, меняется по закону F(x) = kx, где коэффициент пропорционально-

сти k определяется из уравнения  

xk 38,9 . 

Откуда  

04,0

38,9 
k . 

Таким образом,  

  xxF
04,0

38,9 
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и работа силы на пройдённом пути, согласно формуле (3.8), равна 

Дж59,0
204,0

38,9

04,0

38,9
04,0

0

204,0

0








х

xdхA . 

Совершенно аналогично вычисляется работа, затрачиваемая на рас-

тяжение (или сжатие) призматического стержня, один конец которого за-

креплен, а к другому прилагается постепенно увеличивающаяся сила. Так 

как пока не превзойден так называемый «предел пропорциональности», 

можно считать, что приложенная сила пропорциональна достигнутому уд-

линению и мы находимся в тех же условиях, что и в случае пружины, сле-

довательно, можем воспользоваться полученным выше результатом. 

Сохраняя за S значение удлинения, а за Р ‒ наибольшей приложен-

ной силы, мы обозначим еще через L первоначальную длину стержня, а 

через Q ‒ площадь его поперечного сечения. Тогда между относительным 

удлинением 
L

S
и растягивающим усилием 

Q

P
 существует соотношение 

EQ

P

EL

S 


1
, 

где Е есть модуль упругости при растяжении (модуль Юнга). 

Если работу растяжения (3.4) разделить на объем стержня LQV  , 

то получится так называемая удельная работа растяжения (т.е. работа, 

приходящаяся на единицу объема): 

E

v

Q

P

EL

S

Q

P

V

A

22

1

2

1 22









 . 

Таким образом, мы пришли к выводу, что формула (3.2) применима 

во всех тех случаях, когда упругая система (тело), к которой приложена 

сила Р, подчиняется закону Гука, согласно которому деформация пропор-

циональна вызвавшей ее силе. Кроме того, для справедливости формулы 

(3.2) существенно предположение, что сила прилагается статически, т. е. 

постепенно возрастает от нуля до крайнего своего значения; во всяком 

случае, учитывается только та сила, которая нужна для преодоления упру-

гого противодействия системы. 

Если на систему действует несколько таких сил P1, Р2..., Рп, и дейст-

вия их можно считать независимыми, то, обозначая через S1, S2,…, Sn со-

ответственные деформации по направлению действия сил, полную работу, 



163 
 

Рис. 3.6 

произведенную ими, а следовательно, и потенциальную энергию, полу-

чающиеся в результате упругой деформации, можно выразить так: 

  


n

k
kknn SPSPSPSPV

1
2211

2

1

2

1
 . 

Это и есть закон Клайперона, хорошо известный из физики. 

 

3. Изотермическое и адиабатическое расширение газов 

 

Рассмотрим применение формулы (3.2) для работы другой природы, 

чем сила упругости при изотермическом и адиабатическом расширении 

газов.  

Пусть некоторое количество 

газа (пара) содержится в цилиндре 

(рис. 3.6) по одну сторону поршня, 

и предположим, что газ этот рас-

ширился и передвинул поршень 

направо. Поставим себе задачей 

определить работу, произведенную 

при этом газом. Если начальное и 

конечное расстояния поршня от левого дна цилиндра обозначить через s1 

и s2, давление (на единицу площади поршня) через р, а площадь поршня 

через Q, то вся сила, действующая на поршень, будет рQ, и работа, как 

следует из формулы (3.2), выразится интегралом 


2

1

s

s

pdsQA . 

Обозначая через V объем рассматриваемой массы газа, очевидно, будем 

иметь V=Qs. Нетрудно теперь перейти от переменной s к новой перемен-

ной V. Мы получим: 


2

1

v

V

pdVA ,                                              (3.5) 

где V1 и V2 означают начальное и конечное значения объема V. 

Если бы нам известно было давление р как функция от объёма V, то 

этим определилась бы работа А. 

Предположим сначала, что при расширении газа температура его ос-

тается постоянной, так что необходимая для его расширения энергия в ви-
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де тепла притекает извне; в этом случае процесс называют изотермиче-

ским. Считая газ «идеальным», по закону Бойля ‒ Мариотта будем иметь  

рV=c=const, 

так что 
V

c
р  , и для работы получаем значение 

1

2lnln 2

1

2

1
V

V
cVcdV

V

c
A

V

V

V

V

 . 

Если обозначить через р1, и р2 ‒ давления в начале и в конце процес-

са, то  

2211 VpVp  и 
1

2

2

1

V

V

p

p
 . 

Поэтому работу расширения, связанного с переходом от давления р1 

к давлению р2, можно представить в виде 

2

1ln
p

p
cA  .                                           (3.6) 

Наконец, вместо с в эти формулы можно подставить произведение 

11Vp . Часто бывает, однако, естественнее предположить, что во время 

расширения не происходит теплового обмена между газом и окружающей 

средой, и на производство работы затрачивается энергия самого газа, тем-

пература которого при этом понижается; такой процесс называется адиа-

батическим. В этом случае зависимость между давлением р и объемом V 

рассматриваемой массы газа имеет вид 

const cpV k , 

где к есть характерная для каждого газа (пара) постоянная, всегда большая 

единицы. Отсюда kcVp  и  


























1
2

1
1

1 11

11

2

1

2

1

kk

V

V

k
V

V

k

VVk

c
V

k

c
dVcVA .            (3.7) 

Этот результат можно представить в более удобной форме, если 

вспомнить, что 
k

cVp


 11 и
k

cVp


 22 . Подставляя, придём к следующему 

выражению для работы: 

1

2211






k

VpVp
A .                                                (3.8) 
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Мы лишь для простоты рассуждения и наглядности предположили 

расширяющийся газ заключенным в цилиндр. Основная формула (3.5), 

равно как и полученные из нее частные формулы, сохраняют силу незави-

симо от формы, которую имеет в каждый данный момент рассматривае-

мая масса газа. Разумеется, те же формулы выражают и работу сжатия га-

за от объема V2 до объема V1 (сопровождаемого повышением давления от 

р2 до р1), т. е. работу внешней силы, заставляющей газ сжиматься; работа 

самого газа в этом случае отрицательна). 

Рассмотрим физические задачи, использующие данные формулы.  

Пример 7. Необходимо вычислить работу, произведенную при рас-

ширении 1 кг воздуха при 10 атм. и 20° С до 1 атм., предполагая процесс: 

а) изотермическим, б) адиабатическим. 

Решение. а) Согласно уравнению Клапейрона: pV = RT, где Т ‒ абсо-

лютная температура (в нашем случае: 273° + 20° = 293°), a R ‒ газовая по-

стоянная, которая в случае воздуха равна 29,27, если р выражать в кг/м
2
, a 

V ‒ в м
3
. По формуле (3.12), т.к. с=pV, сразу получаем 

А = 29,27 ∙ 293 ∙ In10 = 19750 кг∙м. 

б) Прежде всего, из равенства 29327,2911 Vp , подставляя              

р1‒ 10∙10 000, находим: V1 = 0,0858 м
3
. Обращаясь к уравнению, в котором 

в случае воздуха нужно положить k= 1,41, видим, что 

41,1
1

541,1
2

4 1010 VV  , откуда 3
1

41,1

1

41,1
2 м439,010  VV . 

Тогда по формуле (3.8) имеем: А = 10200 кг∙м. 

 

4. Путь, пройденный телом 
 

Скорость поступательно движущегося тела определяется по формуле 

dt

ds
v  , откуда ds = vdt. При неравномерном движении скорость v есть из-

вестная функция времени:  

v = v(t). 

Путь s, пройденный телом за время t2‒t1, определяется так: 

 
2

1

t

t

dttvs . 

Пример 8. Скорость движущегося тела задана формулой  
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с

м
1 tv  . Найти путь, пройденный телом за первые 10 с после начала 

движения. 

Решение. В данном случае t1= 0, t2=10с и путь, пройденный телом за 

10 с, равен  

     

м.65,23

11111
3

2
111

3

2
1

3

2
1 3

10

0

3
10

0



  tdtts
 

Пример 9. Тело брошено с поверхности Земли вертикально вверх со 

скоростью v = 39,2‒9,8t м/с. Найти наибольшую высоту подъема. 

Решение. Тело достигнет наибольшей высоты подъема в момент 

времени t, когда скорость v равна нулю, т. е.  

39,2‒9,8t = 0, 

откуда t = 4 с. Следовательно, наибольшая высота подъема 

   

.м4,78
2

16
8,942,39

2
8,92,398,92,398,92,39

4

0

24

0

4

0

4

0

2

1
















 

t
ttdtdtdttdttvh

t

t  

5. Сила притяжения 

 

Два тела, масса которых т1 и т2, находятся на расстоянии r1 друг от друга. 

Какую работу необходимо совершить, чтобы расстояние между ними ста-

ло равным r2? 

Физический закон притяжения 
2

21

r

mm
fF


 . Здесь f ‒ константа притя-

жения. Действующая сила переменна и зависит от расстояния между дву-

мя массами. Работа, согласно формуле (3.2), 

.
111

1

1

12

2121

1

21
2

21221

2

1

2

1

2

1

2

1
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r
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r
mmfdrrmmfdr

r
mmfА

r

r

r

r

r

r

r

r
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Пример 10. Какую работу нужно затратить, чтобы ракету массой m 

с поверхности Земли удалить в бесконечность? 

Решение. Как известно, закон притяжения любого тела Землей 

2

2

r

R
mgF  , 

где т ‒ масса тела; g ‒ ускорение силы тяже-

сти; R ‒ радиус Земли; r ‒ расстояние тела до 

центра Земли. 

Если тело поднято на высоту ОВ = х 

над поверхностью Земли (рис. 3.7), то сила 

притяжения 

 2
2

хr

R
mgF


 . 

При перемещении тела на dx производится 

элементарная работа 

 
dx

хr

R
mgdA

2

2


 . 

Так как по условию х изменяется от 0 до +∞, то искомая работа 
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lim

1
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Следовательно, для удаления ракеты массой т с поверхности Земли в бес-

конечность нужно затратить работу 

A = mgR (ед. работы). 

 

6. Давление жидкости на погруженную поверхность 

 

Давление жидкости на горизонтальную поверхность равно силе тя-

жести вертикального столба жидкости, основание которого есть эта по-

верхность, а высота равна расстоянию до свободной поверхности жидко-

сти. Давление р на глубине h(м) на 1 м
2
 площади равно р =hγ, где γ (Н/м

3
) 

Рис. 3.7 
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‒ удельный вес жидкости. Полное гидростатическое давление (сила дав-

ления на горизонтальную поверхность площади S: 

P = pS = yhS Н. 

Рассмотрим задачу опреде-

ления гидростатического давле-

ния на плоскую фигуру, верти-

кально погруженную в жидкость. 

Пусть в жидкость вертикально 

погружена плоская фигура 

a1a2d2d1 (рис. 3.8). Свободная по-

верхность жидкости отмечена 

осью 0х. Элементарная площадка 

на глубине у имеет площадь 

    dyуxуxdS 12  , 

которая испытывает давление 

    ydyуxуxdP 12   . 

Отсюда 

     
d

с

ydyуxуxP 12 .                              (3.7) 

Для интегрирования х1 и х2 надо выразить через у.  

Если известна функция h(y), определяющая ширину плоской фигуры 

на глубине у, то формула (3.7) примет вид 

 
d

с

ydyуhP  .                                        (3.8) 

Пример 11. Вычислить силу давления воды на треугольную пла-

стинку АВС с основанием АС = 9м и высотой ВD =2 м, вертикально по-

груженную, если вершина В лежит на свободной поверхности жидкости, а 

АС ‒ параллельна ей. 

Решение. Пусть MN ‒ поперечное сечение пластины на уровне 

ВЕ=у. Найдем зависимость длины MN от у. Из подобия треугольников 

MBN и АВС имеем  

BD

BE

AC

MN
  или 

29

уMN
 . 

Рис. 3.8 
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Отсюда  

у
у

MN 5,4
2

9
  или   ууhMN 5,4 . 

На основании формулы (3.14) получим 

  Н1012
3

5,45,4 4
2

0

2

0

3
2  

у
dyуydyуhP

d

с

 , 

так как удельный вес воды 9806,65 Н/м
3
. 

Пример 12. Найти гидростатическое 

давление на полукруг, вертикально по-

груженный в воду, если его радиус равен 

1м, а диаметр совпадает со свободной по-

верхностью воды (рис. 3.9). 

Решение. Уравнение окружности, 

ограничивающее полукруг радиусом 1, 

имеет вид 

122  ух . 

Тогда заштрихованная на рис. 3.10 элементарная площадка на глу-

бине у имеет ширину, изменяющуюся по формуле 

212 ух  . 

В силу формулы (3.14) испытывает силу давления воды 

 
1

0

21265,9806 ydyуP , 

так как удельный вес воды у = 9806,65 Н/м
3
. Следовательно, искомое пол-

ное гидростатическое давление 

  H.7,653710
3

3,19613
65,9806

3

2

2

1заменусделаем
1265,9806

0

1

2

3

0

1

2

11

0

20

1
1

0

2








 

t

dtt

ydydt

yt
ydyуP

 

Рис. 3.9 
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Пример 13. Цилиндрический резервуар наполнен маслом. Вычис-

лить силу давления масла на боковую поверхность резервуара, если его 

высота h= 2 м, радиус основания r=1 м. Удельный вес масла γ = 8820 Н/м
3
. 

Решение. На глубине у выделим горизонтальную круговую полоску 

шириной dу. Изменение глубины у на малую величину dу вызовет измене-

ние силы давления Р на величину dP. Площадь круговой полоски 

rdyS  2 . 

Сила давления в ньютонах на горизонтальную площадку 

ySP  , 

где γ ‒ удельный вес жидкости, Н/м
3
; S ‒ площадь площадки, м

3
; у ‒ глу-

бина погружения площадки, м. 

Найдем элементарное давление на полоску ΔS:  

rdyySdyydP  2 . 

Интегрируя последнее равенство в пределах от у=h1 до y = h2, получим 


2

1

2
h

h

rydyP  . 

Подставляя в последнюю формулу данные из условия задачи, получим 

Н780110239055
2

39055188202

2

0

22

0

 
у

ydyP  . 

Пример 14. Определить силу, с которой вода давит на плотину, 

имеющую форму равнобочной трапеции (рис. 3.10). 

Решение. Верхнее основание трапеции, а = 6,4 м, нижнее                                    

b = 4,2 м, высота h = 3 м. С по-

мощью прямой СЕ, параллель-

ной BD, разбиваем трапецию 

на параллелограмм CDBE и 

треугольник АЕС. Выделяем 

элементарную полоску высо-

той Δуi и заменяем ее прямо-

угольником, длина которого 

LN = LM + MN = li + b. Слагае-

мое li изменяется, а b  

Рис. 3.10 
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остается всюду постоянным. Площадь элементарной полоски трапеции 

приближенно равна (li + b) Δyi. Давление на элементарную полоску на 

глубине yi 

  iiii yibyP   . 

Из подобия треугольников АЕС и CLM получаем 

h

yh

ba

l ii 



. 

Откуда 

 
h

yh
bal i

i


 . 

А значит элементарное давление на рассмотренную выше полоску равно 

  iiii
i

ii yy
h

ba
ayy

h

yh
babyР  




 








 
 . 

Просуммировав все элементарные давления, получим интегральную сум-

му, предел от которой равен интегралу, определяющему силу давления 

жидкости на плотину: 

   
H.374217

6

65,980692,424,6

6

2

332332

2

332

0

332

0

2

0






































 






 
 




 








hba

h

y

bh

h

aahy

y

by

h

aay

dyy
h

ba
aydyy

h

ba
ayР

h

hh

 

7. Время истечения жидкости 

 

Если h ‒ высота жидкости в резервуаре, то скорость истечения жид-

кости из сосуда, согласно закону Торичелли,  

ghcv 2 , 

где g ‒ ускорение силы тяжести, h ‒ высота уровня жидкости над отвер-

стием, с = 0,6 ‒ опытный коэффициент. 

Если S ‒ площадь сечения отверстия, то за единицу времени вытека-

ет Q = Sv жидкости. 
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Пусть сосуд имеет переменное поперечное сечение, площадь кото-

рого равна y = f(x) (рис. 3.11). 

Для малого промежутка времени dt, за которое зеркало жидкости 

упало на dx, давление и поперечное сечение сосуда можно считать посто-

янными. Вытекающее за время dt количество жидкости равно 

 dxxfdtgхсS 2  

(знак минус берется, так как dx < 0). Отсюда 

 
gхсS

dxxf
dt

2


 . 

При t = 0 и t = t соответст-

венно x = h и х = х. Поэтому 

 




x

h

t

gхсS

dxxf
dt

20

. 

Здесь у = f(x) ‒ функция, связы-

вающая изменение поперечного 

сечения сосуда и высоту х. 

Проинтегрировав левую часть этого выражения, получим 

 




x

h gхсS

dxxf
t

2
. 

Таким образом, можно определить время t, в течение которого уро-

вень жидкости упадет от h до x(x<h): 

 

x

h х

dxxf

gсS
t

2

1
.                                 (3.9) 

При полном истечении х =0. 

Пример 15. За какое время вытечет жидкость из наполненного до-

верху цилиндрического сосуда, диаметр которого D и высота Н? Жид-

кость вытекает через круглое отверстие с диаметром d. 

Решение. Так как уменьшение объема равно количеству вытекшей 

жидкости, то высота h ‒ величина переменная и изменяется в процессе ис-

течения жидкости от Н до 0. В качестве переменной интегрирования 

возьмём расстояние от нижнего основания цилиндра h, тогда функция 

Рис. 3.11 
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площади сечения  
4

2D
hf


  как площадь круга с диаметром D. Площадь 

отверстия с радиусом r соответственно равна 
2r . Затем воспользовав-

шись формулой (3.15), получим 

.
22

2
24

2442

1

2

2
0

2

2

0
2

1

2

20 2

2

gсr

HD
h

gсr

D

dhh
gсr

D

h

dhD

grс
t

H

HH








 

 

8. Масса стержня 

 

Масса m стержня длиной l вычисляется по формуле 

 
l

dxxm
0

 ,                                         (3.10) 

где  x   ‒ линейная плотность стержня. 

Действительно, так как на участке длиной dx плотность можно счи-

тать постоянной, то масса элементарного отрезка стержня равна dx . 

Следовательно, для выделенного участка элементарная масса равна 

 dxxdm  . 

Интегрируя в пределах от х = 0 до х=l, получаем искомую массу. 

Пример 16. Определить массу стержня длиной l = 10 м (рис. 3.12), 

если линейная плотность стержня меняется по закону х25,05  (кг/м), 

где ‒ х расстояние от одного из концов стержня. 

 
Рис. 3.12 
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Решение. По формуле (3.10) имеем 

   

.кг5,625,1250
2

10
25,0105

2
25,0525,05

2

10

0

210

00











 

х
хdxxdxxm

l



Задания для решения в аудитории 

1. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выка-

чать жидкость удельного веса у из резервуара, имеющего форму обращен-

ного вершиной вниз конуса высотой к и радиусом основания г. Вычислить 

аналогичную работу, если конус обращен вершиной вверх. 

2. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы насыпать из

песка конус, радиус основания которого г = 1,2 м, а высота 1 м. 

3. Вычислить работу, совершенную при сжатии пружины на 0,06 м,

если для сжатия ее на 0,01 м нужна сила 20 Н. 

4. Для растяжения пружины на 0,03 м необходимо совершить работу 16

Дж. На какую длину можно растянуть пружину, совершив работу в 144 Дж? 

5. Рессора прогибается под нагрузкой 1,5 т на 1 см. Какую работу

нужно затратить для деформации рессоры на 3 см? (Сила деформации 

пропорциональна величине деформации.) 

6. Определить работу адиабатического сжатия воздуха объемом  

V1=0,1м
3
 и с давлением р1 = 1,033 ∙ 10

5
 Па до объема V2 = 0, 03 м

3
.(Адиабати-

ческое сжатие происходит по закону Пуассона: 
kk

VpVp 2211  , где k = 1,4).

7. В цилиндре под поршнем находится воздух объемом V1 = 0, 1 м
3
 с

давлением р1 = 1, 033 ∙ 10
5
 Па. Определить работу изотермического сжатия

воздуха до объема V2 ‒ 0,03м
3
.

8. Скорость движения тела задана уравнением  
c

м
46 2  tv . Найти 

путь, пройденный телом за 5 с от начала движения. 

9. Тело движется прямолинейно по закону x = ct
3
, где х‒длина пути,

пройденного за время t, с = const. Сопротивление среды пропорционально 

квадрату скорости, коэффициент пропорциональности равен k. Найти ра-

боту, затраченную на преодоление сопротивления среды при перемеще-

нии тела от точки х = 0 до точки х = а. 

10. Определить силу давления воды на вертикальный параболиче-
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ский сегмент, основание которого равно 4 м и расположено на поверхно-

сти воды, а вершина находится на глубине 4 м. 

11. Найти глубину х, на которой прямоугольный шлюз высотой h 

разделится горизонтально на такие две части, величина силы давления на 

которые одинакова. 

12. За какое время вода, наполняющая цилиндрический сосуд с пло-

щадью основания S = 420 см
2
 и высотой Н = 40 см, вытечет через отвер-

стие на дне площадью s = 2 см
2
? 

Указание. Скорость истечения жидкости при уровне ее на высоте х 

см определяется по формуле gxс 2 , где с ‒ коэффициент, зависящий 

от вязкости жидкости, формы сосуда и отверстия. Мы примем с = 0,6.  

13. Найдите массу стержня длиной 10 см, если линейная плотность 

стержня меняется по закону x3,06 , где  ‒линейная плотность, 

кг/М; х ‒ расстояние от точки стержня до одного из его концов, м. 

 

Ответы 

 

1. 1) 22

12

1
hrA  ; 2) 22

4

1
hrA  . 2. 7380 Дж. 3. 3,6 Дж. 4. 0,09 м.  

5. 6,6∙10
2
 Дж. 6. Дж980151

1

1

2

111 

























k

V

V

k

Vp
. 7. Дж24,0 . 8. 270 м. 

9. 3 72

7

27
ack . 10. 

5

1
17 Н. 11. 

2

h
 Н. 12. c100

26,00

 dx
gxs

S
t

H

. 

            13. 0,602 кг. 
 

Индивидуальные задания 

 

1. Скорость движения точки меняется по закону 
24 ttv  , где            

v ‒ скорость, м/с; t ‒ время, с. Найдите:1) путь, пройденный телом за пер-

вые
 
три секунды движения;  2) путь, пройденный точкой за третью секун-

ду; 3) путь, пройденный точкой от начала движения t=10 до её остановки; 

4)среднюю скорость движения за промежуток времени [0, 2]; 5) переме-

щение точки за первые 6 с движения. 

2. Тело падает с высоты h=2000 м без начальной скорости. На какой 

высоте оно будет через: 1) одну секунду после начала падения; 2) две се-
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кунды после начала падения? 3) Через сколько секунд тело достигнет зем-

ли? Сопротивлением воздуха пренебречь. 

3. Мяч брошен с высоты 2 м вертикально вверх с начальной скоро-

стью 15 м/с. На какую наибольшую высоту он поднимется? 

4. Найдите путь, пройденной автобусом за время от начала тормо-

жения до полной остановки, если при торможении его скорость изменя-

лась по закону tv 420  , где v ‒ скорость, м/с; t ‒ время, с. 

5. Турбина компрессора раскручивается с угловым ускорением, из-

меняющимся по закону t24 , где ε угловая скорость, рад/с
2
; t‒ время, с. 

Определите угловую скорость и угол поворота лопастей турбины через 5 с 

после запуска.  

6. Груз массой в 3 кг растягивает пружину на 0 04 м. Какую работу 

он при этом совершает? 

7. Вычислите работу, совершаемую при сжатии пружины на 0,05 м, 

если для сжатия её на 0,02 м нужна сила в 10 Н. 

8. Два электрических заряда е1 и е2 по 10 Кл каждый закреплены не-

подвижно на расстоянии 5 см друг от друга.  Разделяющей их средой служит 

воздух. Затем заряд е2 освобождается и удаляется от заряда е1 под действием 

силы отталкивания, которая меняется по закону Кулона 

2
21

r

ee
kF


 , где F‒ сила, Н; е1, е2 ‒ взаимодействующие заряды, Кл; 

r ‒ расстояние между ними, см; ε‒ относительная диэлектрическая 

проницаемость среды, k ‒ 9∙10
9
 Н∙м

2
 /Кл

2
 ‒ коэффициент пропорциональ-

ности. Какую работу совершит сила отталкивания, если заряд е2 удалится 

от е2 на расстояние 10 см? 

9. Вычислите силу давления воды на прямоугольные ворота шлюза, 

ширина которых 24 м, а высота 6 м, если шлюз заполнен водой только на 

две трети. 

10. Треугольная пластинка АВС с боковыми сторонами, равными        5 

см и основанием АС=8 см, погружена вертикально в воду. Найдите силу 

давления воды на эту пластинку, если: 1) вершина В лежит на поверхности 

воды, а основание АС параллельно поверхности; 2) вершина В лежит на 1 см 

ниже поверхности воды, а основание АС параллельно поверхности; 3) осно-

вание АС лежит на поверхности воды; 4) вершина В лежит на  1 см выше по-

верхности воды, а основание АС параллельно этой поверхности. 
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11. Круглый иллюминатор диаметром 30 см на вертикальном борту 

судна наполовину погружен в воду. Найдите силу давления воды на по-

груженную часть иллюминатора. 

12. Вычислите работу, которую необходимо затратить для того, что-

бы выкачать воду, наполняющую цилиндрический резервуар высотой         

h = 6 м и с радиусом основания r = 3 м. 

13. Определить силу давления воды на вертикальный прямоуголь-

ный шлюз с основанием 8 м и высотой 6 м. Определить также силу давле-

ния на нижнюю половину шлюза. 

14. Определить силу давления воды на вертикальную треугольную 

площадку, основание которой а расположено на поверхности воды, а вы-

сота равна h. 

15. Определить силу давления воды на вертикальный полукруг, диа-

метр которого 2R расположен на поверхности воды. 

16. Плотина имеет форму трапеции с верхним основанием 20 м, 

нижним 10 м и высотой 6 м. Определить силу давления воды на плотину. 

17. Определить работу, которую нужно затратить, чтобы поднять 

массу т с поверхности Земли на высоту h.  

Указание. Сила F земного притяжения на расстоянии х от центра 

Земли определяется из пропорции F: тg = R
2
 : x

2
, где R ‒ радиус земного 

шара.  

18. Котел имеет форму параболоида вращения глубиной Н = 0,5 м и 

радиусом основания R = 0,4м. Определить работу, которую нужно затра-

тить на выкачивание воды из такого наполненного котла.  

19. Определить силу давления воды на вертикальную треугольную 

площадку высотой h, основание которой а параллельно поверхности воды, 

а противоположная вершина находится на поверхности воды. 

20. Цилиндрическая цистерна с горизонтальной осью наполовину 

наполнена маслом (плотность 0,9). Определить силу давления масла на 

каждую из плоских стенок цилиндра, если радиус ее равен 2 м. 

21. Вычислить работу, необходимую для выкачивания воды из ямы, 

имеющей форму конуса (с вершиной на дне), высота которого Н = 2 м, а 

радиус основания R = 0,3 м. 

22. За какое время вода, наполняющая чашу формы полушара радиу-

сом 40 см, вытечет из отверстия на дне площадью 2 см
2
? Указание. Ско-

рость истечения жидкости при уровне ее на высоте х см определяется по 

формуле gx2  , где μ ‒ коэффициент, зависящий от вязкости жидко-
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сти, формы сосуда и отверстия. Положим коэффициент вязкости μ = 0, 8). 

23. Тело брошено с поверхности Земли вертикально вверх со скоро-

стью v = (29,4-9,8t) м/с. Найти наибольшую высоту подъема тела. 

24. Вычислить работу, совершенную при сжатии пружины на 0,06 м, 

если для сжатия ее на 0,01 м нужна сила 20 Н. 

25. Вычислить работу, необходимую для выкачивания воды из коры-

та, имеющего форму параболического цилиндра. Высота корыта h = 1 м, 

длина l=1,2 м, ширина по верху а = 0,75 м, удельный вес воды                    

γ = 9806,65 Н/м
3
. 

26. Найти величину давления воды на прямоугольник, вертикально 

погруженный в воду, если основание его равно 8 м, высота 12 м, а верхнее 

основание расположено параллельно свободной поверхности воды и на-

ходится на глубине 5 м. 

27. Верхний край шлюза квадратной формы со стороной, равной 8 м, 

находится на уровне поверхности воды. Определить величину давления на 

каждую часть шлюза, образуемую давлением одной из диагоналей квадрата. 

28. Найти давление воды на поверхность шара диаметром 4 м, если 

его центр находится на глубине 3 м от поверхности воды. 

29. Вычислить работу, необходимую для того, чтобы выкачать воду 

из полусферического сосуда, диаметр которого 10 м. 

30. Вычислить работу, которую надо затратить, чтобы выкачать 

жидкость плотностью у из конусообразного резервуара, обращенного 

вершиной вниз, если высота его Н, а радиус основания R. 

 

§2. Применение определенного интеграла к составлению 

математической модели технической задачи 

 

Применение определённого интеграла к вычислению работы силы 

трения. 
Рассмотрим трение в плоской пяте. Плоская пята представляет собой 

цилиндрическое тело, которое на подпятник опирается своим плоским ос-

нованием, как показано на рис. 3.13. 

Это основание имеет форму круга или кругового кольца; будем счи-

тать его кольцом, с внешним радиусом R и внутренним радиусом  0r . Мы 

получим сплошное круговое сечение. Обозначим через P полное давле-

ние, передаваемое пятой, через p ‒ давление на единицу площади пяты, в 

рассматриваемой ее точке. Не касаясь пока вопроса о рассмотрении дав-

ления, отметим лишь одно очевидное обстоятельство: точки пяты, равно-
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Рис. 3.13. Осевое сечение 

плоской пяты 

удаленные от ее центра 0, находятся в 

одинаковых условиях и в них давление 

должно быть одинаково. Таким образом, 

p вообще можно считать функцией от ра-

диуса-вектора r. Ниже будут указаны до-

пущения, которые обычно делаются от-

носительно этой функции; но одному ус-

ловию она должна удовлетворять, во вся-

ком случае, именно полное давление на 

пяту должно уравновешиваться давлени-

ем Р со стороны вала.  

Для того, чтобы вычислить это 

полное давление, прибегнем снова к ме-

тоду суммирования бесконечно малых 

элементов, причем за независимую пере-

менную примем радиус r, изменяющийся 

от 0r  до R . Разбивая этот промежуток на 

части, мы в то же время можем разло-

жить все кольцо на элементарные кон-

центрические кольца, так что все дав-

ление P сложится из элементарных дав-

лений, соответствующих отдельным кольцам. Рассмотрим теперь кольцо, 

ограниченное окружностями радиусов r и drr   (на рис. 3.13 оно заштри-

ховано). Площадь этого кольца есть 222 )(2)( rrrrrr   , от-

брасывая бесконечно малую второго порядка ,)( 2r  можно принять эту 

площадь приближенно равной .2 rr   Если p есть давление (на единицу 

площади) в точке, отстоящей от центра на расстояние r , то рассматривае-

мому кольцу отвечает элементарное давление  

.2 rrpP    

Проинтегрировав данное выражение, получим равенство 

 
R

r

rprP
0

2 .                                            (3.11) 

Таким образом, определили суммарное давление, распределенное по 

пяте, которое равно давлению со стороны вала.  

Вывод потери мощности во вращающейся пяте. Определим те-

перь момент   силы трения во вращающейся пяте относительно оси вра-

щения. Рассмотрим снова элементарное кольцо, о котором шла речь вы-
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ше; развивающаяся в нем сила трения, противодействующая вращению, 

будет равна 

,2 prdrdP  

так что соответствующий ей элементарный момент  выражается про-

изведением из этой силы на плечо   (общее для всех точек кольца): 

drprdM 22   . 

Отсюда полный момент трения будет равен


R

r

drrpM
0

22 .   (3.12) 

Как известно из механики, работа  , производимая таким постоян-

ным вращательным моментом M в одну секунду, получается умножением 

момента M на угловую скорость   (1/с) вращения:  

. MA   (3.13) 

Для того чтобы окончательно найти работу A, необходимо сделать те 

или иные допущения относительно закона распределения давления p на 

поверхности пяты. 

Самым простым являются предположения, что давление распро-

страняется равномерно, т. е. что р = с = const. После вычисления интегра-

ла (3.11) определим величину этой постоянной:  

,)(2
0

2
0

2
 
R

r

rRcrdrcP    так что  .
)( 2

0
2 rR

P
c





Впрочем, в этом случае и так ясно, что если давление  равномерно 

распределяется по площади кольца ),( 2
0

2 rR   то на единицу 

площади придется давление .
)( 2

0
2 rR

P



Подставляя это значение вместо р в (3.12), найдем далее: 

.
3

2

)(
2

0
2

0
2

3
0

3
2

2
0

2 








R

r rR

rR
Pdrr

rR

P
M 




Это нетрудно понять, прикинув, что момент  равен силе  , умно-

женной на радиус  , а угловая скорость   равна      где   ‒ число обо-

ротов в 1 с, так что произведение  

,2 vrFM  
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действительно равно силе, умноженной на перемещение, т.е. работе  .  

Очевидно, что величина работы не изменится, если перенести точку 

приложения силы, но изменив ее величину так, чтобы момент остался 

прежним. Таким образом, именно момент играет существенную роль.  

В частности, для сплошной пяты будем иметь 

.
3

2
PRM                                      (3.14) 

Однако эти результаты прилагают лишь к новым, не обтершимся 

еще пятам. Дело в том, что при вращении вала точки пяты, дальше от-

стоящие от центра вращения  , движутся с большей скоростью, в них ра-

бота трения больше и, соответственно, больше и изнашивание как пяты, 

так и подпятника. Исходя из этого, часть давления перелагается на более 

близкие к центру части пяты. Для старых, приработавшихся пят обычно 

допускается, что давление на них распределяется так, что работа трения 

(на единицу площади), а с ней и изнашивание всюду сохраняет постоян-

ную величину. 

Разделив элементарную работу в формуле (3.13) dMdA  на пло-

щадь rdr2  элементарного кольца, запишем наше допущение в виде  

 pr пост., откуда и  cpr пост.  

Итак, мы предполагаем, что   изменяется обратно пропорционально рас-

стоянию r от центра. Подставляя с вместо rp   условие (3.11), найдем ве-

личину этой постоянной:  

 
R

r

rRcdrcP
0

)(22 0 ,откуда 
)(2 0rR

P
c





.   

Наконец, заменив в (3.12) pr  полученным выражением, придем  к 

такому результату: 

 



R

r

rRPrdr
rR

P
М

0

)(
2

1

)(2
2 0

0




 .     (3.15) 

Для сплошной же пяты 

.
2

1
PRM                                         (3.16) 

Пример, иллюстрирующий применение полученной выше форму-

лы для потери мощности. Рассмотрим пример, иллюстрирующий при-

менение полученных формул для определения потери мощности. 
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Ось гидравлической турбины, делающей 90 оборотов в минуту, опи-

рается на плоскую пяту с кольцевым основанием, внешний и внутренний 

диаметры которого соответственно равны 14 и 2 см. Определить потерю 

мощности на трение, принимая полное давление на пяту Р = 8,5 т и коэф-

фициент трения μ = 0,02  
В этом случае угловая скорость  

),
с

1
(3

60

902



 


  

 

затем,        м и   =0,01 м. Для новой пяты, по формуле (3.14), момент 

трения будет равен 

мкг1,8
01,007,0

01,007,0
850002,0

3

2
22

33





М . 

Для приработавшейся же пяты, в силу (3.6), получим 

мкг8,608,0850002,0
2

1
М , 

т. е. примерно в 1,2 раза меньше, чем в случае с новой пятой. 

Соответствующую потерю мощности найдем по формуле (3.13) ум-

ножением М на ω = 3π и(если угодно иметь ее выраженной в лошадиных 

силах) делением на 75; в результате получим, работа А, производимая та-

ким постоянным вращательным моментом М, равна 

.л.с102,0А или л.с.85,0A  

Приведенный выше пример иллюстрирует простоту вычисления по-

тери мощности по полученным выше формулам.  

Сопоставляя выведенные в работе формулы (3.14) и (3.16), легко по-

казать, что потеря мощности на трение в случае приработавшихся пят 

меньше, чем в случае новых пят для сплошной пяты. 
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