ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Занятие №1
Основные понятия
1. Определение функции двух переменных  
[image: image241.bmp], или 
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2. Способы ее задания: аналитический, табличный, явный, неявный.

3. Область определения и область изменения функции 
[image: image3.wmf])
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. Классификация областей определения: открытая и замкнутая, ограниченная и неограниченная.

4. Геометрический смысл функции  
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Задача 1. Найти область определения функции [image: image6.wmf]y
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Решение. Функция  z  представляет собой  сумму двух слагаемых функций: [image: image7.wmf]2
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Очевидно, область определения функции  z  есть пересечение областей определения  
[image: image15.wmf]2
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                        Рис. 1
	Ответ: D – область, отмеченная двойной штриховкой, замкнутая и 

неограниченная.


     Задача 2. Найти область определения функции  
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     Решение.  z – логарифмическая функция, поэтому 
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Парабола разбивает всю плоскость на две части: внутреннюю и внешнюю по отношению к параболе. Возьмем для контроля любую точку плоскости, например, О(0, 0), подставим 


ее координаты в первое неравенство: 
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; где D – область определения функции, открытая, неограниченная (рис.2).

 Дифференцирование функций нескольких переменных

 Частные производные функции  
[image: image25.wmf])

y

,

x

(

f

z

=


     а) первого порядка: 
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     б) второго порядка: 
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 - вторая производная функции z по переменной   x, т. е. частная производная по переменной  х, взятая от частной производной первого порядка по переменной х.
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Можно показать, что порядок дифференцирования безразличен, т. е. 
[image: image33.wmf]x
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     Правило. Отыскивая частные производные функции нескольких переменных по одной из переменных, пользуемся правилами и формулами дифференцирования, считая в этот момент все остальные переменные постоянными.

     Задача 3. Найти частные производные первого порядка следующих функций:

     а) 
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отыскивая  
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отыскивая  
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     б) 
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     Задача 4. Доказать следующие тождества:     
     а) 
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     Решение. Найдем 
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что и требовалось доказать.

     б) 
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     Подставим  
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 Геометрический смысл частных производных

первого порядка

     Задача 5. Через точку 
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[image: image56.wmf](

)

3

y

x

log

1

z

+

=

 проведены плоскости, параллельные координатным плоскостям  XOZ  и  YOZ. Определить углы, которые образуют с осями координат OX и OY касательные к получившимся сечениям, проведенные в их общей точке 
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     Решение. Геометрический смысл частных производных первого порядка 
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 состоит в том, что частные значения этих частных производных, вычисленные в точке касания, определяют тангенсы углов наклона к соответствующим осям касательных к образовавшимся сечениям, проведенных в точке касания 
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	с осью OX:   
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с осью OY:   
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Для отыскания производных данной функции преобразуем ее, используя формулу:          
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0

e

ln

e

1

1

ln

e

ln

1

ln

1

3

y

z

2

2

)

e

,

1

(

M

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

¶

¶


     Ответ: 
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     Задача 6. Найти частные производные второго порядка функции  
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     Решение. 
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     Заметим, что  
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     Задача 7. Найти  
[image: image79.wmf]x

z

y

u

и

z

y

x

u

3

3

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

, если  
[image: image80.wmf]z

sin

e

u

xy

×

=

.

     Решение. Вначале найдем 
[image: image81.wmf]z

y

x

u

3

¶

¶

¶

¶

.


[image: image82.wmf]z

sin

e

y

x

u

xy

=

¶

¶

;     
[image: image83.wmf]z

sin

)

y

x

1

(

e

z

sin

e

x

y

z

sin

e

y

x

u

xy

xy

xy

2

+

=

+

=

¶

¶

¶

;

                                                       
[image: image84.wmf](

)

z

cos

xy

1

e

z

y

x

u

xy

3

+

=

¶

¶

¶

¶

.

     Теперь найдем  
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     Сравнив ответы, убеждаемся в том, что частные производные смешанного типа не зависят от порядка дифференцирования.

      Задача 8. Дана функция 
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     Решение.
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     Подставим в уравнение найденные значения производных: 
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что и требовалось доказать 
 Приложения производных функции 
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 Полный дифференциал функции двух переменных

и его приложение в приближенных вычислениях

     Если 
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     Задача 13. Найти полный дифференциал  
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     Решение. Воспользуемся формулой 
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     Задача 14. Высота конуса Н=60 см, радиус основания R=20 см. Как изменится объем конуса,  если  высоту  увеличить  на  3 мм,  а  радиус  основания  уменьшить 

на 1 мм?

     Решение. Изменение объема конуса, т. е. приращение  
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     Дано: R = 20 см,  
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     Ответ: Объем конуса уменьшится приблизительно на 120 
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     Задача 15. Вычислить приближенно с помощью полного дифференциала 
[image: image121.wmf](

)

(

)

2

2

93

,

2

05

,

4

+

.

     Решение. Воспользуемся функцией  
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Вычислим 
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Задания для работы на занятии №1
1. ЗАДАНИЕ  Найти  
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3. ЗАДАНИЕ Вычислить приближенно с помощью дифференциала    
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4. ЗАДАНИЕ Высота цилиндра Н=30 см, радиус основания R=10 см. Как изменится объем цилиндра, если высоту увеличить  на  3 мм,  а  радиус  основания  уменьшить на 1 мм
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     б) Достаточные условия: если 
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     Задача 16. Найти минимум и максимум функции  
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     Решение. Найдем стационарные точки, в которых 
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     Решим систему уравнений 
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Найдены три стационарные точки: 
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отсюда следует, что в точке 
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отсюда следует, что в точке  
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     Ответ: Данная функция имеет минимум 
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Элементы скалярного поля

     а) Производная скалярного поля 
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     Задача 19.  Найти скорость изменения скалярного поля 
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     Решение. Скорость изменения скалярного поля в направлении вектора 
[image: image183.wmf]o

s

 в точке 
[image: image184.wmf]0

M

 определяют по формуле


[image: image185.wmf]g

¶

¶

+

b

¶

¶

+

a

¶

¶

=

¶

¶

cos

z

u

cos

y

u

cos

x

u

s

u

0

0

0

M

M

M

.

     В задаче  
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     Подставим все найденные величины в первую формулу:
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     Ответ: В заданном направлении данное скалярное поле убывает со скоростью          
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     б) Градиент скалярного поля 
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     Очевидно,
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Рис. 7

     Задача 20. Найти величину градиента скалярного поля  
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     Решение. 
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     Ответ: 
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     Задача 21.  Найти наибольшую скорость возрастания скалярного поля 
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     Решение. Воспользуемся формулой  
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     Ответ: 
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     Задача 22. Функция  
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 определяет скалярное поле. Доказать, что она удовлетворяет уравнению 
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     Решение. Найдем вначале градиент  u  по формуле 
[image: image219.wmf]k

z

u

j

y

u

i

x

u

u

grad

r

r

r

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

, или 
[image: image220.wmf]k

z

y

x

z

2

j

z

y

x

y

2

i

z

y

x

x

2

u

grad

2

2

2

2

2

2

2

2

2

r

r

r

+

+

+

+

+

+

+

+

=

. Из полученного 
равенства следует, что декартовы координаты  
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  известны:
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Так как скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля, то 
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Теперь все известные величины можно подставить в уравнение:
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, что и требовалось доказать.

Задания для работы на занятии №2
Задача 1. Найти минимум и максимум функции  
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Задача 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции:
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   в треугольнике со сторонами  
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Задача 3.  Найти производную функции:
	
[image: image232.wmf]23
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   в точке  (1; 1)  в  направлении,  образующем углы α = 30о,  β = 60о.
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  в точке  (4; 1) в направлении от этой точки к точке (5; 1).


� EMBED Equation.3 ��� (рис.6).


определяется так:                            � EMBED Equation.3 ��� – это скорость изменения скалярного поля � EMBED Equation.3 ��� в направлении вектора  � EMBED Equation.3 ���. 








� EMBED Equation.3 ��� (рис. 7).
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