ЛЕКЦИЯ №2
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
Определение. Если каждой паре 
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 значений двух независимых друг от друга переменных величин 
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 и 
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 из некоторой области их изменения 
[image: image4.wmf]D

 по какому-либо правилу ставится в соответствие одно вполне определённое значение величины 
[image: image5.wmf]z

, то переменная 
[image: image6.wmf]z

 называется функцией двух переменных 
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 и 
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, определённая в области 
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.
Символически функция двух переменных обозначается так: 
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Совокупность пар 
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 значений 
[image: image13.wmf]x

 и 
[image: image14.wmf]y

, при которых определяется функция 
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, называется областью определения этой функции.

Область определения функции двух переменных наглядно иллюстрируется геометрически. Если каждую пару значений переменных 
[image: image16.wmf]x

 и 
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 изображать точкой 
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 в плоскости 
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, то область определения функции изобразится в виде некоторой совокупности точек на плоскости. В частности, областью определения может быть и вся координатная плоскость.
 Определение функции двух переменных легко обобщить на случай трёх или более переменных.
Графиком функции двух переменных является поверхность, проектирующаяся на плоскости 
[image: image20.wmf]Oxy

 в область определения этой функции.

Функцию трёх или более переменных изобразить с помощью графика в пространстве невозможно.

В отличие от функции одной действительной переменной функция 
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 имеет три вида приращений.

Если 
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 сохраняет постоянное значение, а 
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 получает приращение 
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[image: image25.wmf]z

 получает приращение 
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, называемое частным приращением 
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Аналогично, если 
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 сохраняет постоянное значение, а 
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 получает приращение 
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, то 
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 получает приращение 
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, называемое частным приращением 
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Наконец, сообщив аргументу 
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 приращение 
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, а аргументу 
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 приращение 
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 ещё одно приращение 
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, которое называется полным приращением функции 
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Окрестностью радиуса r точки 
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 называется совокупность всех точек 
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Частные производные и дифференциал функции нескольких переменных

Частной производной по 
[image: image46.wmf]х

 функции 
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 называется предел частного приращения 
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 к приращению 
[image: image49.wmf]x

D

 при стремлении 
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 к нулю произвольным образом.
Частная производная функции 
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 является обыкновенной производной функции одной переменной 
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 при фиксированном значении переменной 
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 и обозначается как

[image: image55.wmf]x

z

¶

¶

, 
[image: image56.wmf]x

z

¢

, 
[image: image57.wmf])

,

(

y

x

f

x

¢

.

Таким образом, по определению,


[image: image58.wmf]x

y

x

f

y

x

x

f

z

x

x

D

-

D

+

=

¢

®

D

)

,

(

)

,

(

lim

0

.

Аналогично определяется и обозначается частная производная по 
[image: image59.wmf]у

 от функции 
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Значит, 
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Заметив, что 
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 вычисляется при постоянном 
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, делаем вывод, что правила вычисления частных производных совпадают с правилами, указанными для функций одной переменной; только требуется каждый раз помнить, по какой переменной ищется производная.
Аналогично функцию 
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 можно дифференцировать по каждому из её аргументов, считая при этом все остальные аргументы постоянными.

Если функция 
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 имеет непрерывные частные производные в данной точке, а её полное приращение можно представить в виде суммы 
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 стремятся к нулю), то она называется дифференцируемой в этой точке, а линейная часть приращения называется  полным дифференциалом и обозначается 
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В последнем равенстве дифференциалы независимых переменных 
[image: image77.wmf]х

 и 
[image: image78.wmf]у

 равны их приращениям 
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Таким образом, полный дифференциал функции равен сумме произведений частных производных на дифференциалы соответствующих независимых переменных.

При достаточно малых  
[image: image82.wmf]x
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 полное приращение функции 
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 приближённо равно её полному дифференциалу 
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. Отсюда получим формулу для приближённого вычисления величин
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верную с точностью до бесконечно малых высшего порядка относительно  
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Если поверхность задана уравнением 
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 лежит на ней, то касательная плоскость к поверхности в точке 
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 определяется уравнением
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Нормаль к поверхности в точке 
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(прямая, проходящая через эту точку перпендикулярно к касательной плоскости) определяется уравнениями
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Рассмотрим функцию двух переменных 
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. Частные производные 
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 в общем случае являются функциями переменных 
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. Поэтому от них можно снова находить частные производные.
Частные производные от частных производных первого порядка называются частными производными второго порядка. Они обозначаются так: 
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Теорема. Если функция 
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 имеет непрерывные частные производные в точке 
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 и в некоторой её окрестности, то в этой точке справедливо равенство

[image: image106.wmf]22

zz

xyyx

¶¶

=

¶¶¶¶

.

Пример 1. Вычислить значения частных производных первого порядка функции 
[image: image107.wmf]223
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 при указанных значениях аргументов:
[image: image108.wmf]1;1.

xy

=-=


Решение. Считая 
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 функцией только одного аргумента 
[image: image110.wmf]х

, находим производную 
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 функцией только одного аргумента 
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, находим другую производную 
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[image: image115.wmf]Затем вычисляем их частные значения в указанной точке: 
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Пример 2. Найти полный дифференциал функции 
[image: image118.wmf]25
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Решение. Находим частные производные первого порядка данной функции:
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Затем, умножая частные производные на соответствующие дифференциалы независимых переменных и складывая полученные выражения, найдём искомый полный дифференциал функции: 
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Пример 3. Найти частные производные второго порядка функции 
[image: image122.wmf]3232
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Решение. Сначала находим частные производные первого порядка, затем искомые частные производные второго порядка:
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 Элементы скалярного поля

Пусть в пространстве 
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. В этом случае говорят, что  в области 
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 задано скалярное поле.

Поверхностью уровня функции 
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 называется поверхность, на которой эта функция сохраняет постоянное значение, т.е. 
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Для функции двух переменных в таком случае это будут линии уровня – линии, на которых выполняется равенство 
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Градиентом функции 
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 называется вектор, координаты которого равны соответственно частным производным 
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Для обозначения градиента используется символ
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Аналогично в случае функции двух переменных 
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Градиент функции характеризует направление и величину максимальной скорости возрастания этой функции в точке.

Рассмотрим в области 
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 функцию 
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Производной от функции 
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Для вычисления производной по направлению применяют формулу
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где 
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Производная 
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Градиент есть вектор скорости наибыстрейшего возрастания функции: 
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Пример 4. Определить градиент функции 
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Решение. Найдём частные производные первого порядка и вычислим их значения в точке 
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Следовательно, искомый вектор градиента равен
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Пример 5. Найти производную функции 
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Решение. Найдём частные производные первого порядка функции 
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Вычисляя значения частных производных в точке 
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Локальный экстремум функции двух переменных

Говорят, что функция [image: image190.wmf](,)
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 имеет максимум (минимум) в точке 
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Максимум и минимум функции называются локальными экстремумами функции.

Теорема. (Необходимые условия существования экстремума функции двух переменных). Если функция 
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 локальный экстремум и частные производные первого порядка, то все эти частные производные равны нулю при 
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Точки, в которых одновременно 
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 называются стационарными.
Данная теорема не является достаточной для исследования вопроса о существовании локального экстремума функции в стационарных точках.
Теорема. (Достаточные условия существования экстремума функции двух переменных). 

Пусть в некоторой области, содержащей точку 
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1) функция имеет экстремум в стационарной точке, если число 
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2) функция не имеет экстремума, если число 
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Пример 6. Найти экстремум функции 
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Решение. Находим частные производные первого порядка 
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