ЛЕКЦИЯ №3

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Решение различных прикладных задач методом математического моделирования сводится к отысканию неизвестной функции из уравнения, содержащего независимую переменную, искомую функцию и производные этой функции. Такое уравнение называется дифференциальным.

Простейший пример дифференциального уравнения даёт задача о нахождении первообразной 
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, поскольку её можно рассматривать как задачу о нахождении функции 
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, удовлетворяющей уравнению 
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Дифференциальным уравнением называется уравнение вида
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где 
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– независимая переменная, 
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 – искомая функция и 
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 – её производные.

Порядком дифференциального уравнения называется  порядок высшей производной, содержащейся в данном уравнении.

Решением дифференциального уравнения называется всякая функция, которая при подстановке обращает данное уравнение в тождество. Приведем пример, приводящий к дифференциальному уравнению.

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида


[image: image12.wmf](

)

,,0

Fxyy

¢

=

 – в неявной форме 

или 
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 – разрешённое относительно производной,
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Функция 
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 называется общим решением дифференциального уравнения первого порядка, если при любом значении 
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 эта функция является решением уравнения  и любое его частное решение может быть получено из общего решения 
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 при некотором значении постоянной 
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В некоторых случаях получают решение дифференциального уравнения в неявной форме, т.е. решение задается формулой вида
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В этом случае оно называется общим интегралом дифференциального уравнения.

При решении конкретных задач часто необходимо выделить из всей совокупности решений дифференциального уравнения то частное решение, которое является ответом на поставленный вопрос, для этого задают так называемое начальное условие.

Для дифференциального уравнения первого порядка под начальными условиями для его решения 
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 понимают условия, состоящие в том, что 
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где 
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 – заданные числа, такие, что при 
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 функция имеет смысл, т.е. существует 
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Задача нахождения частного решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего заданным начальным условиям, называется задачей Коши.
Дифференциальные уравнения первого порядка

с разделяющимися переменными

Дифференциальное уравнение называется уравнением первого порядка с разделяющимися переменными, если оно имеет вид 
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Решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными можно выполнять по алгоритму:

1) если уравнение содержит 
[image: image31.wmf]y
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, то надо заменить её на дробь 
[image: image32.wmf]dy

dx
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2) затем разделить переменные;

3) проинтегрировать обе части полученного уравнения с разделёнными переменными и записать его общий интеграл;

4) найти частный интеграл (или частное решение), удовлетворяющий начальным условиям (если это требуется).

Пример 1. Найти решение уравнения 
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Решение. Данное дифференциальное уравнение 1-го порядка  является уравнением с разделяющимися переменными. Заменяем 
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[image: image36.wmf]dx

dy

, получим 
[image: image37.wmf]23

3(54)

dy

yx

dx

=-

, затем умножаем обе его части на  
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Интегрируя обе части последнего уравнения  
[image: image39.wmf](

)

23

354

ydyxdx

=-

, найдем


[image: image40.wmf](

)

23

354

ydyxdx

=-

òò

, или 
[image: image41.wmf]23

354

ydydxxdx

=-

òòò

, 

или 
[image: image42.wmf]33

4

35

34

yx

xC

×=-+

, т.е. 
[image: image43.wmf]34

5

yxxC

=-+

.

Подставив начальное значение 
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Следовательно, искомый частный интеграл будет
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Линейные однородные дифференциальные уравнения

второго порядка с постоянными коэффициентами

Линейным однородным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида 
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где 
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– заданные действительные числа.

Уравнение 
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 называется характеристическим уравнением линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.

Для составления характеристического уравнения достаточно в дифференциальном уравнении заменить 
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Решив характеристическое уравнение по формуле 
[image: image58.wmf]2

4

2

2

,

1

q

p

p

k

-

±

-

=

, найдем его корни 
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При решении характеристического уравнения возможны три случая.

Случай 1. Корни характеристического уравнения действительны и различны: 
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Тогда общее решение уравнения имеет вид


[image: image63.wmf]x

k

x

k

e

C

e

C

y

2

1

2

1

+

=

.

Случай 2. Корни характеристического уравнения действительны и равны: 
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 в этом случае общее решение уравнения записывается в виде
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)

x

C

C

e

y

kx

2

1

+

=

.

Случай 3. Корни характеристического уравнения комплексные числа: 
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общее решение уравнения в случае комплексных корней характеристического уравнения имеет вид 
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Пример 1. Найти частное решение уравнения 
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 удовлетворяющее начальным условиям: 
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Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив 
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Корни квадратного уравнения найдем по формуле
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откуда 
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Подставляя найденные значения 
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 в формулу для первого случая, получим общее решение 
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Чтобы подставить начальные условия, продифференцируем общее решение: 
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Согласно заданным начальным условиям имеем 
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. Таким образом, искомым частным решением является функция 
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Пример 2. Найти решение уравнения 
[image: image91.wmf]440.
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Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив 
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, 1 соответственно, получим 
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Корни найдем по формуле 
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. Подставляя найденные значения 
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 в формулу, соответствующую второму случаю, получим общее решение 
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Пример 3. Найти частное решение уравнения 
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, удовлетворяющее начальным условиям: 
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Решение. Составим характеристическое уравнение 
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 и найдём его корни
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 EMBED Equation.3 [image: image106.wmf](
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По формуле, соответствующей третьему случаю,общим решением будет функция 
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Продифференцируем общее решение 
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Подставив начальные условия 
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 получим систему для определения 
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или
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Подставив полученные значения констант 
[image: image114.wmf]12
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 – искомое частное решении
Линейное неоднородное уравнение дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид
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Структура общего решения такого уравнения определяется следующей теоремой.
Теорема. Общее решение неоднородного линейного дифференциального уравнения представляется как сумма  какого-либо частного решения этого уравнения 
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 соответствующего однородного уравнения .

Пусть y – общее решение уравнения 
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Рассмотрим метод подбора частного решения  
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 уравнения 
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1. Пусть правая часть 
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 уравнения представляет собой  произведение показательной функции на многочлен, т. е. имеет вид  
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Тогда дифференциальное уравнение примет вид
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При этом возможны следующие частные случаи:

а) Число 
[image: image128.wmf]a

 не является корнем характеристического уравнения
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Тогда частное решение нужно искать в виде 
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Действительно, подставляя 
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и сокращая все члены на множитель 
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где 
[image: image137.wmf](

)

-

x

Q

n

многочлен степени n; 
[image: image138.wmf]()

n

Qx

¢
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 многочлен степени 
[image: image140.wmf]1

n

-

; 
[image: image141.wmf]()

n

Qx

¢¢



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image142.wmf]-

 многочлен степени 
[image: image143.wmf]2
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Таким образом, слева и справа от знака равенства стоят многочлены n-й степени. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х (число неизвестных коэффициентов равно 
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 уравнений для определения неизвестных коэффициентов 
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б) Число 
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 есть простой (однократный) корень характеристического уравнения (т.е. 
[image: image148.wmf]a

 совпадает с одним корнем характеристического уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в виде 
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в) Число 
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 есть двукратный  корень характеристического уравнения (т. е. 
[image: image151.wmf]a

 совпадает с двумя равными корнями характеристического уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в виде 
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2. Пусть правая часть 
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 уравнения имеет вид
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где 
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 – многочлены от 
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. Форма частного решения 
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 определяется следующим образом:

а) Если число 
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  не является корнем характеристического уравнения , то частное решение 
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 следует искать в виде
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где 
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 – многочлены, степень которых равна наивысшей степени многочленов 
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б) Если число 
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 является корнем характеристического уравнения, то
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Пример 4. Найти общее решение уравнения
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Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:
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Запишем общее решение соответствующего однородного дифференциального уравнения по формуле 
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Запишем формулу, по которой следует искать частное решение 
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 данного уравнения. Проверяем, что правая часть уравнения 
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 соответствует  общиму виду 
[image: image176.wmf](

)

(

)

x

n

fxePx

a

=×

, где 
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 – многочлен второй степени с коэффициентами 25; 0; –2. 

В данном случае показательная функция 
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 не совпадает ни с одним из корней характеристического уравнения,то частное решение нужно искать в виде 
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 многочлен второй степени  
[image: image183.wmf])

2

(

=

n

, неизвестные (неопределенные) коэффициенты А, В, С  этого многочлена нужно найти, подставив выражения  
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  в данное уравнение.

Запишем 
[image: image185.wmf]"

'

ч

ч

ч

y

,

y

,

y

  столбиком:
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Слева указаны коэффициенты 5, 6, 1, на которые следует умножить 
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, чтобы получить левую часть уравнения 
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. В левой части  получим многочлен второй степени с неопределенными коэффициентами, который  должен быть равен данному многочлену второй степени в правой части. Два многочлена будут равны тогда и только тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых степенях х. 
Запишем столбиком полученные уравнения:
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 EMBED Equation.3 [image: image190.wmf]
Получили систему трех уравнений с тремя неизвестными коэффициентами А, В, С. 

Решив ее, найдем значения неопределённых коэффициентов 
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Частное решение запишем в виде  
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Общее решение данного уравнения по формуле 
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