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Кто с детских лет занимался математикой, тот разви-
вает внимание, тренирует свой мозг, свою волю, воспитывает 
в себе настойчивость и упорство в достижении цели. 

А.И. Маркушевич  
 

 
Введение  

 
Цель изучения общего курса математики вузов состоит в том, 

чтобы углубить знания по изученным разделам и ознакомиться с не-
которыми новыми разделами математики, которые обогащают общую 
культуру, развивают логическое мышление и широко используются в 
математическом моделировании задач, с которыми встречается со-
временный инженер в своей деятельности.  

В каждом разделе изложены необходимые теоретические сведе-
ния, основные определения и формулы, достаточные для решения за-
дач. Пособие составлено таким образом, что наряду с теоретической 
частью содержит подробный разбор типовых задач, решение которых 
позволит читателю глубже понять и закрепить изученный материал.  

Предлагаются также задачи для самостоятельной работы, к ко-
торым приведены ответы в конце каждого раздела. Предложенные за-
дачи для самостоятельной работы могут использоваться преподавате-
лем для работы на практических занятиях, а также при подготовке к 
контрольной работе и итоговой форме контроля. 

В конце каждого раздела содержатся контрольная работа и зада-
ния для самостоятельного решения, которые являются заданиями по 
целому разделу курса. Задания выдаются по вариантам и являются 
индивидуальными для обучающегося в каждой академической группе. 
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1. ИСТОРИЯ РАЗВИТИЯ МАТЕМАТИКИ 
 

1.1. Начальный этап развития математических знаний 
 
Способности к абстрагированию стали развиваться у людей с 

незапамятных времен. Вряд ли можно представить жизнь даже очень 
отдаленных предков, не предполагая у них необходимости, скажем, в 
пространственной и количественной ориентировке. Например, чтобы 
вырыть яму для ловли зверя или пронести тушу убитого зверя через 
вход в пещеру, надо как-то учитывать пространственные формы и ве-
личину предметов и отвлекаться от других их свойств. 

Наблюдения за предметами окружающей действительности и 
обращение с ними в процессе трудовой деятельности учили человека 
замечать свойства предметов, играющие существенную роль при ре-
шении практических задач, которые, естественно, возникали уже при из-
готовлении орудий охоты и земледелия, при постройке жилищ и т. д.  
Сосредоточивая главное внимание на этих свойствах, люди постепен-
но научились мысленно отделять их от других свойств и даже от са-
мих предметов, с которыми они неразрывно связаны в действитель-
ности, стали рассуждать об отвлеченных свойствах как о самостоя-
тельных (абстрактных) предметах и наделять их названиями так же, 
как это делали с чувственно воспринимаемыми вещами. Так, обще-
ственная практика и развитие языка постепенно приводили к форми-
рованию различных понятий, в том числе и таких абстрактных, в ко-
торых находят отражение только пространственные формы и количе-
ственные отношения. 

Наблюдения за границами, отделяющими предметы друг от дру-
га, естественно, приводят к выделению простейших геометрических 
элементов, из которых они состоят, т. е. к понятиям о поверхности, 
линии и точке. Так, например, если в какой-нибудь сосуд налита вода, 
то она принимает определенную форму. Уже на этом простом приме-
ре видно, что одну и ту же поверхность тела можно рассматривать и 
как нечто целое, и как состоящее из некоторых частей. Части эти вы-
деляются уже тем, что одна из них является общей границей воды и 
стенок сосуда, а другая – общей границей воды и воздуха; их общей 
границей служит линия. Такого рода наблюдения на протяжении дли-
тельного исторического периода приводят к тому, что поверхность 
надо понимать как общую границу двух тел или частей тела, линию ‒ 
как общую границу двух частей поверхности, точку ‒ как общую  
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границу двух частей линии. При этом важнейшим свойством поверх-
ности служит то, что она мыслится без толщины. Если понимать по-
верхность как нечто, имеющее толщину, то она теряет свою специфи-
ку служить общей границей двух тел. Аналогично линию надо мыс-
лить без ширины, так как в противном случае она не может служить 
общей границей двух частей поверхности. Точка как общая граница 
двух частей линии не имеет никаких измерений.  

Человеку трудно было мысленно выделить простейшие геомет-
рические абстракции, но когда он почувствовал и узнал, скажем, что 
прямая обладает наиболее простыми свойствами из всех других ли-
ний, тогда он сам стал проводить прямые. Заметив, что геометриче-
скими свойствами луча Солнца, проникающего в маленькое отверстие 
темного помещения, обладает и туго натянутая на двух опорах нить, и 
даже веревка, люди немедленно воспользовались этим при изготовле-
нии различных брусьев, стержней, линеек, при постройке жилищ, 
планировании земельных участков и т. д. 

Целесообразность практического использования плоских и пря-
молинейных форм диктуется и физическими свойствами тел. По рав-
нине легко и удобно перемещаться. Прямолинейное движение при 
этом сопряжено с наименьшими затратами времени и сил. На гори-
зонтальной плоскости тела приобретают устойчивое положение, 
предметы с плоскими и прямолинейными формами легко совмещают-
ся и примыкают друг к другу без зазоров и т. д. 

На уяснении характера геометрических абстракций особенно 
сказалась практика планирования и измерения на земной поверхно-
сти. Участок земли часто приходилось считать куском плоскости, а 
его границу ‒ геометрической линией. На нем приходилось мысленно 
проводить различные линии, считая предметы, расположенные на 
границе, тачками, и таким путем разбивать этот кусок плоскости на 
геометрические фигуры желательного вида. 

Из постоянного сравнения предметов со стороны их формы и 
размеров выделялось то общее, что связывает предметы независимо 
от их вещественного содержания, формировалось общее понятие о 
пространственной форме и геометрической фигуре. Всякий частный 
вид геометрической фигуры ‒ прямоугольник, треугольник, круг, шар 
и т. д. – использовался в практических целях, где он проявлял новые 
свойства. Так практически складывались представления, составляю-
щие основу формирования понятий геометрии, вместе с этим на  
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основе опыта и запросов практики возникали и развивались простей-
шие понятия арифметики. 

На основании некоторых косвенных данных, какими служат, 
например, наблюдения за культурой отсталых племен и народностей, 
можно считать, что вначале люди располагали, по-видимому, весьма 
ограниченным запасом первых натуральных чисел. При этом число 
воспринималось сначала как неотъемлемое свойство той или иной со-
вокупности предметов, а потом постепенно выделялось на основе 
сравнения разнообразных множеств с некоторым стандартным мно-
жеством, которым чаще всего служило множество пальцев рук и ног. 
Знаменитый русский путешественник ученый Н. Н. Миклухо-Маклай 
так описывает в своих сочинениях характер счета у туземцев Новой 
Гвинеи: «...Папуас загибает один за другим пальцы руки, причем из-
дает определенный звук, например, „бе, бе, бе”. Досчитав до пяти, он 
говорит „ибон-бе” (рука). Затем он загибает пальцы другой руки, сно-
ва повторяет „бе, бе, бе”, пока не доходит до „ибон-ал” (две руки). За-
тем он идет дальше, приговаривая „бе, бе, бе”, пока не доходит до 
„самба-бе” и „самба-али” (одна нога, две ноги). Если нужно считать 
дальше, папуас пользуется пальцами рук и ног кого-нибудь другого». 
Мы видим, что здесь, например, число пять понимается как столько, 
сколько пальцев на руке. 

В связи с развитием практической деятельности развивалась и 
система чисел с ее связями и законами. Большое значение в этом от-
ношении имело введение обозначений для чисел, относящееся, веро-
ятно, ко времени зарождения письменности. Это можно рассматри-
вать как первый шаг по пути развития специфического для математи-
ки языка знаков и формул. 

Наиболее древнее руководство по математике, дошедшее до нас 
в виде рукописи египетского писца Ахмеса, было составлено более 
чем за 1700 лет до нашей эры. Оно представляет сборник задач, кото-
рые должны были уметь решать царские чиновники. Среди этих задач 
встречаются уже отвлеченные задачи в виде упражнений в искусстве 
вычислений с дробями, но основное содержание все же составляют 
практические задачи на вычисление площадей земельных участков, 
на перевод одних мер зерна в другие, на определение земельных ра-
бот и заработной платы, вместимости сосудов и амбаров и т. д. 

В те отдаленные времена, конечно, еще не было геометрии и ариф-
метики как отдельных областей знания. Наука делала только первые шаги 
в направлении систематизации и обобщения накопленного опыта.  
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Однако и тогда в ряде стран и, в особенности в Египте и Вавилоне, на 
разнообразном конкретном материале появляются заметные ростки 
отвлеченных математических рассуждений. 

Процесс формирования научных понятий сопровождается по-
степенным уяснением законов и навыков обращения с ними как с ос-
новными формами мышлении, входящими в состав суждений и умо-
заключений. Результаты этого стали сказываться в Древней Греции 
примерно с VII в. до н. э. Математические знания, перешедшие из 
Египета и Вавилона, стали здесь заметно приобретать качественно 
новую форму. В связи с их систематизацией выделяются наиболее 
общие понятия и предложения, на основе которых определяются дру-
гие понятия математики. Некоторые исходные положения об их свой-
ствах, справедливость которых неизменно подтверждалась в практике 
на протяжении многих веков, фактически становятся аксиомами. Дру-
гие же свойства стали устанавливать с помощью рассуждений без об-
ращения к опыту, т. е. оформлять их в виде теорем с доказательства-
ми, схожими с теми, какие изучаются теперь в школьном курсе. 

Пифагор и его ближайшие ученики (VI‒V вв. до н. э.) уже вла-
дели логическим доказательством многих теорем геометрии. Они ос-
новательно развили и учение о числах. Придавая особенно большое 
значение выяснению закономерностей в числах четных и нечетных, 
простых и составных в так называемых фигурных, совершенных, а 
также в пропорциях. 

Как полагают историки, математика в V‒IV вв. до н. э. приобре-
тает примерно такой вид, в каком дошла она до нас в «Началах» 
Эвклида (III в. до н. э.), т. е. становится теоретической наукой с ха-
рактерным для нее дедуктивным методом, выражающим движение 
мысли от общего к частному. При этом считают, что развитие и выяв-
ление существа этого характерного для математики метода было де-
лом пифагорейской школы. 

 
1.2. Период элементарной математики 

 
Чистая математика, сложившаяся в Древней Греции, о которой 

мы судим, главным образом, по «Началам» Эвклида, в своем даль-
нейшем развитии оказывается тесно связанной с развитием общества 
и запросами его экономической жизни. 

Обычно полагают, что до XVII в. она была элементарной мате-
матикой, которая характеризуется в основном как математика посто-
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янных величин и простейших геометрических фигур. Производствен-
ная жизнь в эту эпоху предъявляла к математике требования в отно-
шении решения элементарных задач, сводящихся к простому счету 
предметов, к измерению времени, площадей земельных участков, ко-
личества продуктов, к вычислениям, связанным со строительством, и 
т. п. И математика удовлетворила эти требования. Геометрия позво-
лила решать задачи с прямолинейными фигурами и с простейшими 
криволинейными фигурами, встречающимися в практике (преимуще-
ственно круг и его части). Арифметика в Древней Греции не достигла 
такого совершенства, как геометрия, но древние греки уже знали о 
бесконечности натурального ряда чисел и считали, что свойства чисел 
можно устанавливать логически так же, как доказываются и теоремы 
геометрии. В дальнейшем была хорошо развита арифметика рацио-
нальных чисел, хотя строго логическое обоснование арифметики в 
целом относится к следующему периоду. 

Появившиеся еще в древности зачатки алгебры при дальнейшем 
развитии привели к тому, что в IX в. алгебра оформилась в самостоя-
тельную дисциплину, изучающую уравнения. Для нужд астрономии 
Птолемеем (II в. н. э.) была составлена таблица хорд, заменяющая в то 
время таблицы тригонометрических величин, что положило начало 
развитию тригонометрии. 

В годы наибольшего расцвета древнегреческой культуры (III в. до н. э.) 
Аполлоний в исследованиях конических сечений и Архимед в вычисле-
ниях площадей и объемов вплотную подошли к идеям высшей матема-
тики. Но производственная деятельность того времени не предъявляла 
настоятельных требований в отношении развития таких исследований. 
Математические исследования в этот период ограничились сферой та-
ких понятий, как понятие числа, величины геометрической фигуры. 

Элементарная математика может дать математическую характе-
ристику только состояния, а не процесса, и вопрос о движении в ней 
не ставится. Для задач, решаемых средствами элементарной матема-
тики, характерно, что в них имеют дело с определенным числом 
неизменных фигур и величин, производят отдельные действия с от-
дельными числами, и таких актов всегда бывает вполне определенное 
число. Задачи решаются не на основе общего метода, а чаще всего пу-
тем особого подхода для каждой задачи. 
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1.3. Период высшей математики 
 
В эпоху Средневековья идейный уровень математики, достигну-

тый в Древней Греции, существенно не изменился. Известный застой 
в науке в то время был обусловлен весьма ограниченными запросами 
феодального общества и реакционным влиянием церкви, власть кото-
рой была направлена на подавление всего нового. 

Заметное движение в науке появилось в эпоху Возрождения в 
связи с появлением нового общественного класса буржуазии и ослаб-
лением феодальной идеологии. Рост городов приводил к развитию 
торговли, которая с развитием мореплавания распространялась и на 
отдаленные районы. Открытие в конце XV в. Америки и морского пу-
ти в Индию способствовало расширению умственного горизонта лю-
дей, изучению природных богатств различных районов земли. От ку-
старного производства стали переходить к более совершенным видам 
общественного производства. Стали развиваться промышленность и 
транспорт, морское и военное дело, а это требовало от естественных 
наук и математики решения серьезных научно-теоретических про-
блем. Такими проблемами были, например, задачи определения ме-
стоположения корабли в море и составления географических карт. 
Начальная стадия развития капитализма серьезно расширила круг за-
дач, которые должна решать математика. Перед астрономией, меха-
никой и физикой, а вместе с тем и перед математикой была поставле-
на задача изучения различных форм движения, прежде всего механи-
ческого движения. Возникла необходимость развития новой механики 
‒ механики движущихся тел. 

Наиболее важные научные открытия, обусловливающие переход 
математики на качественно новый этап развития, были сделаны Гали-
леем (1564 ‒ 1642) и Кеплером (1571 ‒ 1630). Галилей установил за-
кон свободного падения тел. Он же установил, что струя воды, выте-
кающая из бокового отверстия сосуда под давлением воды, имеет 
форму параболы. Галилей занимался также вопросами военного дела, 
где важно было изучить траекторию снаряда, связанную с наклоном 
орудия, чтобы рассчитать попадание его в цель. Немецкий математик 
Кеплер открыл закон движения планет вокруг Солнца. Было установ-
лено, что планета движется по эллипсу, в одном из фокусов которого 
находится Солнце, что отрезок прямой, соединяющий планету с 
Солнцем, в равные промежутки времени описывает равновеликие фи-
гуры, что планеты движутся по эллипсам с переменными скоростями, 
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зависящими от размеров орбиты. Во всех таких задачах приходилось 
иметь дело с кривыми, которые описываются движущимся телом и 
связанными с ним отрезками, длина которых изменяется в процессе 
движения. Средства элементарной математики для таких задач были 
явно недостаточны. 

Существенный вклад в математику внес французский математик 
Виет (1540 ‒ 1603), перешедший в алгебре к систематическому упо-
треблению букв для обозначения чисел. Эго послужило серьезной 
предпосылкой для развития абстрактного мышления. Шотландский 
математик Непер (1550 ‒ 161?) открыл таблицы логарифмов, которые 
существенно расширили и упростили вычислительные возможности 
математики. В 1637 г. французский математик и философ Декарт 
(1596 ‒ 1650) опубликовал «Геометрию», представляющую в основ-
ных чертах изложение той математической дисциплины, которая 
позднее стала называться аналитической геометрией. Он впервые 
пришел к понятию переменной величины и функциональной зависи-
мости, решая геометрические задачи с помощью аппарата арифмети-
ки и алгебры. Это, можно сказать, и определило переход к высшей 
математике. Ф. Энгельс по этому поводу писал: «Поворотным пунк-
том в математике была декартова переменная величина. Благодаря 
этому в математику вошли движение и диалектика и благодаря этому 
же стало немедленно необходимым дифференциальное и интеграль-
ное исчисления...». 

Сам термин «функция» впервые встречается в трудах немецкого 
математика Лейбница (1646 ‒ 1716), который вначале, как и Декарт, 
усматривал функциональную зависимость в задачах по геометрии. 
Английский математик и физик Ньютон (1643 ‒ 1727) широко ис-
пользовал понятие функциональной зависимости в механике. Геомет-
рической задачей, приводящей к основным понятиям дифференци-
ального исчисления служит задача проведения касательной к кривой 
в данной точке; механической задачей является задача определения 
скорости движения в данный момент времени. В отношении инте-
грального исчисления аналогичную роль играют задача определения 
площади плоской фигуры по заданному контуру и определение зако-
на движения по заданной скорости. В связи с весьма простым меха-
ническим и геометрическим толкованием основных понятий диффе-
ренциального и интегрального исчислений высшая математика сразу 
же получила широкое применение в механике, геометрии, физике, 
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технике и т. д., что в свою очередь послужило важным стимулом ее 
бурного развития на протяжении XVII и XVIII столетий. 

История знает много выдающихся математиков того времени, 
среди которых особенно выделяется петербургский академик Леонард 
Эйлер (1707 ‒ 1783). Ему принадлежат 756 работ, охватывающих все 
разделы математики того времени. Работы эти, в частности его учеб-
ники, имели огромное значение для дальнейшего развития математи-
ческих знаний. Заметим, что Эйлеру принадлежит введение привыч-
ного теперь общего обозначения функции в форме f(х). 

Жизненность новых теорий эффективно подтверждалась прак-
тикой, но в их логическом обосновании было много неясного. Требо-
вали уточнения почти все понятия высшей математики и прежде все-
го понятие бесконечно малой величины и бесконечного ряда. В новых 
непривычных методах было много непонятного. 

Очень большое значение для уяснения методов высшей матема-
тики имели работы французского математика Коши (1789 ‒ 1857). 
Разработанная им теория пределов была положена в основу высшей 
математики и дала возможность изложить дифференциальное и инте-
гральное исчисления («Курс анализа») логически более четко и 
стройно. Этому ученому принадлежит также заслуга в расширении 
сферы применения новых методов на функции комплексной перемен-
ной. 

Переход к высшей математике не означает отказ от элементар-
ной математики, он означает только существенное расширение задач 
и коренное изменение в методах их решения. В элементарной матема-
тике противопоставляется прерывное и непрерывное, конечное н бес-
конечное, кривое и прямое, точное и неточное и т. д., дальше этого 
противопоставления не идут; в высшей математике на этом противо-
поставлении не останавливаются, а идут дальше. В бесконечных про-
цессах, связанных с переходом к пределу, эти противоположности пе-
реходят друг в друга. Так, например, при определении и вычислении 
длины дуги кривой мы заменяем дугу кривой вписанной в нее лома-
ной, заведомо допуская погрешность. Затем, изучая процесс неогра-
ниченного увеличения числа звеньев ломаной при неограниченном 
уменьшении длины наибольшего из них, замечаем, что допущенная 
погрешность является в этом процессе закономерно исчезающей. 
Применение анализа и синтеза в их единстве позволяет затем перейти 
от неточного к точному. При всем этом средства элементарной мате-
матики не только не отбрасываются, а используются с большей силой. 
Вычисления средствами элементарной математики выступают здесь 
как отдельные звенья цепи с общим законом ее образования. Опера-
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ция перехода к пределу, играющая в высшей математике определяю-
щую роль, выступает здесь в форме предела суммы, число слагаемых 
которой неограниченно возрастает, а каждое в отдельности стремится 
к нулю. Все это характеризует гибкость понятий высшей математики. 

Ф. Энгельс, указывая на различие в подходах элементарной и 
высшей математики, писал следующее: «Элементарная математика, 
математика постоянных величин, движется по крайней мере в общем 
и целом внутри формальной логики, математика переменных вели-
чин, самый значительный отдел которой составляет исчисление бес-
конечно малых, есть по своей сущности не что иное, как применение 
диалектики к математическим отношениям». 

 
1.4. Современная математика 

 
В XIX в. наблюдается дальнейшее развитие высшей математики 

и ее новых теорий в связи со все большим охватом ими задач механи-
ки, физики, всего точного естествознания и техники. При этом все 
большее значение приобретают вопросы упорядочения фактического 
материала и связанные с этим вопросы логического обоснования ма-
тематики вообще. В процессе решения этих вопросов создаются такие 
теории, необходимость которых вызывается не непосредственными 
запросами практики, а потребностями внутреннего развития самой 
математики. Все это приводит к коренным изменениям взглядов на 
основы математики и знаменует переход ее на качественно новую 
ступень развития, называемую современной математикой. 

Очень важной предпосылкой для изменения взглядов на основы 
математики были работы, связанные с критическим анализом основ 
эвклидовой геометрии, завершившиеся открытием Н. И. Лобачевским 
в 1826 г. его новой (неэвклидовой) геометрии. Он пришел к выводу, 
что аксиома параллельности Эвклида представляет не вполне логиче-
ски оправданное допущение и заменил ее другой аксиомой, согласно 
которой в плоскости через точку, взятую вне данной прямой, прохо-
дит не одна прямая, параллельная данной, а две (и следовательно, 
бесконечное множество не пересекающих ее прямых). Исходя из это-
го он развил свою «воображаемую геометрию», так же логически не-
противоречивую, как и геометрия Эвклида. 

Это открытие было настолько революционным, что английский 
математик Сильвестр назвал Лобачевского Коперником геометрии. 
Действительно, до Лобачевского геометрия Эвклида рассматривалась 
как единственно возможное и неизменное в своих основах учение  
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о пространстве. На это нередко опирались представители идеалисти-
ческого мировоззрения, например, немецкий философ Кант 
(1724‒1804) полагал, что в основе геометрии лежат пространственные 
формы чувственности и рассудка, данные человеку от рождения. От-
крытие Лобачевским, а затем Риманом (1726‒1804) пространственных 
закономерностей, отличных от привычных эвклидовых, опровергало 
такой взгляд на природу знания. Оно привело к значительным обоб-
щениям в геометрии, к развитию взглядов на пространство и нашло 
применение в теории относительности Эйнштейна. 

Тенденции к созданию широко обобщающих теорий наиболее 
отчетливо проявляются во второй половине XIX в. и становятся ха-
рактерной особенностью математики на современном этапе развития. 

С середины XIX в. отчетливо осознается тот факт, что арифме-
тические операции с их основными законами обладают общим харак-
тером и специфически применимы не только к числам, но также и к 
объектам другой природы (к многочленам, подстановкам и т. д.), что 
в корне изменило взгляды на предмет изучения алгебры. Английский 
математик Дж. Буль (1815 ‒ 1864) создал алгебру, в которой буквы 
обозначали высказывания и которая в XX в. послужила основой для 
развития так называемой математической логики. Уже тогда, в 1854 г. 
он уверенно высказал мысль о том, что «в природе математики не за-
ложена необходимость заниматься идеями числа и величины». 

Расширению взглядов на предмет математики особенно способ-
ствовала разработанная в своих основах немецким математиком  
Г. Кантором (1845 ‒ 1918) общая теория множеств, в которой рас-
сматривались операции над множествами любой природы. Кантор 
стал оперировать бесконечными множествами как данными законом 
их образования, подобно тому, как оперируют конечными множе-
ствами. Он установил количественные характеристики, позволяющие 
сравнивать бесконечные множества в соответствии с их структурой, 
например, существенно различать множество всех рациональных чи-
сел и множество всех действительных чисел. 

К концу XIX в. сложился определенный взгляд на требования к 
логической строгости любой математической теории. Большое значе-
ние в этом отношения имели работы итальянского математика Пеано 
(1858 ‒ 1932) и немецкого математика Гильберта (1862 ‒ 1943) в ча-
сти наиболее строгого изложения основ арифметики и геометрии. В 
работе Гильберта «Основания геометрии» были устранены недостат-
ки в логическом построении геометрии Эвклида. При этом стало ясно, 
что установленные в ней закономерности имеют общий характер.  
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Они относятся не только к «точкам», «прямым» и т. д., связанным с 
наглядным представлением, во и к любым другим возможным объек-
там, лишь бы они удовлетворяли данной системе аксиом. 

Таким образом, был разработан аксиоматический метод постро-
ения любой математической теории, который в общих чертах можно 
охарактеризовать следующим образом. Любая математическая теория 
имеет дело с одним или несколькими множествами объектов, связан-
ных между собой некоторыми отношениями. Основные свойства этих 
объектов и отношений указываются системой аксиом, не затрагива-
ющих конкретной природы объектов и отношений. На этой базе и 
производится строго логическое развитие теории, при котором все 
новые объекты и отношения формально определяются через введен-
ные, а их свойства доказываются, опираясь только на аксиомы или на 
предложения, установление на их основе. 

Однако для важного обоснования теории приходится решать 
ещё ряд важных вопросов, относящихся к самой системе аксиом, 
например о их непротиворечивости в том смысле, что при указанном 
развитии теории никогда не будут получены противоречащие друг 
другу предложения. При этом возникают также вопросы о надежно-
сти логических средств, применяемых в математике. В связи с реше-
нием такого рода вопросов получила развитие математическая логи-
ка. 

Математическая теория, построенная аксиоматически, является 
чрезвычайно абстрактной, поскольку она распространяется на любые 
объекты (не только известные, но и логически возможные), которые 
удовлетворяют принятой системе аксиом. Поэтому современная ма-
тематика представляется совокупностью абстрактных форм или, как 
говорят, математических структур. 

Заметим, что, как и прежде, представители идеалистического 
мировоззрения используют абстрактный характер математики для 
выводов о ее полной независимости от задач изучения материального 
мира. Они, например, утверждают, что «положения чистой математи-
ки не говорят ничего о действительности», в то время как на самом 
деле современная математика в своих понятиях и теориях отражает 
большую широту связей с действительностью, чем это представля-
лось прежде. Теперь в рамках одной теории охватывается изучением не 
один круг явлений, а много различных кругов, имеющих одинаковую 
формальную структуру. Количественная форма, которую имеет та или 
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иная математическая теория, кажется бессодержательной и пустой 
потому, что она может быть наполнена различным содержанием. 

Новые понятия и теории не создаются на пустом месте, как это 
нередко утверждают идеалисты, а возникают на основе накопленного 
знания и практического опыта. Поэтому определение предмета мате-
матики и на современном этапе развития остается, в сущности, таким 
же, каким его сформулировал Энгельс, только оно наполняется зна-
чительно более богатым содержанием. 

Количественные отношения, в отличие от качественных, харак-
теризуются лишь своим безразличием к конкретной природе тех объ-
ектов, которые они связывают. Поэтому они и могут быть совершен-
но отделены от их содержания, как от чего-то безразличного для дела 
(как указывает об этом Энгельс). С этой точки зрения количественные 
отношения в современной математике выступают еще более харак-
терно как предмет ее изучении. Что касается пространственных форм, 
то можно заметить, что уже с появлением аналитической геометрии 
преодолено абсолютное противопоставление геометрии, изучающей 
пространственные формы, остальной математике Появилась возмож-
ность переводить геометрические задачи на язык алгебры и анализа, 
чтобы решать их чисто алгебраическими и аналитическими методами. 

В связи с этим можно считать, что включение в определение 
предмета математика пространственных форм является указанием на 
относительную самостоятельность геометрических разделов матема-
тики. Можно говорить и о количественной форме как о системе от-
ношений частей целого. Изучению в математике подлежат любые 
формы действительности, объективно не зависящие от содержания в 
такой степени, что могут быть полностью отвлечены от него, т. е. 
«чистые» формы. 

Однако отделение формы от содержания носит характер не про-
стого «фотографирования» действительности, а связано с ее упроще-
нием и схематизацией. Поэтому процесс познания явлений конкрет-
ной действительности происходит в борьбе двух тенденций: выделе-
ния формы изучаемых явлений и ее логического анализа и вскрытия 
моментов, не укладывающихся в эти формы с дальнейшим переходом 
к рассмотрению новых форм, более гибких и полнее охватывающих 
явление. Это легко проследить, например, в процессе развитая поня-
тия числа, функции. 
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При таких переходах от одних форм к другим решающую роль 
играет практика как источник и цель всякого знания и как единствен-
ный критерий истины. 

Истина усматривается в правильном отражении действительно-
сти в системе понятий, а логическая непротиворечивость теории 
представляет лишь ступень в ее познании. Логическая истинность яв-
ляется необходимым условием для установления новой более гибкой 
формы как самостоятельного предмета изучения, при этом использу-
ется весь абстрактный аппарат математики. Соответствие новой фор-
мы действительности устанавливается нередко сложным путем через 
другие науки, так или иначе связанные с практикой. Именно таким 
путем при указанной смене форм приобретают прикладное значение 
такие понятия и теории, которые возникали из внутренних потребно-
стей самой математики. Например, математическая логика нашла 
применение в вычислительной технике, которая в свою очередь чрез-
вычайно расширяет возможности чистой математики. В постоянном 
переходе чистой математики в прикладную, сопровождаемом разре-
шением противоречий процесса познания, и состоит прогрессивное 
развитие математики. 

Современная математика характерна тем, что к процессу расши-
рения предмета ее исследований стали подходить сознательно, рас-
сматривая не только известные уже пространственные формы и коли-
чественные отношения, но и логически возможные формы и отноше-
ния.  

2. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 
 

2.1. Матрицы 
 

2.1.1. Основные определения 
 
Матрицей размера nm ×  называется прямоугольная таблица 

чисел, содержащая m  строк и n  столбцов. Числа, составляющие мат-
рицу, называются элементами матрицы. 

Матрицы обозначаются прописными (заглавными) буквами ла-
тинского алфавита, например, А, В, С, …, а для обозначения элементов 
матрицы используются строчные буквы с двойной индексацией: 

ija ( )njmi ,,2,1;,,2,1 22 == , где i  – номер строки; j  – номер столбца.  
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=×

mnmjmm

inijii

nj

nj

nm

aaaa

aaaa

aaaa
aaaa

А

22
22222

22
222222

22

22

21

21

222221

111211

. 

Например,  














−

−
=×

542
253
301

33А . 

Наряду с круглыми скобками используются и другие обозначе-
ния матрицы:[ ] .,  

Равными, называются две матрицы A  и B  одного размера если 
они совпадают поэлементно, т.е. ijij ba =  для любых 

.,,2,1;,,2,1 njmi 22 ==  
Матрицей-строкой (вектором-строкой) называется матрица, 

состоящая из одной строки, а из одного столбца – матрицей-
столбцом (вектором-столбцом): 

Например, 

( ) −= naaaA 11211 ,,2 матрица-строка; −
















=

1

21

11

mb

b
b

B
2

матрица-столбец. 

Квадратной матрицей n -го порядка называется матрица у ко-
торой, число её строк равно числу столбцов и равно n. 

Например,    











−

−
=

384
750

471
A  

– квадратная матрица третьего порядка. 
Диагональными элементами матрицы А называются элемен-

ты ,ijа  у которых номер столбца равен номеру строки  ( )ji = , и они 
образуют главную диагональ матрицы. Для квадратной матрицы 
главную диагональ образуют элементы  .,,, 2211 nnaaa 2  
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Диагональной матрицей называется матрица, у которой все 
недиагональные элементы равны нулю. 

Например,  












−
=

800
0100
006

A  

‒ диагональная матрица третьего порядка. 
Верхней треугольной матрицей n -го порядка называется 

матрица, у которой элементы ниже диагонали равны нулю. 
Например,  







=

22

1211
0 a

aaА  

‒верхняя треугольная матрица второго порядка. 
Нижней треугольной матрицей n -го порядка называется мат-

рица, у которой элементы выше диагонали равны нулю. 
Например,  







=

2221

11 0
aa

aА  

‒ нижняя треугольная матрица второго порядка. 
Единичной матрицей n -го порядка называется диагональная   

n -го порядка, у которой все диагональные элементы равны единице. 
Она обозначается буквой Е . 

Например,  
















=

100
010
001

Е  

‒ единичная матрица третьего порядка. 
Нулевой, или нуль-матрицей любого размера, называется мат-

рица, у которой все элементы равны нулю: 
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=×

000
...
000
000

2
222
2
2

nmО  . 

 
2.1.2. Действия над матрицами 

  
1. Произведением матрицы A  на число λ  называется матрица 
AС λ= , элементы которой ijij aс λ= ( njmi ,,2,1;,,2,1 22 == ). 
Например, если  






−=





−= 312

9153то,14
35 AA . 

Замечание. Общий множитель всех элементов матрицы можно 
вынести за её знак. 

Например,  

.2021
371124042

61422 




=





  

2. Суммой двух матриц BA и  одинакового размера nm ×  
называется матрица BAC += , элементы которой ijijij baс +=  
( njmi ,,2,1;,,2,1 22 == ). 

Замечание. Матрицы складываются поэлементно 
Например, 

=







= BA ;

646
031

.
898
460

;
252
431








 −
=+=







 −−
BAC  

Замечание. В частном случае .AA =+Ο  
Разность двух матриц одинакового размера определяется через 

предыдущие операции:  

( ) .1 BABA ⋅−+=−  

Пример. Найти линейную комбинацию матриц BA 52 − , если 
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−
−

=
074
321

A ; 






 −
=

341
210

B . 

Решение.  

=






 −
⋅−








−
−

⋅=−
341
210

5
074
321

252 BA  

=







−−−−
−+−−

=






 −
−








−
−

=
150201458
1065402

15205
1050

0148
642

 









−−−
−−

=
15613
492

. 

3. Произведением матрицы A на матрицу В называется такая 
матрица 

nkkmnm ВАС ××× ⋅= , 

каждый элемент которой ijс  равен сумме произведений элементов i-й 
строки матрицы A на соответствующие элементы j-го столбца матри-
цы B:     

( )∑
=

===+++=
k

s
sjiskjikjijiij njmibabababaс

1
2211 .,,2,1;,,2,1 222  

Замечание. Произведение матриц определено, когда число 
столбцов первой матрицы равно числу строк второй. 

Пример. Вычислить произведение матриц BA ⋅ ,   

где 







−

−
=

103
211

A ; 
















−
−
−

=
210

321
212

B . 

Решение. Найдем размер матрицы-произведения (если умноже-
ние матриц возможно). Вычислим элементы матрицы-произведения 
С, умножая элементы каждой строки матрицы A на соответствующие 
элементы столбцов матрицы В следующим образом: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =








−⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+−⋅−⋅+⋅+⋅−
−⋅−+⋅+⋅⋅−+−⋅+−⋅⋅−+⋅+⋅= 213023112013011023

2231211221110)2(1121С









−−

−
=








−+−++++−

++−−−−+
=

846
953

206103006
432221012

. 

Следовательно, 






−−
−= 846

953С . 

Некоторые свойства, присущие операциям над числами, спра-
ведливы и для операций над матрицами. Это следует из определений 
этих операций: 

1. А+В=В+А.              2.  (А+В)+С=А+(В+С).     3. α (А+В)= .ВА αα +   
4. А(В+С)=АВ+АС.    5.  (А+В)С=АС+ВС.           6. А(ВС)=(АВ)С. 
7. ).()()( ВАВААВ ααα ==  

Если произведение матриц АВ существует, то после перестанов-
ки сомножителей местами произведение матриц ВА может и не суще-
ствовать. Если даже произведения АВ и ВА существуют, то они могут 
быть матрицами разных размеров и коммутативный (переместитель-
ный) закон умножения, вообще говоря, не выполняется, т.е.  

АВBA ⋅≠⋅  

Рассмотрим это утверждение на следующем примере. 

Пример. Найти произведения матриц AB  и BA  (если они суще-

ствуют): 







−

=
11
32

A ; 







−

=
32

73
B .  

Решение. 









−−

=







−+⋅−⋅+⋅−
−⋅+⋅⋅+⋅

=







−

⋅







−

=⋅
101
512

)3(1712131
)3(3722332

32
73

11
32

BA . 

 








−
=








⋅−+⋅−⋅−+⋅

⋅+⋅−⋅+⋅
=








−

⋅







−

=⋅
37

161
1)3(32)1()3(22

1733)1(723
11
32

32
73

AB . 

Получим, что BAAB ≠ , т.е. произведение матриц не обладает 
коммутативным свойством. 
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В частном случае коммутативным законом обладает произведе-
ние любой квадратной матрицы nА -го порядка на единичную мат-
рицу Е того же порядка, причем это произведение равно  

АЕ=ЕА=А. 

Таким образом, единичная матрица играет при умножении мат-
риц ту же роль, что и число 1 при умножении чисел. 

4. Целой положительной степенью )1( >mАm  квадратной 
матрицы А называется произведение m матриц, равных А, т.е. 

.AAAАm ⋅⋅⋅= 2  

Заметим, что операция возведения в степень определяется толь-
ко для квадратных матриц. По определению, полагают 

.; 10 ААЕА ==  Нетрудно показать, что 
.)(; mkkmkmkm AAAAA ==⋅ +  

Пример. Найти .42
13где,2 





=АA  

Решение. .1810
710

41
13

42
132 





=











=А   

5. Транспонирование матрицы – переход от матрицы А к мат-
рице ТА , в которой строки и столбцы поменялись местами с сохране-
нием порядка. Матрица ТА  называется транспонированной относи-
тельно матрицы А: 

.,

21

22212

12111

21

22221

11211

















=
















=

mnnn

m

m
Т

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

aaa

aaa
aaa

А

2
2222

2
2

2
2222

2
2

 

Из определения следует, что если матрица А имеет размер nm× , 
то транспонированная матрица ТА  имеет размер .mn×   

Пример. Найти линейную комбинацию матриц BA 52 − , если 









−
−

=
074
321

A ; 






 −
=

341
210

B . 
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Решение.  

=






 −
⋅−








−
−

⋅=−
341
210

5
074
321

252 BA  

=







−−−−
−+−−

=






 −
−








−
−

=
150201458
1065402

15205
1050

0148
642

 









−−−
−−

=
15613
492

. 

Пример. Транспонировать матрицу 




 −=× 423

521
32A . 

Решение. Матрица A  имеет размерность 32× , следовательно, 
размерность матрицы TA  – 23×  

.
45
22
31

23 










−
=×

ТA  

Свойства операции транспонирования: 

1. ( ) .АА
ТТ =              2. ( ) .ТТ АА αα =         3. ( ) ТТТ ВАВА +=+ .         

4. ( ) ТТТ АВАВ = . 

 

Задания для решения в аудитории 
 

1. Найти произведение матриц А = 











3
4
1

 и В = ( )142 . 

2. Найти произведение матриц А= ( )21  и В = 






65
43

.
 

3. Вычислить определитель матрицы А = 















−

113
320
121

 

4. Даны матрицы А = 






43
21 ; В = 







31
25 .  Найти det (AB). 

. 

. 
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5. Даны матрицы А = 











323
412
321

; B = 











421
875
431

. Найти 2А + В,А∙В. 

6. Даны матрицы А = 











− 241
142
301

; В = 











2
3
1

; С = 









−

1
2
1

 и число α = 2. 

Найти АТВ+αС. 

7. Даны матрицы А = 









 −−

221
213
121

; B = 











421
875
431

. Показать, что 

( ) ТТТ АВАВ = . 
8. Найти линейную комбинацию матриц 

















−

−
=

76
15
94

A ; 
















−
−=

25
61
23

B : а) BA 2− ; б) BA 32 + . 

 
Ответы. 

1.










=⋅

3126
4168
142

ВА ; ВА = 21. 2. ( )1613 . 3. 19. 4. ‒26. 

5. 2А + В = 











1067
1699
1073

; АВ= 
















402916
322111
322314

. 6. АТВ+αС  = 











12
8
7

.  

8. а) 
















−
−
−−

1116
117
132

; б) 














 −

83
207
1217

. 

 
Индивидуальные задания 

 
1. Выполнить действия над матрицами. 

1. BCA +⋅ , если 







−

−
=

54
67

A ;    







−

=
29
18

B ;      







−
−

=
31
95

C . 

2. BСA −⋅ , если 






 −
=

51
23

A ;     







−
−

=
79
56

B ;     







−
−−

=
17
77

C . 
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3. BAС 2+⋅ , если 







−
−

=
43
72

A ;     






−
=

15
16

B ;      







−

=
92
54

C . 

4. TBAС +⋅ , если 







−
−

=
74
56

A ;     







−

=
19
82

B ;     







−

=
92
54

C . 

5. BAС −⋅ , если 







−

−
=

58
49

A ;   






 −
=

62
51

B ;      







−
−

=
54
13

C . 

6. BAСТ 2−⋅ , если 






 −−
=

32
46

A ; 







−

−
=

51
26

B ;   







−

=
12

110
C . 

7. BСAТ 3+⋅ , если 






 −
=

21
51

A ;   







−

−
=

26
27

B ;   







−

−
=

13
58

C . 

8. BСA 4−⋅ , если 







−−
−

=
23
11

A ;  







−

−
=

26
27

B ;  







−−

=
12

54
C . 

9. BСAT 2−⋅ , если 







−

−
=

33
16

A ;   







−
−

=
23
41

B ;   







−−

=
12

54
C . 

10. BСA 5−⋅ , если 







−−

=
23

310
A ; 








−
−

=
23
31

B ;   







−−

=
12

67
C . 

11. BСA 4−⋅ , если 







−−
−

=
23
11

A ;   







−

−
=

25
23

B ;  







−

−
=

12
57

C . 

12. BСA ⋅⋅ , если 







−−
−

=
23
11

A ;  







−

−
=

26
27

B ;   







−−

=
12

54
C . 

13. BСA 2−⋅ , если 







−
−

=
102
81

A ;   







−−

=
43

76
B ; 








−−

=
12

54
C . 

14. CBXAT =−⋅ , если 







=

23
11

A ;   







−

−
=

21
23

B ;   







−−

=
12

54
C . 

15. BСA Т 42 +⋅ , если 







−−
−

=
23
11

A ;   







−

−
=

22
11

B ;   







=

12
26

C . 

16. TBСA −⋅ , если 







−−

=
27

310
A ;  








−

−
=

26
27

B ;   







=

21
96

C . 

17. BСA 3+⋅ , если 







−−

=
23

34
A ; 








−
−

=
26
10

B ; 







−−

=
12

33
C . 
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18. BСA Т +⋅ , если 







=

26
413

A ; 







−

−
=

49
58

B ; 







−
−−

=
109
42

C . 

19. TCBAX =−⋅ , если 







−−

=
22

109
A ; 








−

−
=

26
53

B ; 







−
−

=
72
54

C . 

20. BAС 4−⋅ , если 







−−

=
54

65
A ;   








−
−−

=
29
34

B ; 







=

72
13

C . 

21. BAС 5+⋅ , если 







=

32
75

A ;    







−

−
=

89
53

B ;    







−
−

=
78
56

C . 

22. BAС 3+⋅ , если 







−−

=
24

58
A ; 







−
=

23
19

B ;   







−
−

=
72
95

C . 

23. AСB ⋅−2 , если 







=

69
57

A ;     







−

=
34

63
B ;     








−
−

=
72
110

C . 

24. AСBT ⋅+ , если 







=

42
158

A ;    







−

=
39

10
B ;    








=

02
1115

C . 

25. TAСB ⋅+− 2 , если 







−
−

=
43

108
A ;   








−

=
39

05
B ; 







−
=

02
172

C . 

 
2. Найти, если это возможно, произведение матриц АВ и ВА. 

 

1. 









 −
=

13
20
11

A ;  




= 0210

5201B . 

2. 





−= αα

αα
cos2sin
sincosA ; 






−= αα

αα
2cos2sin
2sin2cosB . 

3. 










=

333
222
111

A ; 











−−−
−−−
−−−

=
333
222
111

B . 

4. 























=

5
4
3
2
1

A ;     ( )12345=B . 
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5. 











−−
=

124
753

1010
A ; 
















=

100
110
111

B . 

6. 











−
−=

200
010
002

A ;  










−
−−

=
500
120
113

B . 

7.


















=

10000
01000
10101
00010
00001

A ; 























−
−
−
−
−

=

5
4
3
2
1

B . 

8. 













=

200
130
102

A ; 


















=
1

2

3

B . 

9. 















=

100
10001

0100
001

A ; 











−−−
−−=

235
101

402
B . 

10. 











−−
−−=

640
822

642
2A ;  












−
−=

1539
960
693

3B . 

11. 












=

222

111

xxx
xxxA ;  













=

111

222

xxx
xxx

B . 

12. 











−−−
−
−

=
1321
4321
5432

A ;  















−=
102
231
114

123
B . 

13.











−−
=

aaa

aaa
A 111 ; 












−
−

−
=

aa
aa

aa
B

1
1
1

. 

14. ( )511 −=A ;  















=

4
3
2

B . 
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15. 




= 64

31A ;   






−= 32
96B . 

16.










=

200
220
222

A ; 










=

222
022
002

B . 

17. 







=

210
302010

A ;  










=

43
30
11

B . 

18. 











−−−
=

351
210
345

A ;  















=

4
2
1

B . 

19. 
















−
−
−

=
10
5
1

A ;  










−
−

=
755
050
014

B . 

20. 










=

100
3/13/13/1
2/102/1

A ;  










=

03/13/2
02/12/1
001

B . 

21. 










=

31
25
43

A ; 






−
−= 14

52B . 

22. 







=

αα
αα

22

22

ctgsin
costgA ;  






=

αα
αα

22

22

sincos
sincosB . 

23.










=

331
445
223

A ; 










=

100
010
011

B . 

24. 















−=
1

2
1

A ; 










=

360
901
702

B . 

25. 






−= αα
αα

3cos2sin
2sin3cosA ;  







−= αα
αα

3cos2sin
2sin3cosB . 

26. 










=

20100
1001050
1050

5A ; 










=

300
030
003

3B . 

27. 




= 10

11A ;  2AB = . 
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28. 










=

bbb
aaaA
111

;  










=

ba
ba
ba

B
1
1
1

. 

29. 










=

888
444
222

A ;  










=

8/100
04/10
002/1

B . 

30. 









−
=

27100
10231
0315

A ; 










−−=

500
021
201

B . 

 
2.2. Определители квадратных матриц 

 
Определитель матрицы А обозначается ∆,А  или det A. 

Определителем матрицы первого порядка )( 11aA = , или 
определителем первого порядка, называется элемент 

11a : 111 aA ==∆ . 

Например, пусть  

)7(=A , тогда 71 == A∆ . 

Определителем матрицы второго порядка ( )ijаА = , или 
определителем второго порядка называется выражение, равное 

.21122211
2221

1211
2 аааааа

ааА −===∆  

Например, пусть ,21
83 







−=А  тогда  

( ) .14182321
83

2 −=⋅−−⋅=−== А∆  

Определителем матрицы третьего порядка 














=

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

А , или определителем третьего порядка называ-

ется выражение, равное 
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.
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
113 аа

ааааа
ааааа

аааА ⋅+⋅−⋅==∆  

Пример. Вычислить определитель третьего порядка 

152
121
234

3

−
−
−

==∆ А . 

Решение. Используем разложение определителя по первой 
строке. 

152
121
234

−
−
−

=
−

⋅−+
−

⋅−
−

−
⋅=

52
21

)2(
12
11

3
15
12

4  

)45(2)21(3)52(4 −−⋅−+⋅−−⋅= 318912 −=+−−= . 

Замечание. Определитель третьего порядка удобно вычислять 
по правилу треугольников (или по правилу Сарруса), которое опреде-
ляется схемой 

















•
•

•
+

•
•

•
+

•
•

•
−

•
•

•
+

•
•

•
+

•
•

•
=











































 . 

Например,  

( )

( ) .751202060

51143)1(40245)1(213401
452
101
431

−=+−−−+=

=⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅−⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅=−
 

Для определения определителя более высокого порядка введём 
некоторые дополнительные понятия. 

Минором ijM  элемента ija  матрицы n-го порядка А называ-
ется определитель матрицы (n‒1)-го порядка, полученной из матрицы 
А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца. Например, минором эле-
мента 12а  матрицы А третьего порядка будет 
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.23313321
3331

2321

333231

232221

131211

12 аааааа
аа

ааа
ааа
ааа

М −===  

Алгебраическим дополнением ijА элемента ija  матрицы n-го 
порядка называется его минор, взятый со знаком ( ) :1 ji+−  

( ) ,1 ij
ji

ij MA +−=  т.е. алгебраическое дополнение совпадает с мино-
ром, если сумма номеров строки и столбца  ( ji + ) – четное число, и 
отличается от минора знаком, если  ( )ji +  – нечетное число. 

Например, 

( ) ( ) .1;1 3131
13

312323
32

23 MMAММА =−=−=−= ++  

Пример. Найти алгебраические дополнения всех элементов 
матрицы 

.
241
122
311










 −
=А  

Решение. 

( ) ( ) ( ) ;6
41
22

1;3
21
12

1;0
24
12

1 31
13

21
12

11
11 =−=−=−==−= +++ AAА  

 

( ) ( ) ( ) ;5
41
11

1;1
21
31

1;14
24
31

1 32
23

22
22

12
21 −=

−
−=−=−==

−
−= +++ AAА

 

( ) ( ) ( ) .4
22
11

1;5
12
31

1;7
12
31

1 33
33

23
32

13
31 =

−
−==−=−=

−
−= +++ AAA

 
Определителем квадратной матрицы А n-го порядка называ-

ется число, равное сумме попарных произведений элементов i-й стро-
ки на их алгебраические дополнения: 

∑=+++=
=

n

s
SSnn AaAaAaAa

1
111112121111 2∆  

‒ разложение по элементам первой строки. 
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Так, например, вычисление определителя 4-го порядка сведется 
к вычислению четырех определителей 3-го порядка. 
Для избегания громоздких вычислений необходимо знание свойств 
определителей. 

Свойства определителей: 
1. Если матрица содержит строку (или столбец), состоящую из 

нулей, то её определитель равен нулю. 
2. Если все элементы какой-либо строки (столбца) матрицы 

умножить на число α , то её определитель умножится на это число α . 
Замечание. За знак определителя можно выносить общий мно-

житель любой строки или столбца; за знак матрицы можно выносить 
лишь общий множитель всех элементов. 

3. Определитель транспонированной матрицы TA  равен опре-
делителю исходной матрицы A : 

.ААТ =  

4. При перестановке двух строк (столбцов) матрицы её опреде-
литель меняет знак на противоположный.  

5. Если все элементы некоторой строки (или столбца) матрицы 
пропорциональны соответствующим элементам другой строки, то её 
определитель равен нулю. 

6. Определитель квадратной матрицы равен сумме произведе-
ний элементов любой её строки (столбца) на их алгебраические до-
полнения, т.е.  

∑=
=

n

s
isis Aa

1
.∆  

7. Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) 
матрицы на алгебраические дополнения элементов другой строки 
(столбца) этой матрицы равна нулю, т. е.   

jiAa
n

S
jSiS ≠=∑

=
при0

1
 . 

8. Определитель матрицы не изменится, если к элементам какой-
либо строки (столбца) матрицы прибавить элементы другой строки 
(столбца), предварительно умноженные на одно и то же число. 
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9.Если каждый элемент i -й строки матрицы представляет собой 
сумму двух слагаемых, то определитель этой матрицы равен сумме 
определителей таких матриц: у первой из них i -я строка состоит из 
первых слагаемых, а у второй – из вторых. Все остальные строки у 
всех трех матриц не изменятся. 

Например,    

.
2221

1211

2221

1211

2221

12121111
аа
bb

аа
аа

аа
bаbа +=++  

10. Сумма произведений произвольных чисел  nbbb ,,, 21 2  на ал-
гебраические дополнения элементов любой строки (столбца) равна 
определителю матрицы, полученной из данной матрицы заменой эле-
ментов этой строки (столбца) на числа .,,, 21 nbbb 2  

11. Определитель произведения двух квадратных матриц равен 
произведению их определителей:  

BAC ⋅= , где BAC ⋅= ; А и В ‒ матрицы n-го порядка. 

Замечание. Из свойства 10 следует, что даже если 
BAABBAAB =≠ , . Используя свойства определителей, при их вы-

числении целесообразно так преобразовать исходную матрицу с по-
мощью свойств 1–9, чтобы преобразованная матрица имела строку 
(или  столбец), содержащую как можно больше нулей, а потом найти 
определитель разложением по этой строке (столбцу). 

Пример. Вычислить определитель 4-го порядка: 

6541
3201

10872
6602

−

−
=∆ . 

Решение. Вынесем за знак определителя множитель 2 из первой 
строки. Тогда 

 

6541
3201

10872
3301

2
−

−
=∆      +        +      +       . 

Прибавим к элементам второй строки элементы первой строки, 
умноженные на (–2); к элементам третьей строки–элементы первой 

(-2)   (-1)  (1) 
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строки, умноженные на (–1); к элементам четвертой строки – элемен-
ты первой строки. В результате этого в первом столбце все элементы, 
кроме первого, будут нулевыми. Разложим определитель по первому 
столбцу. Таким образом, сводим вычисление определителя 4-го по-
рядка к вычислению определителя 3-го порядка. 

( ) .470166310

94
47

)1(52
924
050
4147

)1(12

9240
0500
41470
3301

2 2211

=−⋅=

=⋅−⋅⋅=⋅−⋅⋅=

−

=∆ ++

 

При вычислении был разложен определитель третьего порядка 
по элементам второй строки. В типовом расчете не всегда получен-
ный определитель 3-го порядка будет иметь какую-нибудь строчку 
или столбец с двумя нулями. Поэтому для его вычисления можно 
воспользоваться правилом треугольников или с помощью элементар-
ных преобразований получить в каком-либо ряду два нулевых эле-
мента.  

Например, 

( )

15421820

)1(5026763622570
123

675
210

=+−++=

=−⋅−⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅+−⋅=
−

 

или  

   
123

675
210

−
    +     +       = 

503
805

210

−
− . 

Умножаем первую строку на (–7) и складываем со второй, 
умножаем первую строку на (–2) и складываем с третьей. Расклады-
ваем полученный определитель по второму столбцу: 

( ) .1242553
85)1(1

503
805

210
21 =+−−=−

−⋅−⋅=
−
− +  

(-7)   (-2) 
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Пример. Вычислить определитель четвертого порядка 

6446
0124
1321
4264

−
−
−

=A . 

Решение.  Преобразуем матрицу так, чтобы в третьей строке все 
элементы, кроме одного, обращались в нуль. Для этого умножим, 
например, элементы 3-го столбца на (–4) и на 2 и прибавим их соот-
ветственно к элементам 1-го и 2-го столбцов. Раскладывая получен-
ный определитель по элементам третьей строки, найдем 

( ) .
61210
1413
4212

11
641210
0100
13413
42212

6446
0124
1321
4264

33

−
−−⋅=

−

−−
−

=−
−
−

= +A  

Полученный определитель 3-го порядка можно вычислить по 
правилу треугольников или с помощью свойства 6, однако можно 
продолжить упрощение матрицы. «Обнулим» в матрице 3-го порядка 
элементы второй строки (кроме одного).  

Для этого элемента 3-го столбца матрицы, предварительно 
умножив на (–13) и на 4, сложим с элементами 1-го и 2-го столбцов 
соответственно: 

63688
100
41840

61210
1412
4212

−

−
=

−
−=A . 

Раскладывая по элементам второй строки и вынося общие мно-
жители, получаем 

144211
1518)8()1(3688

1840)1(1 32 −=⋅⋅−⋅−=−
−−⋅= +A . 

Пример. Вычислить определитель треугольной матрицы  
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3000
4100
1420
0321

−
−

−

. 

Квадратная матрица называется треугольной, если все ее элемен-
ты, расположенные ниже (или выше) главной диагонали, равны нулю.  

Раскладывая по первому столбцу, получаем  

.603)1(21

00
30
41

21000
300
410
142

)1(1

3000
4100
1420
0321

11

−=+⋅−⋅=

=++
−

⋅=+++−
−

−⋅=
−
−

−

+

 

Замечание. Из приведённого выше примера следует, что опре-
делитель треугольной (и, очевидно, любой треугольной) матрицы ра-
вен произведению элементов главной диагонали. 
 

Задания для решения в аудитории 
 
1. Вычислить определители 2-го порядка: 
 

а) 
75
21

−
;    б) 

16
23−

;    в) 
ϕ

ϕ
tg1
1tg

−
;    г) 

αα
αα

cossin
sincos

. 

2. Вычислить определители 3-го порядка: 

а) 
533
481

317

−
−

−
;   б) 

113
101
091

−−
. 

3. Решить уравнения: а) 20
22
43

=
−+
+−

xx
xx

; б) 0
4117

365
23

=
−−

−
−−

xx
x

. 
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4. Вычислить определитель 4-го порядка: 

6541
3201

10872
6602

−

−

=∆ . 

5. Вычислить определитель 4-го порядка: 

6446
0124
1321
4264

−
−
−

=A . 

 
Ответы. 

1. а) 17; б) –15; в) 
ϕ2cos

1 ; г) α2cos . 2. а) –252; б) 37. 3. а) –2; б) –1, 12. 

4. 470. 5. –24. 
 

Индивидуальные задания 
 

Вычислить определитель 4-го порядка. 
 

1. 
1012
0432
1321

3201

−

−− . 2. 
2014
0107
1303
1412

−

−
. 3. 

1375
1012
0134
5001

− . 

4. 
3363

1120
1131
2242

−

−
. 5. 

1019
1184
2753
1201 −

. 6. 
0134
4012
0112
4102

−
− . 

7. 
7016
6472
2310
1735

. 8. 
5014
0123
4412
4531

− . 9. 
5909
6171
3012
5241 −−−

. 
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10. 
2407

2207
0123
1754

−−
. 11. 

100510
1214
2713
1753

. 12. 
12110

4535
2124
1753

−

−− . 

13. 
0616
3244
2301

1712
−

−−
. 14. 

1018
8631
1412
1075

− . 15. 
2116

3510
9873
1210

−
. 

16. 
4136

9180
1503
1201

−
 17. 

3061
4632
3645
1210 −

. 18. 
4873
1201
9663

01055
−

−
. 

19. 
2874
1013

1642
4531

− . 20. 
4758
2316
7450
0321

− . 
21. 

2424
4242
3131

1313
−−

−

. 

22. 
6857
2319
8413
7457

− . 23. 
3691
0172
4691
0132

. 24. 
7891
1190
5891
8013

. 

25. 
4636
7232
7991
1180

. 26. 
100510
1214
2713
1753

. 
27. 

2862
0153
2101
2862

. 

28. 

1201
1101

1615143
3012

. 
29. 

2453
0175
2130
1121

 

 

30. 

5/4005/1
03/103/2
3/103/13/1

02/102/1

. 

 
2.3. Обратная матрица 

 
Для каждого числа 0≠a  существует обратное число 1−a , такое, 

что произведение 11 =⋅ −aa . Для квадратных матриц тоже вводится 
аналогичное понятие. 
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Обратной по отношению к квадратной матрице А называется 
матрица 1−A , если при умножении этой матрицы на данную как спра-
ва, так и слева получается единичная матрица: 

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 . 

Из определения следует, что только квадратная матрица имеет 
обратную; в этом случае и обратная матрица является квадратной то-
го же порядка. 

Однако не каждая квадратная матрица имеет обратную. Если 
0≠a  является необходимым и достаточным условием существования 

числа 1−a , то для существования матрицы 1−A  таким условием явля-
ется требование 0≠A .  

Невырожденной, или неособенной, матрицей называется та-
кая квадратная матрица, у которой определитель отличен от  нуля 
( )0≠A . В противном случае ( )0=Aпри  матрица называется вы-
рожденной, или особенной. 

Теорема (необходимое и достаточное условие существования 
обратной матрицы). Обратная матрица 1−A   существует (и един-
ственна) тогда и только тогда, когда исходная матрица А невырож-
денная. Можно доказать, что обратная матрица имеет вид 

( )0~11 ≠⋅=− АA
A

A Т ,                                       (2.1) 

где A~ – квадратная матрица  n-го порядка, элементами которой явля-
ются алгебраические дополнения элементов матрицы A .  

 

Алгоритм вычисления обратной матрицы:  
1. Находим определитель исходной матрицы. Если 0=A , то 

матрица А – вырожденная, и обратная матрица 1−A  не существует. 
 Если 0≠A , то матрица А – невырожденная, и обратная матри-

ца существует. 
2. Находим алгебраические дополнения элементов транспонирован-

ной матрицы ( )njniAij ,...,2,1;...,,2,1 ==  и составляем из матрицу A~ : 
3. Находим матрицу ТA~ , транспонированную к A~ . 
4. Вычисляем обратную матрицу по формуле (2.1). 
5. Проверяем правильность вычисления обратной матрицы 1−A  

исходя из ее определения EAAAA =⋅= −− 11  ( п. 5 не обязателен). 
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Пример. Найти матрицу, обратную к данной:  

















−
−=

638
314
112

A . 

Решение.  
1. Вычислим определитель матрицы А. 

=Adet +−
−
−

⋅=
−
−

68
34

63
31

2
638
314
112

02
38
14

≠=
−
−

.  

Определитель матрицы 02 ≠=A , т. е. матрица А –
невырожденная, и обратная матрица 1−A  существует. 

2. Вычисляем алгебраические дополнения к элементам матрицы:  

3
63
31

11 =
−
−

=A ;    0
68
34

12 =−=A ;    4
38
14

13 −=
−
−

=A ;  

9
63
11

21 −=
−

−=A ;    4
68
12

22 ==A ;    14
38

12
23 =

−
−=A ;  

4
31
11

31 =
−

=A ;    2
34
12

32 −=−=A ;    6
14

12
33 −=

−
=A . 

3 Находим присоединённую матрицу: 
















−−
−

−
=

6144
240

493
~A . 

4. Вычисляем обратную матрицу ТA
A

A ~11 ⋅=− :  

















−−
−

−
=

















−−
−

−
⋅=−

372
120

25,45,1

6144
240

493

2
11A . 

5. Поверяем правильность вычисления обратной матрицы по 
формулам: EAAAA =⋅=⋅ −− 11 .  
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=
















−−
−

−
⋅

















−
−=⋅ −

372
120

25,45,1

638
314
112

1AA  

E=















=

















−++−−−+
−++−−−+
−−++−−+

=
100
010
001

183164263612012
91821218606
314729203

. 

Для невырожденных матриц выполняются следующие свойства: 

1) 
A

A 11 =− ; 

2) AA =−− 11)( ;  

3) ( ) ( )mm AA 11 −−
= ;    

4) ( ) 1'1 )'( −− = AA ;    
5) ( ) 111 −−− ⋅= ABAB . 

С помощью обратной матрицы решаются матричные уравнения 
простейшего вида с неизвестной матрицей X : 

BAXBAX ⋅=⇒= −1 ;      
1−⋅=⇒= ABXBXA ; 

11 −− ⋅⋅=⇒= BCAXCAXB . 
 

Задания для решения в аудитории 
 
1. Вычислить матрицу, обратную данной: 

















−
−−

−−

222
031
177

. 

2. Решить матричные уравнения: 

а) 






 −
=⋅







−
02
14

10
11

X ; 
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б) 






−
=







−
⋅⋅







 −
13
42

20
11

22
11

X . 

Ответы. 
 

1. 
















−
−−−

−

16/708/1
64/14/132/1

64/34/132/3
. 2. а) 







−
02
12

; б) 







− 04/7

14/1
. 

 
2.4. Ранг матрицы 

 
Для решения и исследования ряда математических и приклад-

ных задач важное значение имеет понятие ранга матрицы. 
Минорами k-го порядка матрицы А называются определители 

(квадратные подматрицы k-го порядка), которые получаются из А 
размером nm ×  вычеркиванием каких-либо строк и столбцов 
( );(min nmk ≤ ). 

Например, из матрицы 43×A  можно получить подматрицы перво-
го, второго и третьего порядков. 

Рангом матрицы А называется наивысший порядок отличных 
от нуля миноров этой матрицы. 

Ранг матрицы А обозначается rang А или r (A). Из определения 
следует:  

а) ранг матрицы nmA ×  не превосходит меньшего из ее размеров, 
т. е. );(min)( nmAr ≤ ;  

б) 0)( =Ar  тогда и только тогда, когда элементы матрицы равны 
нулю, т.е. А=0; 

в) для квадратной матрицы n-го порядка nAr =)(  тогда и только 
тогда, когда матрица А – невырожденная. 

Пример. Вычислить ранг матрицы 
















−

−
=

10024
3023
5012

A . 

Решение. Для матрицы 43×A  3)4;3(min)( =≤Ar . Проверим, ра-
вен ли ранг трём. Для этого вычислим все миноры третьего порядка, 
т. е. определители всех подматриц третьего порядка (их всего 4, они 
получаются при вычеркивании одного из столбцов матрицы): 
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0
1002
302
501

=
−

−
;   0

1004
303
502

= ;    0
1024
323
512

=
−

−
;   0

024
023
012

=
−

−
. 

Так как все миноры третьего порядка нулевые, 2)( ≤Ar . В силу 
того, что существует ненулевой минор второго порядка, например 

07
23
12

≠=
−

, 2)( =Ar . 

В общем случае определение ранга матрицы перебором всех 
миноров достаточно трудоемко. Для облегчения этой задачи исполь-
зуются преобразования, сохраняющие ранг матрицы. 

Следующие преобразования назовем элементарными:  
1. Отбрасывание нулевой строки (столбца).   
2. Умножение всех элементов строки (столбца) матрицы на чис-

ло, не равное нулю. 
3. Изменение порядка строк (столбцов) матрицы. 
4. Прибавление к каждому элементу одной строки (столбца) со-

ответствующих элементов другой строки (столбца), умноженных на 
любое число. 

5. Транспонирование матрицы. 
Теорема. Ранг матрицы не изменяется при элементарных пре-

образованиях матрицы. 
При изучении свойств определителей было показано, что при 

преобразованиях квадратных матриц их определители либо сохраня-
ются, либо умножаются на число, не равное нулю. В результате со-
храняется наивысший порядок отличных от нуля миноров исходной 
матрицы, т. е. ее ранг не изменяется. 

С помощью элементарных преобразований можно привести 
матрицу к так называемому ступенчатому виду, когда вычисление ее 
ранга не представляет труда. 

Пример. Найти ранг матрицы 
















−−
−−

−
−

=
35812
010754
35142
20310

A . 

Решение.  
1. Если 011 =a , то при перестановке строк или столбцов доби-

ваются того, что 011 ≠a . В данном примере поменяем местами, 
например, первую и вторую строки матрицы. 
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2. Если 011 ≠a , то, умножая элементы второй, третьей и четвёр-
той строк на подходящие числа (именно на 

)1/;2/;0/ 114111311121 =−=−=− aaaaaa  и прибавляя полученные 
числа соответственно к элементам второй, третьей и четвёртой строк, 
добьемся того, чтобы все элементы 1-го столбца (кроме 11a ) равня-
лись нулю: 

















−−
−−

−
−

35812
010754
20310
35142

  ~  
















−
−
−
−

60930
60930
20310
35142

. 

3. Если в полученной матрице 022 ≠a  (в данном случае 
0122 ≠−=a ), то, умножая элементы третьей и четвёртой строк на 

подходящие числа (а именно на )3/;3/ 22422232 −=−−=− aaaa , добь-
емся того, чтобы все элементы второго столбца (кроме 2212 , aa ) рав-
нялись нулю. 

Если в процессе преобразований получаются строки (или столб-
цы), целиком состоящие из нулей (как в данном примере), то отбра-
сываем эти строки (или столбцы):  








−
−
















−
−

20310
35142~

00000
00000
20310
35142

. 

Последняя матрица имеет ступенчатый вид и содержит миноры 

второго порядка, не равные нулю, например  0210
42 ≠−=−

− .  

Поэтому ранг полученной ступенчатой, а следовательно, и дан-
ной матрицы равен двум. 
 

Задания для решения в аудитории 
 
1. Вычислить ранг матрицы  












−−
=

3012
1023
4031

A . 



~ 45 ~ 
 

2. Вычислить ранг матрицы 

















−−
−−

−
−

=
35812
010754
35142
20310

A . 

Ответы. 
 
1. 2. 2. 3. 
 

2.5. Системы линейных алгебраических уравнений 
 

2.5.1. Общие понятия 
 
Система m линейных уравнений с n переменными имеет вид 
















+++++

=+++++

=+++++

=+++++

,......
.............................................................

;......
.............................................................

;......

;......

2211

2211

222222121

111212111

mnmnjmjmm

ininjijii

nnjj

nnjj

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa
bxaxaxaxa

                (2.2) 

где ( )njmiba iij ...,,2,1;,...2,1, == – произвольные числа, называемые 
соответственно коэффициентами при переменных и свободными 
членами уравнений. В более краткой записи с помощью  знаков 
суммирования систему можно записать в виде  

∑
=

=
n

j
ijij bxa

1
 

Решением системы (2.2) называется такая совокупность n чи-
сел ( )nn dxdxdx === ...;;; 2211 , при подстановке которых каждое 
уравнение системы обращается в верное равенство. 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя 
бы одно решение, и несовместной, если она не имеет решений. Сов-

 ). m (i , ... 2 , 1 =   
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местная система уравнений называется определенной, если она имеет 
единственное решение, и неопределенной, если она имеет более од-
ного решения.  

Например, система уравнений  





−=−
=+

43
;222

21

21

xx
xx

 

– совместная и определенная, так как имеет единственное решение 
(2;10); система  





=+
=+

163
;83

21

21

xx
xx

 

– несовместная, а система уравнений  





=+
=+

2024
;102

21

21

xx
xx

 

– совместная и неопределенная, так как имеет более одного, а именно, 
бесконечное множество решений cxcx 210;( 21 −== , где с – любое 
число). 

Две системы уравнений называются равносильными, или эк-
вивалентными, если они имеют одно и то же множество решений. 

Запишем систему (2.2) в матричной форме. Обозначим 

,
...

;
...

;

...
............

...

...
2

1

2

1

21

22221

11211

















=
















=
















=

mnmnmm

n

n

b

b
b

B

x

x
x

X

aaa

aaa
aaa

A  

где А – матрица коэффициентов при переменных, или матрица систе-
мы; Х – матрица-столбец переменных; В – матрица-столбец свобод-
ных членов. 

Так как число столбцов матрицы nmA ×  равно числу строк матри-
цы 1×nX , их произведение      
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+++

+++
+++

=

nmnmm

nnx

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

AX

...
......................................

...
...

2211

222121

1212111

 

является матрицей-столбцом. Элементами полученной матрицы яв-
ляются левые части системы (2.2). Воспользовавшись определением 
равенства матриц систему (2.2) можно записать в виде 

BAX = .                                                       (2.3) 
 

2.5.2. Решение квадратных систем методом обратной матрицы 
 

Пусть число уравнений системы (2.2) равно числу переменных, 
т.е. nm = . Тогда матрица системы является квадратной, а ее опреде-
литель A=∆  называется определителем системы. Предположим, 
что квадратная матрица системы nnA ×  невырожденная, т.е. ее опреде-
литель 0≠A . В этом случае существует обратная 1−A .  

Умножая слева обе части матричного равенства (2.3) на матрицу 
1−A , получим  

( ) BAAXA 11 −− = . 

Так как ( ) ( ) XEXXAAAXA === −− 11 , то решением системы ме-
тодом обратной матрицы будет матрица-столбец 

BAX 1−= .                                              (2.4) 

Пример. Решить систему  

 








=+−
=++
=++

125
;523
;232

zyx
zyx
zyx

  

матричным способом.  
Решение. Введем обозначения  
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−
=

115
123
132

A ; 















=

z
y
x

X ;  















=

12
5
2

B . 

Тогда в матричном виде систему можно переписать следующим 
образом: 

BAX = . 

Определитель системы 01
115
123
132

≠−=
−

=∆ ; следовательно, 

матрица А – невырожденная и существует обратная ей матрица 1−A . 
Для вычисления обратной матрицы воспользуемся приведённым в 
подр. 2.3 алгоритмом вычисления обратной матрицы.  

Вычислим алгебраические дополнения к элементам матрицы А:  

311
12

11 =−=A ;              411
13

21 −=−=A ;          112
13

31 ==A ;  

215
13

12 =−=A ;             315
12

22 −==A ;             1
13
12

A32 =−= ; 

  1315
23

13 −=−=A ;        1715
32

23 =−−=A ;        523
32

33 −==A . 












−
−−
−−

=











−−
−
−

−
=













=−

51713
132
143

51713
132
143

1
11

332313

322212

312111
1

AAA
AAA
AAA

A
∆

. 

Решение системы  

BA
z
y
x

X ⋅=















= −1 , 

 т. е. 















−=

















+−
−+−
−+−

=















⋅

















−
−−
−−

=
















1
1

2

608526
12154
12206

12
5
2

51713
132
143

z
y
x

. 

Таким образом, получили ответ: 1;1;2 =−== zyx . 
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2.5.3. Решение квадратных систем по формулам Крамера 
 
Сформулируем теорему. 
Теорема Крамера. Пусть ∆  - определитель матрицы системы 

(2.2), а j∆ – определитель матрицы, получаемой из матрицы А заме-
ной j-го столбца столбцом свободных членов. Тогда, если 0≠∆ , си-
стема имеет единственное решение, определяемое по формулам 

( )njx j
j ...,,2,1==

∆
∆

.                            (2.5) 

Формулы (2.5) получили название формул Крамера.  
Пример. Решить систему  









=+−
=++
=++

125
;523
;232

zyx
zyx
zyx

 

методом Крамера. 
Решение. Найдем определитель системы: 

192101534
115
123
132

−=−+−+−=
−

=∆ . 

Так как 01 ≠−=∆ , система имеет единственное решение, кото-

рое определяется по формулам Крамера: 
∆
∆1=x ; 

∆
∆2=y ; 

∆
∆3=z , где 

i∆ – определитель, получаемый из определителя системы ∆  заменой  

i-го столбца на столбец правых частей: 
















12
5
2

. 

Значит,  

;2
1
221012

0410
013
132

1112
125
132

1 =
−
−

=⇒−=+−=
−
−=

−
= x∆  

;1
1

11910
0103
031
122

1125
153
122

2 −=
−

=⇒=−=== y∆  



~ 50 ~ 
 

( ) ( )

.1
1
1149449338132917

2913
381711

1215
29013
38017

1215
523
232

23
3

=
−
−

=⇒−=−=⋅−⋅=

=−⋅−=
−

=
−

= +

z

∆
 

Ответ. 1;1;2 =−== zyx . 
 

2.5.4. Решение линейных систем методом Гаусса 
 
Рассмотрим решение системы (2.2) m линейных уравнений с n 

переменными в общем виде. 
Метод Гаусса – метод последовательного исключения пере-

менных – заключается в том, что с помощью элементарных преобра-
зований система уравнений приводится к равносильной системе сту-
пенчатого (или треугольного) вида. Из нее последовательно, начиная 
с последних (по номеру) переменных, находятся все остальные пере-
менные. 

Предположим, что в системе (2.2) коэффициент при переменной 
1x  в первом уравнении 011 ≠a  (если это не так, то перестановкой 

уравнений местами добьемся того, что 011 ≠a ). 
Шаг 1. Умножая первое уравнение на подходящие числа (а 

именно на 11111311121 /,...,/,/ aaaaaa m−−− ) и прибавляя полученные 
уравнения соответственно ко второму, третьему, …, m-му уравнению 
системы (2.2),  исключим переменную 1x  из всех последующих урав-
нений, начиная со второго.  

Получим 
















=++

=++

=++

=+++

,...

......................................
;...

......................................
;...

;...
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где буквами с верхним индексом (1) обозначены новые коэффициен-
ты, полученные после первого шага. 
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Шаг 2.  Предположим, что 0)1(
22 ≠a  (если это не так, то соответ-

ствующей перестановкой уравнений или переменных с изменением 
их номеров добьемся того, чтобы 0)1(

22 ≠a ). 
Умножая второе уравнение на подходящие числа 

( ...,,/,/ )1(
22

)1(
42

)1(
22

)1(
32 aaaa −− …, ))1(

22
)1(
2 / aam−  

и прибавляя полученные  уравнения соответственно к третьему, чет-
вертому, m-му уравнению системы, исключим переменную 2x  из всех 
последующих уравнений, начиная с третьего. 

Продолжая процесс последовательного исключения переменных  
143 ...,,, −rxxx , после ( )1−r -го шага получим систему 
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     (2.6) 

Число нуль в последних rm −  уравнениях означает, что их ле-
вые части  имеют вид  nxxx ⋅++⋅+⋅ 0...00 21 . Если хотя бы одно из 
чисел )1()1(

1 ...,, −−
+

r
m

r
r bb  не  равно нулю, то соответствующее равенство 

противоречиво, и система (2.2) несовместна. 
Таким образом, для любой совместной системы числа 

)1()1(
1 ...,, −−

+
r

m
r

r bb  в системе (2.6) равны нулю. В этом случае последние 
rm −  уравнений в системе (2.6) являются тождествами и их можно не 

принимать во внимание при решении системы (2.2). Очевидно, что 
после отбрасывания «лишних» уравнений возможны два случая:  

а) число уравнений системы (2.6) равно числу переменных, т. е. 
nr =  [в этом случае система (2.6) имеет треугольный вид];  

б) nr <  [в этом случае система (2.6) имеет ступенчатый вид]. 
Переход системы (2.2) к равносильной ей системе (2.6) называется 
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прямым ходом метода Гаусса, а нахождение переменных из системы 
(2.6) – обратным ходом. 

Преобразования Гаусса удобно проводить, осуществляя преоб-
разования не с самими уравнениями, а с матрицей их коэффициентов. 
Рассмотрим матрицу 
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называемую расширенной матрицей системы (2.2),так как в нее, 
кроме матрицы системы А, дополнительно включен столбец свобод-
ных членов. 

Пример. Решить систему уравнений 











−=−+
=+−

=++
=++

.23
;0

;232
;0343

321

321

321

321

xxx
xxx

хxx
xxx

 

Решение.  Расширенная матрица системы имеет вид 
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)/( BA . 

Шаг 1. Так как 311 =a , а 121 =a , меняем первую и вторую стро-
ки. Исключим переменную 1x  из всех строк, начиная со второй, 
умножая полученную первую строку на 3 и вычитая её из второй 
строки матрицы. Затем вычитаем первую строку из третьей и четвёр-
той строк. 
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Шаг 2. Заметив, что в новой матрице 2)1(
22 −=a , выносим из вто-

рой строки общий множитель –2. Получим матрицу, эквивалентную 
данной: 
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. 

Исключим переменную 2x  из всех строк, начиная с третьей, 
умножая вторую строку матрицы на число 3 и прибавляя её к третьей 
строке. Затем из четвертой строки вычитаем вторую, получим 
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Шаг 3. По последней матрице системы определяем ранг системы 
3)()/( === nАrBAr , значит, система совместна и определённа. За-

писываем систему линейных уравнений, соответствующую получен-
ной матрице: 
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Шаг 4. Находим из последнего уравнения 13 =x , затем из вто-
рого уравнения 3132 =⋅+x  ⇒  02 =x , из первого уравнения 

213021 =⋅+⋅+x  ⇒  11 −=x . Получаем решение системы  ( )1;0;1− . 

Шаг 5. Делаем проверку: 

( )
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Пример. Методом Гаусса решить систему уравнений 
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Решение. Преобразуем расширенную матрицу системы 
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Итак, уравнение, соответствующее третьей строке последней 
матрицы, противоречиво – оно привелось к неверному равенству 

10 −= , следовательно, данная система несовместна. 
Вопрос о разрешимости системы (2.2) в общем виде рассмат-

ривается в следующей теореме. 
Теорема Кронекера–Капелли. Система линейных уравнений 

совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен 
рангу расширенной матрицы этой системы. Если ( )1)( ArAr ≠ , то си-
стема не совместна 

Для совместных систем линейных уравнений верны следующие 
теоремы. 

1. Если ранг матрицы совместной системы равен числу пере-
менных, т. е. nr = , то система (2.2) имеет единственное решение. 

2. Если ранг матрицы совместной системы меньше числа пере-
менных, т. е. nr < , тогда система (2.2) неопределенная и имеет бес-
конечное множество решений. 

Пусть nr < , тогда r переменных rxxx ,...,, 21  называются ос-
новными (или базисными), если определитель матрицы из коэффи-
циентов при них (т.е. базисный минор) отличен от нуля. Остальные 

rn −  переменных называются неосновными (или свободными). 
Решение системы (2.2), в которой все rn −  неосновных пере-

менных равны нулю, называется базисным решением. 
Пример. Исследовать на совместность и решить методом Гаус-

са данную систему: 
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Решение. Составим расширенную матрицу системы и выполним 
над ней элементарные преобразования: 
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Этой матрице соответствует система 





−=+−
=+−+
.21710

;1532

432

4321

ххx
хxxx

 

42)()/( =<== nАrBAr , следовательно, система совместна и 
неопределённа, т.к. имеет бесконечное множество решений.  

Оставим в левой части переменные 21 , xx , которые берем за ос-
новные. Определитель из коэффициентов при них (базисный минор) 
отличен от нуля, т. е. 

010
21 ≠ . 

Остальные неосновные переменные 43 , xx  переносим в правые 
части уравнений. В результате получим систему 
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Задавая неосновным переменным произвольные значения 
2413 ; cxcx == , найдем бесконечное множество решений системы 

( )2413212211 ;;17102;29175 cxcxccxсcx ==−+−=+−= . 
Найдём одно из частных решений системы, для этого положим 

1;1 21 == cc , тогда 171 =x ; 92 −=x . 
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Проверка: 

( )
( )

( )
( )
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Задания для решения в аудитории 

 
1. Исследовать систему на совместность. Если она совместна, найти 
общее решение системы линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Исследовать систему на совместность. Если она совместна найти 
общее решение системы линейных уравнений методом Гаусса. 
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Ответы. 
 

1. Система не совместна. 2. 
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Индивидуальные задания 

 
Задание 1. 

 
Решить систему методом Крамера и средствами матричного ис-

числения. 
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1. 
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Задание 2. 

 
Исследовать систему на совместность. Найти общее решение 

системы линейных уравнений методом Гаусса. 
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13. 
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29. 
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Контрольная работа по теме «Линейная алгебра» 

 

Вариант № 1 

1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
2х1-3х2-х3+5х4-х5=2; 
3х1+4х2-х3+4х4-х5=9; 
6х1+2х2-3х3+10х4-3х5=12; 
3х1-2х2-2х3+6х4-2х5=3. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
5х1+6х2-х3 =10; 
х1+х2-х3 =1; 
3х1+4х2-х3 =6. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















441
321
331

;    В=
















−
−

−

112
011
304

. 

 
Вариант № 2 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
2х1+3х2-х3+5х4-х5=8; 
х1+2х2-х3+3х4-х5=4; 
3х1+5х2-2х3+8х4-2х5=12; 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
2х1+4х2-х3+7х4-х5=11. 
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2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
3х1+4х2-2х3 =5; 
5х1+6х2-х3 =10; 
х1+х2-х3 =1. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















541
321
331

;     В=
















−
−

−

50501
011
51511

..

..
. 

 

Вариант № 3 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+8х2-4х3+х4-х5=5; 
х1-х3+4х4-2х5=2; 
4х1+3х2-х3-4х4-х5=1; 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
2х1+8х2+х4-х5=10. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
2х1+3х2-4х3 =1; 
3х1+3х2-х3 =5; 
-2х1+х2-х3 =-2. 
3. Решить матричное уравнение 

А∙В – Е = X, где 

А=
















531
321
331

;     В=
















−
−

−−

5.005.0
011

5.135.0
. 

Вариант № 4 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
2х1+3х2-х3+х4-х5=4; 
4х1-2х2-х3+х4-3х5=-1; 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
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6х1+х2-2х3+2х4-4х5=3; 
7х1+2х2-3х3+3х4-5х5=4. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
3х1-4х2-х3 =-2; 
х1+х2-х3 =1; 
-3х1+х2-х3 =-2. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















532
321
331

;     В=
















−−
−
−

131
011
361

. 

 
Вариант № 5 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+3х2-х3+5х4-х5=7; 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
3х1+х2-4х3+х4-х5=0; 
2х1+х2-х3+х4-х5=2; 
2х2+4х4=6. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
3х1+2х2-4х3 =1; 
х1+2х2-х3 =2; 
-3х1+х2-х3 =-3. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















732
321
331

;     В=
















−
−

−−

131
011
3125

. 

 

Вариант № 6 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
3х1+4х2-х3+2х4-х5=7; 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
4х1+5х2-х3+х4-х5=8; 
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4х1+5х2-2х3+3х4-2х5=8; 
3х1+4х2=7. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
х2-х3 =0; 
3х1+х2-х3 =3; 
-2х1+3х2-х3 =0. 
3. Решить матричное уравнение  А∙В – Е = X, где 

А=
















732
321
131

;     В=
















−−
−−

−

131
251
7185

. 

 
Вариант № 7 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
3х1+4х2-х3+х4-5х5=2; 
2х1+3х2-3х3+х4-х5=2; 
4х1+3х2-х3+3х4-х5=8; 
-2х1-2х3-2х4=-6. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
7х1+3х2-2х3 =8; 
3х1+4х2-х3 =6; 
х1+х2-х3 =1. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















732
321
131

;   
















−−
−−

−
=

131
251
7185

B . 

 
Вариант № 8 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
3х1+4х2-х3+2х4-х5=7; 
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х1+х2-2х3+х4-х5=0; 
2х1+3х2-х3+4х4-х5=7; 
х1+3х2-х3+х4-х5=3. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-2х1+3х2-х3 =0; 
-4х1+2х2-х3 =-3; 
7х1+4х2-х3 =10. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















132
221
131

; 
















−−
−−

−
=

2,06,02,0
2,04,08,0

8,06,02,1
B . 

 
Вариант № 9 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+2х2-х3+3х4-х5=4; 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
3х1+2х2-х3+х4-х5=4; 
4х1+4х2-2х3+4х4-2х5=8; 
2х1-2х4=0. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
7х1+х2-х3 =7; 
х1+х2-х3 =1; 
-3х1+4х2-х3=0. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















032
241
131

; 
















−
−−

−
=

135
124
236

B . 

 

Вариант № 10 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+2х2-х3+х4-х5=4; 
3х1+х2-3х3+7х4-х5=14; 
5х1+х2-х3+8х4-х5=24; 
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х1+4х2-х3+х4-х5=8; 
4х1+х2-5х3+х4-6х5=10. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
6х1+3х2-х3 =8; 
х1+х2-х3 =1; 
х1+4х2-х3 =4. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















031
241
131

; 
















−
−

−−
=

101
112
236

B . 

Вариант № 11 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
3х1+4х2-х3+х4-х5=6; 
х1+х2-3х3+2х4-х5=0; 
2х1+2х2-4х3+3х4-2х5=1; 
3х1+3х2-7х3+5х4-3х5=1. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
3х1+х2-х3 =3; 
х1+4х2-х3 =4; 
х1+х2-5х3 =-3. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















011
241
131

; 
















−
−−

−
=

123
112
212

B . 

 
Вариант № 12 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
2х1+х2-х3+2х4-х5=3; 
х1+х2-3х3+х4-х5= -1; 
х1+3х2-х3+х4-4х5=0; 
6х1+х2-х3+3х4-х5=8; 
х1+2х3+х4=4. 
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2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
4х1+х2-х3 =4; 
х1+3х2-х3 =3; 
х1+х2-2х3 =0. 
 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















011
231
131

; 
















−
−−

−
=

011
5,05,01
5,15,01

B . 

 
Вариант № 13 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+2х2-х3+х4-х5=2; 
х1+х2-3х3+х4-х5= -1; 
х1+4х2-х3+5х4-2х5=7; 
2х1+3х2-4х3+2х4-2х5=1; 
х2+2х3 =3. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
6х1+х2-х3 = 6; 
х1+4х2-х3 = 4; 
х1+х2-2х3 = 0. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















011
234
111

; 
















−
−

−−
=

101
212
112

B . 

 
Вариант № 14 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
2х1+3х2-2х3+х4-х5=3; 
х1+3х2-х3+4х4-х5=6; 
3х1+4х2-3х3+2х4-2х5= 4; 
-х1-2х2+х3=-2. 



~ 67 ~ 
 

2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
х1+х2-х3 = 1; 
х1+2х2-3х3 = 0; 
-2х1+х2-х3 = -2. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















011
334

111
; 

















−
−

−
=

101
113
013

B . 

 
Вариант № 15 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
2х1+х2-х3+х4-х5=2; 
х1+3х2-2х3+3х4-х5= 4; 
3х1+4х2-3х3+4х4-2х5= 6; 
х1-2х2+х3-2х4= -2; 
х1+х2-х3+х4-х5=1. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-2х1+х2-х3 =-2; 
х1+х2-х3 =1; 
3х1+4х2-х3 = 6. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















211
334
111

; 
















−
−−

−
=

101
115
013

B . 

 
Вариант № 16 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все решения 
системы уравнений. 
3х1+х2-х3+х4-х5=3; 
х1+2х2-х3+3х4-х5=4; 
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4х1+3х2-2х3+4х4-2х5=7; 
2х1-х2-2х4= -1; 
х1+4х2-х3+2х4-х5=5. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-х1+3х2-х3 = 1; 
4х1+х2-х3 = 4; 
3х1+2х2-х3 = 4. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















532
121
331

;                                 . 

 
Вариант № 17 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
3х1+х2-х3+х4-х5=3; 
х1+2х2-х3+х4-х5=2; 
х1+х2-х3+3х4-х5=3; 

4х1+3х2-2х3+2х4-2х5=5; 

2х1-х2 =1. 

2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 

формулам Крамера. 

2х1+х2-х3 = 2; 

х1+4х2-х3 = 4; 
х1+х2-6х3 = - 4. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















441
321
331

;     В=
















−
−

−

112
011
304

. 

 

















−
−

−
=

2,06,02,0
4,02,06,0

6,02,14,1
B
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Вариант № 18 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
4х1+4х2-4х3+4х4-2х5= 6; 
-2х1-2х3-2х4 = -6; 
х1+2х2-3х3+х4-х5= 0; 
3х1+2х2-х3+3х4-х5= 6. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 

формулам Крамера. 

х1+3х2-х3 = 3; 
-2х1+х2-х3 = -2; 
х1+х2-х3 = 1. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















541
321
331

;     В=
















−
−

−

5,05,01
011
5,15,11

. 

 
 

Вариант № 19 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
4х1+х2-х3+2х4-х5=5; 
х1+х2-х3+х4-х5= 1; 
5х1+2х2-2х3+3х4-2х5= 6; 
3х1+х4 =4; 
8х1+2х2-2х3+4х4-2х5= 10. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
х1+х2-х3 = 1; 
х1+2х2-х3 = 0; 
-3х1+х2-х3 = -3. 
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3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















532
020
331

;   В=
















−−

−

1152
05,00
335

. 

 
Вариант № 20 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5= 1; 
2х1+х2-2х3+3х4-х5=3; 
3х1+2х2-3х3+4х4-2х5=4; 
-х1+х3-2х4= -2; 
2х1+2х2-2х3+2х4-2х5= 2. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
3х1+х2-х3 = 3; 
х1+4х2-х3 = 4; 
-х1+2х2-х3 = 0. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















532
120
331

; В=
















−
−−

−

234
112

367
. 

 
Вариант № 21 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5= 1; 
2х1+3х2-х3+4х4-х5= 7; 
3х1+х2-2х3+х4-х5= 2; 
3х1+4х2-2х3+5х4-2х5= 8; 
-х1-2х2-3х4= -6. 
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2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-2х1+х2-х3 = -2; 
х1+3х2-х3 = 3; 
-6х1+х2-х3 = -6. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















231
621
331

; В=
















−
−−

−

101
314

12314
. 

 

Вариант № 22 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
2х1+х2-х3+х4-х5= 2; 
х1+4х2-х3+х4-х5= 4; 
х1+3х2-х3+х4-х5= 3; 
3х1+5х2-2х3+2х4-2х5= 6; 
х1-3х2 = -2. 

2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 

формулам Крамера. 

-х1+3х2-х3 = 1; 

х1+4х2-х3 = 4; 
3х1+х2-х3 = 3. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















531
121
331

; В=
















−
−−

−

101
211
331

. 

 
Вариант № 23 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+х2-х3+х4-х5=1; 
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21+х2-6х3+х4-х5= -3; 
3х1+х2-4х3+х4-х5= 0; 
3х1+2х2-7х3+2х4-2х5= -2; 
-х1+5х3 = 4. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-2х1+х2-х3 = -24; 
х1+4х2-х3 = 4; 
-2х1+х2-х3 = -2. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















231
021
331

; В=
















−
−−

−

101
312
634

. 

 
Вариант № 24 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
1х1+2х2-х3+х4-х5=8; 

2х1+3х2-6х3+х4-х5= -6; 

3х1+3х2-4х3+х4-х5= 4; 

3х1+2х2-7х3+2х4-2х5= -4; 

-х1+5х3 = 8. 

2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 

формулам Крамера. 

-2х1+х2-х3 = -2; 

3х1+4х2-х3 = 6; 

-2х1+х2-х3 = -2. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















241
031
331

; В=
















−
−−

−

151
313
634

. 
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Вариант № 25 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+3х2-х3+х4-х5=5; 
2х1+4х2-6х3+х4-х5= 0; 
3х1+3х2-4х3+х4-х5= 2; 
3х1+2х2-7х3+2х4-2х5= -2; 
-3х1+5х3 = 2. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-2х1+4х2-х3 = 1; 
3х1+4х2-х3 = 6; 
-2х1+х2-х3 = -2. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















241
021
331

; В=
















−
−−

−

121
312
630

. 

 
Вариант № 26 
1. Исследовать совместность и в случае совместности найти все ре-
шения системы уравнений. 
х1+5х2-х3+х4-х5=4; 
2х1+х2-6х3+х4-х5= -3; 
3х1+2х2-4х3+х4-х5= 1; 
3х1+6х2-7х3+2х4-2х5= -2; 
-2х1+5х3 = 3. 
2. Решить систему линейных уравнений матричным способом и по 
формулам Крамера. 
-2х1+2х2-х3 = -1; 
2х1+4х2-х3 = 5; 
-2х1+х2-х3 = -2. 
3. Решить матричное уравнение А∙В – Е = X, где 

А=
















231
031
332

; В=
















−
−−

−

161
312

635
. 
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Теоретические задания по теме «Линейная алгебра» 

 

1.Действия над матрицами. 

2.Обратная матрица, алгоритм нахождения. Теорема существо-

вания и единственности. 

3.Решение систем линейных уравнений матричным способом. 

4.Теорема Крамера. 

5.Метод Гаусса. 

6.Решение однородных систем. Ранг матрицы. 

7.Теорема Кронекера–Капелли. 

 
3. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

 
3.1. Векторы и действия над ними 

 
3.1.1. Основные понятия 

Вектором 
___
ABa =

  называется направленный отрезок, где A  – 
начало вектора; B  – конец вектора. 

Длиной (модулем) вектора называется расстояние между нача-
лом и концом вектора: 

___

BAa =
 . 

Вектор e  называется единичным, если его длина равна еди-
нице: 

1=e . 

Векторы называются коллинеарными, если они расположены 
на одной или параллельных прямых. Нулевой вектор коллинеарен 
любому вектору 

Векторы называются компланарными, если существует плос-
кость, которой они параллельны.  
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Векторы a  и a−  называются противоположными, если 

aa 
−=  и aa 

−↑↓ . 

Векторы называются равными, если они коллинеарны, одина-
ково направлены и имеют одинаковые модули. 

babababa


=↑↑⇔= ,,|| . 

3.1.2. Действия над векторами 
 

1. Сложение векторов (рис. 3.1): 
 bас += . 
 
 

 
2. Вычитание векторов (рис. 3.2): 
 )( babас

 −+=−= . 
 
 
 
 
 

3. Умножение на число (рис. 3.3): :bа


=λ  ,|| ab   







<↑↓

>↑↑

.0при

;0при

λ

λ

ab

ab
 

 
 

4. Проекция вектора на ось (рис. 3.4):  







↑↓−

↑↑=
.,

;,
____

11

____

11

____

11

____

11
___

lBABA

lBABAABпрl  

 
 
 
 

b


 

a ba


−

Рис. 3.2 

b


 

a ba


+  b


 

a ba


+  

Рис. 3.1 

aλ
 

a
 

aλ
 

a
 

0>λ  0<λ  

Рис. 3.3 

l

A 
B a  

1A  1B  

Рис. 3.4 
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Свойства проекции: 

1) 





⋅=

∧
laaaпрl ,cos  ;  

2) ( ) bпрaпрbaпр lll


+=+ ; 

3) aпрaпр ll


⋅= λλ . 
Свойства векторов: 

 1) a  + b


= b


+ a  – коммутативность; 
 2) a  + (b


+ с ) = ( a  + b


)+ с ; 

 3) a  + 0


 = a ; 
 4) a  +(–1)a   = 0


; 

 5) (α⋅β)a  = α(β a ) – ассоциативность; 
 6) (α+β) a  = αa  + β a  – дистрибутивность; 
 7) α(a  + b


) = αa  + αb


; 

 8) 1⋅a  = a . 
 
 

3.1.3. Декартова прямоугольная система координат 
 

kji


,,  – ортонормированный 
базис, kji


⊥⊥ ; 1=== kji



      
 

(рис. 3.5). 

kajaiaABa zyx


++==

___
; 

αcosпр aaa OXx ==
 ; 

βcosпр aaa OYy


== ; 
γcosпр aaa OZz


== ;  

γβα ,,  – углы a  с осями  
OZOYOX ,, . 

γβα cos,cos,cos – направ-
ляющие косинусы вектора a :  

1coscoscos 222 =++ γβα . 

X  

Y  

Z  

i


j


 

k


 

A B

Рис. 3.5 
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Длина вектора в координатах определяется как расстояние между 
 точками начала и конца вектора:  

222
zyx aaaa ++=

 . 

Ортом вектора a  называется вектор 0a , если он удовлетворяет 
свойствам 

10 =a , aa 
↑↑0 . 

Его координаты находятся из соотношения 

a
aa 




=0 . 

Пусть заданы координаты точек ( )AAA zyxA ,, , ( )BBB zyxB ,,  тогда  

{ }ABABAB zzyyxxAB −−−= ,,
____

. 

Если точка ),,( zyxM  делит отрезок АВ в соотношении λ/µ, счи-
тая от А, то координаты этой точки определяются как 

.;;
λµ
λµ

λµ
λµ

λµ
λµ

+
+

=
+
+

=
+
+

= ВАВАВА zzzyyyxxx  

В частности, при делении отрезка пополам 

2
BA xxx +

= ; 
2

BA yyy +
= ; 

2
BA zzz +

= . 

Линейные операции над векторами в координатах. Пусть за-
даны векторы в прямоугольной системе координат: 

kajaiaa zyx


++=  и kbjbibb zyx


++= , тогда линейные операции 

над ними в координатах имеют вид: 
1. Сложение векторов:  

( ) ( ) ( )kbajbaibaba zzyyxx


±+±+±=± . 

2. Умножение вектора на число:  

kajaiaa zyx

 λλλλ ++= . 
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A

B

C  

D  

Рис. 3.6 

3. Условие коллинеарности векторов:  

z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
abа ==⇔

 || . 

Пример. В треугольнике ABC  
проведена медиана AD . Выразить век-

тор 
____
AD  через векторы bAB


=

____
; cAC 

=
____

. 

Решение. bcABACBC


−=−=
____________

 
(рис. 3.6). Так как AD  – медиана, то 

________

2
1 BCBD = , следовательно, 

2

____ bcBD


−
= .  

Находим вектор 
____
AD  как сумму 

векторов 
____
AB  и 

____
BC : 

22

___________ cbbcbBDABAD
 +

=
−

+=+= . 

Пример. Даны векторы kjia
 632 +−=  и kjib


22 −+−= , 

приложенные к общей точке. Найти орт вектора, равного ba
 32 + . 

Решение. ( )12;6;42 −=a ,  ( )6;6;3 −−=b ; 

( ) ( )6,0,1612,66,3432 =−+−−=+= bаc . 

Найдем длину вектора с  ( ) ( ) ( ) 37601 222 =++=с , тогда орт 







=






==

37
6,0,

37
1

37
6,

37
0,

37
10

с
сс . 

Пример. Даны векторы { }5,1,4 −=a ; { }1,2,0 −=b


 и { }3,7,1−=c . 
Найти координаты вектора cba 

+− 52 . 

Решение.  

{ } { } { } =−+−−−=+− 3,7,11,2,055,1,4252 cba 

{ } { } { } { }8,15,73,7,15,10,010,2,8 =−+−−−= . 

Пример. Проверить, лежат ли точки )3,4,4(A , )3,2,0( −−B  и 
)9,10,8(C  на одной прямой. 
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Решение. Три точки будут лежать на одной прямой в том случае, 

когда векторы 
____
AB  и 

____
AC  коллинеарные. Найдем координаты векторов: 

{ } { }6,6,433,42,40
____

−−−=−−−−−=AB ; 

{ } { }6,6,439,410,48
____

=−−−=AC .  
Координаты найденных векторов пропорциональны: 

1
6
6

6
6

4
4

−=
−

=
−

=
− , т.е. ACAB || , а значит, точки CBA ,,  лежат на 

одной прямой. 
Пример. Найти направляющие косинусы вектора { }6,3,2−=a . 
Решение. Найдем длину вектора a : 763)2( 222 =++−=a . 

Следовательно, 
7
2cos −==

а
ах
α ; 

7
3cos ==

а
ау
β ; 

7
6cos ==

а
аz
γ . 

Пример. Пусть векторы a  и b


 составляют с осью l  соответ-

ственно углы 
3

2π  и π . Найти проекцию вектора ba
 32 +  на ось l , если 

2=a ; 1=b


. 

Решение.  

( ) =+=+=+ bпрaпрbпрaпрbaпр lllll

 323232
{ } { } { } { }8,15,73,7,15,10,010,2,8 =−+−−−= . 

 

Задания для решения в аудитории 
 
1. Определить точку N, с которой совпадает конец вектора 

{ },4;1;3 −=a  если его начало совпадает с точкой М (1; 2; –3). 
2. В треугольнике ОАВ даны векторы OBbOAa ==

 ; . Найти векторы 
иMA  MB , где М – середина стороны АВ. 

3. Даны точки )2;4;5(и)1;2;4(),8;7;5(),10;5;1( −−−−−− DСBA . 
Проверить, что векторы CDAB и  коллинеарны; установить, какой из 
них длиннее другого и во сколько раз, как они направлены – в одну сто-
рону или в противоположные. 
4. Даны модуль вектора 2=a  и углы 000 120;60;45 === γβα . Вы-
числить проекции вектора a  на координатные оси. 
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25
16cos;

5
3cos;

25
12cos −=−== γβα

5. Вычислить направляющие косинусы вектора { }16;15;12 −−a . 
6. Найти орт вектора { }12;4;3 −=a . 
7. При каких значениях α  и β  векторы { }3,,4 −= αa  и { }1,1, −= βb


 

коллинеарны? 
8. По заданным векторам a  и b


 построить следующие векторы:  

а) ab 
− ; б) ba


−2 ; в) ba

 23 + ; г) 
32
ba


− . 

9. В параллелограмме ABCD  даны стороны bAB


=
____

; dAD


=
____

. Выра-

зить через b


 и d


 векторы 
____
BC , 

____
CB , 

____
CD , 

____
AC , 

____
BD  и 

____
DB . 

 
Ответы. 
 
1. ( )1,1,4N . 4. ( )2,1,2 − . 5.                                                                  .  

6. 





 −=

7
3,

7
2,

7
6a . 7. 3=α ; 3/4=β . 9. dBC


=

____
; dCB


−=

____
; bCD


−=

____
; 

dbAC


+=
____

; bdBD


−=
____

; dbDB


−=
____

. 
 

Индивидуальные задания 
 

Даны точки А, В и С. Разложить вектор a  по ортам .,, kji  
Найти длину, направляющие косинусы и орт вектора a . 
 
  1. ( ) ( )

( ) .;5;1;0

,4;3;1,1;2;1

BCACaC

BA

+=

−
  

  2. ( ) ( ) ( )
.

;5;1;0,4;3;1,1;2;1

CBABa

CBA

−=

−
  

  3. ( ) ( )
( ) .;5;1;0

,4;3;1,1;2;1

ABACaC

BA

+=

−
  

  4. ( ) ( ) ( )
.

;5;1;0,4;3;1,1;2;1

ACCBa

CBA

−=

−
  

  5. ( ) ( )
( ) .;5;1;0

,4;3;1,1;2;1

ABACaC

BA

−=

−
  

  6. ( ) ( ) ( )
.

;5;1;0,4;3;1,1;2;1

CBCAa

CBA

−=

−
  

  7. ( ) ( )
( ) .;5;1;0

,4;3;1,1;2;1

CBABaC

BA

+=

−
  

  8. ( ) ( ) ( )
.

;5;1;0,4;3;1,1;2;1

ABCBa

CBA

−=

−
  

  9. ( ) ( )
( ) .;5;1;0

,4;3;1,1;2;1

CAABaC

BA

+=

−
  

10. ( ) ( ) ( )
.

;5;1;0,4;3;1,1;2;1

ACCBa

CBA

+=

−
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ϕ  

a  

b


 

Рис. 3.7 

11. ( ) ( )
( ) .;1;3;6

,1;2;2,0;1;4

BCABaC

BA

+=

−
  

12. ( ) ( ) ( )
.

;1;3;6,1;2;2,0;1;4

CBABa

CBA

−=

−
  

13. ( ) ( )
( ) .;1;3;6

,1;2;2,0;1;4

ACABaC

BA

+=

−
  

14. ( ) ( ) ( )
.

;1;3;6,1;2;2,0;1;4

ACCBa

CBA

−=

−
  

15. ( ) ( )
( ) .;1;3;6

,1;2;2,0;1;4

ABACaC

BA

−=

−
  

16. ( ) ( ) ( )
.

;1;3;6,1;2;2,0;1;4

CBCAa

CBA

−=

−
  

17. ( ) ( )
( ) .;1;3;6

,1;2;2,0;1;4

CBABaC

BA

+=

−
  

18. ( ) ( ) ( )
.

;1;3;6,1;2;2,0;1;4

ABCBa

CBA

−=

−
  

19. ( ) ( )
( ) .;1;3;6

,1;2;2,0;1;4

CAABaC

BA

+=

−
  

20. ( ) ( ) ( )
.

;1;3;6,1;2;2,0;1;4

ACCBa

CBA

+=

−
  

21. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

BCACaC

BA

+=−

−−−−
  

22. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

CBABaC

BA

−=−

−−−−
  

23. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

ACABaC

BA

+=−

−−−−
  

24. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

ACCBaC

BA

−=−

−−−−
  

25. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

ABACaC

BA

−=−

−−−−
  

26. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

CBCAaC

BA

−=−

−−−−
  

27. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

CBABaC

BA

+=−

−−−−
  

28. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

ABCBaC

BA

−=−

−−−−
  

29. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

CAABaC

BA

+=−

−−−−
  

30. ( ) ( )
( ) .;1;2;3

,0;2;4,4;2;1

ACCBaC

BA

+=−

−−−−
  

 
3.2. Нелинейные операции над векторами 

 
3.2.1. Скалярное произведение векторов 

 
Определение. Скалярным произведением 

ba


⋅  двух ненулевых векторов a  и b


 называ-
ется число, равное произведению длин этих 
векторов на косинус угла между ними  
(рис. 3.7).  

( ) aпрbbпрabababa ba


 ⋅=⋅=⋅⋅==⋅ ϕcos, . 
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Если заданы векторы kajaiaa zyx


++=  и kbjbibb zyx


++= , то 

zzyyxx babababa ++=⋅
 . 

Тогда из определения скалярного произведения следует 

( ) ( )
ba
baba 



⋅
=

,,cos . 

Свойства скалярного произведения: 
1) abba 

⋅=⋅ (переместительное); 
2) ( ) ( )baba


⋅=⋅ λλ  (сочетательное относительно числового мно-

жителя); 
3) ( ) cabacba 

⋅+⋅=+⋅  (распределительное относительно сум-
мы векторов); 

4) 22 aa 
= ; 

5) 0=⋅⇔⊥ baba
 . 

Физический смысл скалярного произведения: если вектор F


 
представляет силу, точка приложения которой перемещается из нача-
ла в конец вектора S


, то работа А этой силы определяется равенством 

SFA


⋅= . 
Геометрические приложения: 

1. Угол ϕ  между векторами a  и b


: 
ba
ba




⋅
⋅

=ϕcos . 

2. Проекция вектора b


 на вектор a : 
a

babпрa 




⋅
= . 

Пример. Найти (5 a  + 3b


)(2a  ‒ b


), если .;3;2 baba


⊥==  
Решение.  

(5a  + 3b


)(2a  ‒ b


) = 10 a ⋅a  ‒ 5 a ⋅b


+ 6 a ⋅b


 ‒ 3b


⋅b


 = 
=10 1327403

22 =−=− ba
 , 

т.к. 0;9;4
22 =⋅==⋅==⋅ babbbaaa

 . 

Пример. Найти угол между векторами a  и b


, если 
;32 kjia


++= kjib


246 −+= . 
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Решение. По условию задачи a  = (1, 2, 3); b


= (6, 4, ‒ 2). Тогда 

a ⋅b


= 6 + 8 – 6 = 8. 
5641636;14941 =++==++= ba

 . 

Откуда по формуле 

cosϕ = .
7
2arccos;

7
2

14
4

14142
8

5614
8

==== ϕ  

Пример. Найти скалярное произведение (3 a  ‒ 2b


)⋅(5a  ‒ 6b


), 
если .3/^;6;4 π=== bаba

  
Решение.  
(3a  ‒ 2b


)⋅(5a  ‒ 6b


) = 15a ⋅a ‒ 18a ⋅b


‒ 10a ⋅b


+ 12b


⋅b


 = 

=15 +⋅⋅⋅−⋅=+−
2
16428161512

3
cos28

22 bbaa
 π  12⋅36 =  

=240 – 336 + 432 = 672 – 336 = 336. 

Пример. Найти, при каком m векторы jima


+=  и 
kjib


433 −−=  перпендикулярны. 
Решение. По условию a= (m, 1, 0); b


= (3, ‒3, ‒4). Тогда 

1;033 =⇒=−=⋅ mmba
 . 

Пример. На материальную точку действуют силы 
kfifjf


−=−=−= 321 ;; . Найти работу равнодействующей этих сил 
R


 при перемещении точки из положения ( )0,1,2 −A  в положение 
( )1,1,4 −B .  

Решение. Найдем силу R


 и вектор перемещения: 

kjifffR


−−−=++= 321 ; kjiABS


−+== 22 . 

Тогда искомая работа ( ) 3122, −=+−−== SRA


. 
Пример. Даны векторы kjia


+−= 34  и kjib


357 −+= . Найти 

( )baa
 2−⋅ . 
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a  

a  

b


 c  

Решение. Найдем координаты вектора:  
{ }−−=− 1,3,42ba

  { } { }7,13,103,5,72 −−=− . 
Тогда  

( ) 67394071)13(3)10(42 =++−=⋅+−⋅−−⋅=−⋅ baa
 . 

Пример. Найти проекцию вектора kjia
 34 −+=  на вектор 

kjib


2−−= . 
Решение. Проекцию вектора a  на вектор b


 найдем по формуле 

2
63

6
9

411
614

==
++
+−

==
b
baaпрb 




 . 

 
3.2.2. Векторное произведение векторов 

 
Определение. Векторным произведением ba


×  вектора a  на 

вектор b


 называется вектор c  (рис. 3.8), который: 
1) ϕsin⋅⋅= bac

 , где ϕ ‒ угол между векторами a и b


; 

2) вектор cортогонален векторам a и b


; 
3) a , b


, c  образуют правую тройку векторов. 

 

Рис. 3.8 

Если заданы векторы 
kajaiaa zyx


++=  и 

kbjbibb zyx


++= , то 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =×
 . 

 
Свойства векторного произведения: 
1) abba 

×−=× ; 
2) ( ) ( )baba


×=× λλ ; 

3) ( ) cabacba 
×+×=+× ; 
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4) 0|| =×⇔ baba
  

z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

==⇔ , т.е. векторы параллельны; 

5) если заданы векторы a (xa, ya, za) и b


(xb, yb, zb) в декартовой 
прямоугольной системе координат с единичными векторами kji


,, , то 

a ×b


=
bbb

aaa
zyx
zyx
kji


. 

Геометрические приложения: 
1) площадь параллелограмма, построенного на векторах a и b


, 

baS


×= ; 

2) площадь треугольника, построенного на векторах a и b


, 

baS


×=
2
1 . 

Физический смысл векторного произведения: если A  – непо-
движная точка, B – точка приложения силы F


, то момент силы F


 от-

носительно точки A  равен векторному произведению 

FABM A


×=
___

. 

Пример. Найти векторное произведение векторов 
kjia


++= 52 и kjib


32 −+= . 
Решение. По условию задачи a  = (2, 5, 1) и b


= (1, 2, ‒3). Тогда 

kjikji
kji

ba





−+−=+−−−=
−

=× 71721
52

31
12

32
15

321
152 . 

Пример. Вычислить площадь треугольника с вершинами       
А(2, 2, 2), В(4, 0, 3),С(0, 1, 0). 

Решение. Найдём координаты векторов, выходящих из одной 
вершины А: 

)1;2;2()23;20;24(),2;1;2()20;21;20( −=−−−=−−−=−−−= ABAC . 
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( ) ( )cbacbacba 
×⋅=⋅×=

Площадь треугольника, построенного на векторах АС и АВ , равна 

АВАСS ×=
2
1 . 

Вычислим векторное произведение: 

.625)24()42()41(

22
12

12
22

12
21

122
212

kjikji

kji
kji

ABAC






+−−=+++−−−−=

=−
−−+−−−−

−−=
−

−−−=×
 

Тогда модуль найденного векторного произведения  

.6536425 =++=× ABAC  

Следовательно,
2
65

=∆S (кв.ед.). 

Пример. Вычислить площадь треугольника, построенного на 

векторах ba


+3  и ba
 3+ , если 2=a ; 3=b


; 

3
),( π

=
∧

ba
 . 

Решение. Площадь треугольника определяем по формуле 

)3()3(
2
1 babaS


+×+= . 

После упрощения выражение примет вид  

=×+×+×+×=+×+ bbabbaaababa
 393)3()3(

)(89 bababa


×=×−×= . 

Тогда 312
2
3324

3
sin4)(8

2
1

=⋅⋅⋅=⋅=×=
πbabaS

  (кв. ед.). 

 
3.2.3. Смешанное произведение векторов 

 
Определение. Смешанным произведением векторов a , b


 и c  

называется число, равное скалярному произведению вектора a  на 
вектор, равный векторному произведению векторов b


 и c : 

                                                   . 
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Обозначается cba 
⋅⋅ или ( a , b


,c ). 

Если заданы векторы  
kajaiaa zyx


++= ; kbjbibb zyx


++= ; kcjcicc zyx


++= , то  

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba =
 . 

Свойства смешанного произведения: 
1) cabcba 

−= ; 
2) ),,(),,(),,(),,(),,(),,( bcaabccabbacacbcba


−=−=−=== ; 

3) ),,(),,(),,( 2121 cbacbacbaa  µλµλ +=+ ; 
4) cba  ,,  – компланарны 0=⇔ cba  . 
Геометрические приложения: 
1. Смешанное произведение cba 

⋅⋅  по модулю равно объему 
параллелепипеда, построенного на векторах a , b


 и c . 

                             cb 
×  

 
 
 
 
    a  
 
     c  
      
                       b


 

 
Рис. 3.9 
 

cbaV 
=  

(рис. 3.9). 

2. Объём треугольной пирамиды, построенной на cba  ,, : 

cbaV 

6
1

= . 

Пример. Доказать, что точки А(5; 7; 2), B(3; 1; ‒1), C(9; 4; ‒4), 
D(1; 5; 0) лежат в одной плоскости. 
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Решение. Найдем координаты векторов: 

)2;2;4(),2;3;4(),1;6;2( −−=−−=−−= ADACAB . 

Если точки лежат в одной плоскости, то смешанное произведе-
ние полученных векторов равно нулю: 

0
0100
0150
160

0100
0150
162

224
234

162
=−

−
=−

−−
=

−−
−−

−−
=⋅⋅ ADACAB . 

Таким образом, полученные выше векторы компланарны. Сле-
довательно, точки A, B, C и D лежат в одной плоскости. 

Пример. Найти объем пирамиды и длину высоты, опущенной 
на грань BCD, если вершины имеют координаты A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), 
C(6; 2; 3), D(3; 7; 2). 

Решение. Найдем координаты векторов:  

)2;1;4(),3;4;1(),4;3;2( −−=−=−−−= BCBDBA . 

Объем пирамиды. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 . 
 
С другой стороны, объём пирамиды можно найти по формуле  

HSV ⋅= осн3
1 . 

Тогда HBCВDНSV ВCD ⋅×=⋅=
______

6
1

3
1 . Отсюда длина высоты 

______
6

BCВD

VH
×

= . 

Для нахождения длины высоты пирамиды найдем сначала пло-
щадь основания BCD. 
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.171011)161()122()38(
214
341 kjikji

kji
BCBD




−−−=−−++−−−−=
−−
−=×

         Тогда площадь грани равна 

510289100121171011 222 =++=++=× BCBD . 

Sосн = 2/510 (кв. ед.), значит, длина высоты 

17
5104

510
1206

______ ==
×

=
BCВD

VH (ед.). 

Задания для решения в аудитории 
 
1. Найти длины сторон и величины углов ABC∆ , если 

( ) ( ) ( )1;2;3,1;3;2,1;1;1 CBA − . 

2. Найти работу равнодействующей сил 

( ) ( )3;1;2,3;1;1 21 =−= ff


 

при перемещении её точки приложения из начала координат в точку 
( )0;1;2 −М .  

3. При каком значении α векторы  

( ) ( )αα −=−= ;2;1;3;5; bа
  

перпендикулярны?  
4. Дано: .240^;4;3 °=== bаba

  Вычислить: 

 а) 2а ; б) (3a  ‒ 2b


)⋅(a  + 2b


); в) ( )2bа + . 
5. Даны векторы ( ) ( )2;3;6;4;2;4 −=−−= bа

 . Вычислить: 
а) bа


⋅ ; б) (2a  ‒ 3b


)⋅(a  + 2b


); в) ( )2bа − ; г) bа


−2 ; д) bа


пр ; е) ab


пр ; 

ж) ( )babа


 −− 2пр ; з) ( )ba

,cos ∠ . 
6. Найти вектор x , коллинеарный вектору { }2,1,4 −=a  и удовлетворя-
ющий условию 84−=⋅ ax  . 
7. Упростить выражения: а) )2()()()2( bcbaacba


−×++−×+ ; 



~ 90 ~ 
 

б) ( ) ( ) ( )jikkijkji


×⋅+×⋅+×⋅ 723 . 
8. Дано:                                                  Найти векторное произведение 

(a  ‒ 2b


)×(3a  + 2b


). 

9. Даны векторы ( ) ( )1;2;1;2;1;3 −=−= bа


. Найти векторные произведе-
ния: 

а) ( ) bbа


×−3 ; б) ( ) ( )babа
 322 −×+ . 

10. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
babа
 23и2 +− , где .150^,6;2 °=== bаba

  
11. Вычислить длину высоты, опущенной из вершины B  треугольни-
ка с вершинами ( ) ( ) ( )2;3;2,3;6;1,21;4;2 −−− CBA . 
12. Сила { }3,2,1−=F


 приложена к точке )1,1,0( −A . Определить вели-

чину момента этой силы относительно точки )2,3,0( −B . 
13. Доказать, что точки ( ) ( ) ( ) ( )5;4;4,3;5;1,7;4;2,1;5;3 DCBA  лежат в од-
ной плоскости. 
14. Вычислить объём параллелепипеда, построенного на векторах 

kjia


+−= 3 ; kjib


−+= 2  и kjic


−+= 34 . 
15. Даны вершины пирамиды ( ) ( ) ( ) ( )2;2;2,4;3;3,1;2;1,4;1;5 DCBA −−− . 
Найти объём пирамиды и длину высоты, опущенной на грань ABC. 
16. При каком λ векторы a , b


, с  будут компланарны, если они равны 

соответственно ( ) ( ) ( )4;5;1;2;1;5;1;3; −=−== сbа  λ . 
 

Ответы. 
 

1. 8/9; 
23

1 ; 3,3,2 . 2. A=6. 3. α= –5. 4. 9,–61,13. 5. а)22; б) –200; в)41;  

г) 105 ; д) 
6
22 ; е) 

7
22 ; ж) 

41
55 ; з) ( )

21
11,cos =∠ ba

 . 6. { }8,4,16 −− .  

7. а) 3/65 ; б) 7/45 . 8. 2100 . 9. а) ( ) ( )21;15;93 −=×− bbа
 ;               

б) ( ) ( ) ( )49;35;21322 −−=−×+ babа
 . 10. 48. 11. 

65
66

=H . 12. 349 .  

14. 1 ед3. 15. V=4; 33
3

4
== SH . 16. λ=‒3. 

 

.45^;5;5 °=== bаba
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Индивидуальные задания 
 

Даны координаты вершин пирамиды ABCD. Требуется найти: 
1) длины векторов ,, ACAB  ;AD  
2) угол между векторами ;и ACAB  
3) проекцию вектора AD  на вектор ;AB  
4) площадь грани АВС; 
5) объем пирамиды ABCD. 
 
1. ( );4;0;2−A  ( )2;3;4 −−B ; ( )2;2;7 −C ; ( ).6;2;1−D  

 
2. ( );1;1;0 −A  ( )5;4;6 −−B ; ( )1;3;9 −−C ; ( ).3;1;1D  

 
3. ( );3;1;5−A  ( )3;21 −−B ; ( )1;1;4 −C ; ( ).5;3;4−D  

 
4. ( );0;3;1 −−A  ( )6;6;5 −−B ; ( )2;5;8 −−C ; ( ).2;1;0D −  

 
5. ( );5;2;1A  ( )1;1;7 −−B ; ( )3;0;10C ; ( ).7;4;2D  

 
6. ( );1;2;3 −−−A  ( )1;1;3 −−B ; ( )3;4;6 −−C ; ( ).1;0;2−D  

 
7. ( );2;3;2A  ( )4;0;8 −B ; ( )0;1;11C ; ( ).4;5;3D  

 
8. ( );2;4;4 −−A  ( )8;1;2 −B ; ( )4;2;5 −C ; ( ).0;6;3−D  

 
9. ( );3;5;3 −A  ( )9;2;9 −B ; ( )5;3;12 −C ; ( ).1;7;4 −D  

 
10. ( );1;4;4 −A  ( )5;7;10 −−B ; ( )1;6;13 −−C ; ( ).3;2;5 −D  

 
11. ( );4;0;4A  ( )0;5;0B ; ( )6;0;0C ; ( ).1;3;1 −D  

 
12. ( );4;3;1 −−A  ( )4;3;2 −B ; ( )2;1;3 −−C ; ( ).3;1;4 −D  

 
13. ( );0;0;0A  ( )1;3;2 −B ; ( )5;4;2−C ; ( ).4;1;3 −D  

 
14. ( );4;2;3 −A  ( )3;5;2 −B ; ( )1;6;5 −−C ; ( ).4;2;5D  
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15. ( );1;0;6A  ( )3;2;6 −−B ; ( )4;2;2C ; ( ).2;4;3 −D  

 
16. ( );4;1;4 −−A  ( )0;5;0 −B ; ( )2;0;0 −C ; ( ).1;3;1−D  

 
17. ( );5;3;2A  ( )6;2;3 −B ; ( )5;2;2 −C ; ( ).3;3;6 −D  

 
18. ( );1;2;5 −−A  

 
( )4;3;3B ; ( )2;1;3 −−C ; ( ).2;1;0 −D  

19. ( );2;1;3 −−A  ( )1;2;5 −−B ; ( )2;1;0 −C ; ( ).4;3;3D  
 

20. ( );4;2;5A  ( )1;6;5 −−B ; ( )4;2;3 −C ; ( ).3;5;2 −D  
 

21. ( );0;0;4A  ( )2;1;2−B ; ( )2;3;1C ; ( ).7;2;3D  
 

22. ( );5;2;4A  ( )1;7;0B ; ( )7;2;0C ; ( ).0;5;1D  
 

23. ( );10;4;4A  ( )2;10;7B ; ( )4;8;2C ; ( ).9;6;9D  
 

24. ( );5;6;4A  ( )4;9;6B ; ( )10;10;2C ; ( ).9;5;7D  
 

25. ( );4;5;3A  ( )4;7;8B ; ( )4;10;5C ; ( ).8;7;4D  
 

26. ( );6;6;10A  ( )2;8;2−B ; ( )9;8;6C ; ( ).3;10;7D  
 

27. ( );2;8;1A  ( )6;2;5B ; ( )9;8;6C ; ( ).9;10;4D  
 

28. ( );5;6;6A  ( )5;9;4B ; ( )11;6;4C ; ( ).3;9;6D  
 

29. ( );2;2;7A  ( )7;7;5B ; ( )1;3;5C ; ( ).7;3;2D  
 

30. ( );4;6;8A  ( )5;5;10B ; ( )8;6;5C ; ( ).7;10;8D  
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Контрольная работа по теме «Элементы векторной алгебры» 
 
Вариант № 1  
1. Доказать, что векторы ( )3;2;21 =a ; ( )3;2;12 =a ; ( )1;1;13 =a  образуют 
базис пространства, и найти координаты вектора ( )2;0;3 −=x  в этом 
базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)5;2;1( −=a  и ( )1;0;3 −=b


, если bac 241 −=
 ; bac +−= 22

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2−=
  и qpb 53 += , если 2=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/6. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1( −A , )2;3;2( −B , )2;4;1(−C , )1;2;3(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;3;1(−=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 2 
1. Доказать, что векторы ( )1;1;21 −=a ; ( )1;3;22 −=a ; ( )4;2;13 −−−=a  

образуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )9;1;8 −=x  
в этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)1;4;3( −=a  и ( )1;1;2 −=b


, если bac 361 −=
 ; bac +−= 22

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 24 +=
 a  и qpb 23 −= , если 2=p ; 3=q  и угол между векто-
рами p  и q  равен 2π/3 . 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1(A , )4;3;2(−B , )1;1;5(−C , )4;3;1( −D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;2;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
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Вариант № 3 
1. Доказать, что векторы ( )0;2;11 =a ; ( )0;3;02 −=a ; ( )1;1;23 =a  образу-
ют базис пространства, и найти координаты вектора ( )3;6;5 −=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;3;2( −−−=a  и ( )5;0;1=b


, если bac 931 +=
 ; bac 32 −−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 32 +−=
 a  и qpb 2−= , если 3=p ; 1=q  и угол между вектора-
ми p  и q  равен π/4 . 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1( −A , )1;2;3(−B , )6;5;4(C , )4;5;6(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;3;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 4 
1. Доказать, что векторы ( )1;3;31 =a ; ( )1;2;22 −=a ; ( )1;1;23 =a  образуют 
базис пространства, и найти координаты вектора ( )5;0;1=x  в этом ба-
зисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;4;1(−=a  и ( )6;2;3 −=b


, если bac −= 21
 ; bac 362 +−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2+=
  и qpb 3−= , если 4=p ; 2=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 4π/3 . 
4. Даны вершины тетраэдра )1;3;2( −A , )1;2;3(B , )3;2;1(C , )4;2;1(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;3;2( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 5 
1. Доказать, что векторы ( )1;1;21 =a ; ( )2;2;02 =a ; ( )1;3;23 −=a  образу-
ют базис пространства, и найти координаты вектора ( )5;2;1=x  в этом 
базисе. 
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2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 
)1;0;5( −=a  и ( )3;2;7=b


, если bac −= 21

 ; bac 362 +−=
 ? 

3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
qpa 2−=

  и qpb 23 +−= , если 2=p ; 3=q  и угол между вектора-
ми p  и q  равен 5π/3 . 
4. Даны вершины тетраэдра )1;3;2(−A , )1;3;1( −B , )4;3;2(C , )2;3;4(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;3;2(−=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 6 
1. Доказать, что векторы ( )1;0;21 =a ; ( )2;1;12 −=a ; ( )2;5;13 −=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )4;3;1=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;3;0( −=a  и ( )1;2;1 −=b


, если bac 251 −=
 ; bac 532 +=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2+=
  и qpb +−= 3 , если 2=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/6 . 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1(A , )1;2;3(B , )3;3;2( −−C , )3;1;3( −−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )5;4;3(−=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 7 
1. Доказать, что векторы ( )1;1;21 −=a ; ( )2;1;52 −=a ; ( )1;2;13 =a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )11;2;5−=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)1;7;2( −−=a  и ( )2;5;3−=b


, если bac 321 +=
 ; bac 232 +=

 ? 
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3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
qpa 23 −=

  и qpb += 2 , если 1=p ; 2=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 2π/3 . 
4. Даны вершины тетраэдра )5;3;2(A , )4;3;2(−B , )5;4;3(−C , )1;1;1(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;5;2(=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 8 
1. Доказать, что векторы ( )1;2;31 =a ; ( )3;5;22 =a ; ( )2;4;33 =a  образуют 
базис пространства, и найти координаты вектора ( )0;1;3=x  в этом ба-
зисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)0;7;3(=a  и ( )4;3;1 −=b


, если bac 241 −=
 ; bac +−= 22

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 3−=
  и qpb 42 += , если 2=p ; 2=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/4 . 
4. Даны вершины тетраэдра )3;1;2(A , )1;2;3(−B , )6;5;2(C , )5;4;6(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;2;1(=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 9 
1. Доказать, что векторы ( )3;2;11 −=a ; ( )4;1;22 =a ; ( )1;1;33 −=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )2;5;10=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)1;2;1( −−=a  и ( )1;7;2 −=b


, если bac 261 −=
 ; bac +−= 32

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa −=
  и qpb 32 +−= , если 2=p ; 1=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/3. 
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4. Даны вершины тетраэдра )3;2;2( −A , )3;2;1(B , )1;2;3(−C , )4;2;3( −D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )6;4;3( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 10 
1. Доказать, что векторы ( )3;2;01 −=a ; ( )4;1;52 −=a ; ( )1;1;23 −=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )5;5;0=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;9;7( −=a  и ( )3;4;5=b


, если bac −= 41
 ; bac 42 +−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2−=
  и qpb 43 −= , если 3=p ; 2=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/4. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;1;3( −A , )4;3;2(B , )2;3;4(C , )3;0;1(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;7;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 11 
1. Доказать, что векторы ( )5;4;31 =a ; ( )6;5;32 −−−=a ; ( )4;2;23 =a  об-
разуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )3;1;2=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;0;5( −=a  и ( )3;4;6=b


, если bac 351 −=
 ; bac 6102 +−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 3−=
  и qpb 32 +−= , если 2=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 3π/4. 
4. Даны вершины тетраэдра )1;4;3(A , )4;3;2( −B , )2;2;1(C , )4;3;2(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
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5. Найти работу силы )4;3;2( −=F


, приложенной к точке А, при пере-
мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант №12 
1. Доказать, что векторы ( )3;2;11 =a ; ( )1;1;22 −=a ; ( )1;4;33 −−=a  обра-

зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )2;5;0=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)1;3;8( −=a  и ( )3;1;4=b


, если bac −= 21
 ; bac 242 +−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa += 2  и qpb 2−= , если 3=p ; 4=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 2π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1(A , )1;2;3(B , )4;3;2( −−C , )3;2;4( −−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )5;4;3( −−=F


, приложенной к точке А, при пе-

ремещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 13 
1. Доказать, что векторы ( )2;5;21 =a ; ( )1;1;12 =a ; ( )2;3;13 =a  образуют 
базис пространства, и найти координаты вектора ( )5;14;2=x  в этом 
базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)6;1;3( −=a  и ( )10;7;5=b


, если bac 241 −=
 ; bac +−= 22

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 3−=
  и qpb 32 += , если 2=p ; 1=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 5π/6. 
4. Даны вершины тетраэдра )1;2;3(A , )3;2;1( −−B , )2;2;4( −C , )3;2;1(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;5;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
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Вариант № 14 
1. Доказать, что векторы ( )2;3;21 −=a ; ( )1;1;12 −−=a ; ( )1;1;43 =a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )0;8;15=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)4;2;1( −=a  и ( )5;3;7=b


, если bac 361 −=
 ; bac +−= 22

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 3+=
  и qpb 54 +−= , если 2=p ; 4=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/4. 
4. Даны вершины тетраэдра )4;1;2(A , )1;2;4(−B , )6;2;3( −C , )3;2;6( −D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )7;5;3( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 15 
1. Доказать, что векторы ( )4;1;11 =a ; ( )4;2;12 =a ; ( )1;1;13 −=a  образуют ба-
зис пространства, и найти координаты вектора ( )2;5;1 −=x  в этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)0;7;3(=a  и ( )1;6;4 −=b


, если bac 231 +=
 ; bac 752 −=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa +=
  и qpb 4−= , если 3=p ; 2=q  и угол между векторами p  
и q  равен π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )4;3;2( −A , )2;3;4( −B , )3;2;1(C , )1;2;3(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;2;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 16 
1. Доказать, что векторы ( )4;2;31 =a ; ( )3;4;22 −=a ; ( )2;5;43 −−=a  об-
разуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )1;11;8=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)4;1;2( −=a  и ( )6;7;3 −−=b


, если bac 321 −=
 ; bac 232 −=

 ? 
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3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
qpa 3−=

  и qpb 3+= , если 3=p ; 4=q  и угол между векторами p  
и q  равен 2π/6. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1(A , )1;2;3(B , )3;2;4( −−C , )3;4;3( −−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;4;4( −−=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 17 
1. Доказать, что векторы ( )3;1;21 =a ; ( )1;2;42 −−−=a ; ( )5;4;33 =a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )2;3;1=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;1;5( −−=a  и ( )7;0;6=b


, если bac 231 −=
 ; bac 462 +−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 3−=
  и qpb 42 += , если 2=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )5;4;3(A , )3;4;5(B , )1;3;1( −−C , )4;2;1( −D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )4;3;7( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 18 
1. Доказать, что векторы ( )1;3;21 =a ; ( )2;2;12 −−=a ; ( )1;2;13 =a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )1;2;2 −=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)3;5;9(−=a  и ( )2;1;7 −=b


, если bac −= 21
 ; bac 532 +=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 5−=
  и qpb 3+= , если 4=p ; 4=q  и угол между векторами p  
и q  равен π/3. 
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4. Даны вершины тетраэдра )6;5;2(A , )4;5;6(B , )3;2;1( −−−C , )6;0;1(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )5;4;2( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 19 
1. Доказать, что векторы ( )1;2;11 =a ; ( )3;1;22 −=a ; ( )4;1;33 −=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )6;1;5 −=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)9;2;4(=a  и ( )3;1;0 −=b


, если bac 341 −=
 ; bac 342 −=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 34 +−=
  и qpb −= , если 3=p ; 2=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 4π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )6;4;2(A , )2;4;6( −B , )0;1;1( −C , )3;2;0(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )7;4;2( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 20 
1. Доказать, что векторы ( )7;1;21 =a ; ( )1;2;12 −=a ; ( )1;2;13 −−=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )10;5;5 −=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)6;1;2( −=a  и ( )8;3;1−=b


, если bac 251 −=
 ; bac 522 −=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa +=
  и qpb 4−= , если 3=p ; 1=q  и угол между векторами p  
и q  равен 2π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )1;1;2( −−A , )3;2;0( −B , )0;2;3(−C , 

)1;0;0(D . Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань 
АBC, проекцию вектора AB  на основание BC , угол между векторами 
AD  и AC . 
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5. Найти работу силы )4;2;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-
мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 21 
1. Доказать, что векторы ( )4;1;31 =a 4 ( )1;1;22 −=a ; ( )5;1;13 −−=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )3;0;5=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)8;0;5(=a  и ( )7;1;3−=b


, если bac 431 −=
 ; bac 1292 +−=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 4−=
  и qpb +−= 3 , если 4=p ; 1=q  и угол между векторами 
p  и q  равен 3π/4. 
4. Даны вершины тетраэдра )0;1;2(−A , )3;1;4(−B , )4;1;3( −C , )0;0;0(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;0;2(−=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 22 
1. Доказать, что векторы ( )1;2;11 =a ; ( )2;3;12 −=a ; ( )1;1;23 −−=a  образуют 
базис пространства, и найти координаты вектора ( )7;0;1=x  в этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)4;3;1(−=a  и ( )0;1;2 −=b


, если bac 261 −=
 ; bac +−= 32

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2−=
  и qpb 3+= , если 5=p ; 2=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1(A , )1;2;3(B , )3;2;1( −−−C , )0;0;0(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )6;5;1( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
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Вариант № 23 
1. Доказать, что векторы ( )2;1;41 −=a ; ( )0;3;22 −=a ; ( )2;1;33 −−=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )3;1;7 −−=x  в 
этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)2;4;1( −=a  и ( )1;1;1 −=b


, если bac +=1
 ; bac 242 +=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2−=
  и qpb 23 += , если 2=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/4. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;2( −A , )2;1;1( −B , )1;0;0( −C , )3;2;1(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )1;4;3(=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 24 
1. Доказать, что векторы ( )1;0;11 =a ; ( )0;1;12 =a ; ( )1;2;13 =a  образуют ба-
зис пространства, и найти координаты вектора ( )1;5;3 −=x  в этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)4;5;3(=a  и ( )7;9;5=b


, если bac +−= 21
 ; bac 232 −=

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 32 −=
  и qpb 4+= , если 3=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/3. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1( −A , )2;1;2(−B , )1;4;0( −C , )3;2;1(D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )2;3;2( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 25 
1. Доказать, что векторы ( )3;2;21 −=a ; ( )1;3;12 −=a ; ( )1;0;13 −−=a  обра-
зуют базис пространства, и найти координаты вектора ( )5;1;3 −=x  в этом 
базисе. 
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2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 
)3;2;1( −=a  и ( )1;1;2 −−=b


, если bac 341 +=

 ; bac −= 82
 ? 

3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
qpa 32 −=

  и qpb 4+= , если 1=p ; 3=q  и угол между векторами 
p  и q  равен π/4. 
4. Даны вершины тетраэдра )3;2;1( −A , )3;2;0(B , )1;3;2(−C , )3;1;2(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )3;2;2(−=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Вариант № 26 
1. Доказать, что векторы ( )1;1;11 =a ; ( )12;1;02 =a ; ( )1;0;03 =a  образуют ба-
зис пространства, и найти координаты вектора ( )3;6;5 −=x  в этом базисе. 
2. Коллинеарны ли векторы 1c  и 2c , построенные по векторам 

)1;4;1(−=a  и ( )7;2;1 −=b


, если bac 351 +=
 ; bac −= 22

 ? 
3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 34 −=
  и qpb 42 +−= , если 3=p ; 4=q  и угол между вектора-
ми p  и q  равен π/6. 
4. Даны вершины тетраэдра )4;2;3( −A , )3;2;1( −B , )2;1;4(C , )4;3;2(−D . 
Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань АBC, проек-
цию вектора AB  на основание BC , угол между векторами AD  и AC . 
5. Найти работу силы )2;3;4( −=F


, приложенной к точке А, при пере-

мещении ее в точку В. Координаты точек следует взять из задания 4. 
 
Теоретические задания по теме «Элементы векторной алгебры» 
 

1. Линейное пространство, примеры. 
2. Векторы, проекция вектора на ось, свойства операций над 

векторами. 
3. Скалярное произведение векторов. 
4. Векторное произведение векторов. 
5. Смешанное произведение векторов. 
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4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

4.1. Плоскость в пространстве 
 

4.1.1. Уравнение плоскости, проходящей через точку ( )0000 ,, zyxM , 
перпендикулярно вектору { }CBAN ,,=


 

 
Покажем, что это уравнение можно привести к виду 

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA . 

Действительно, пусть ( )zyxM ,,  – произвольная точка на иско-
мой плоскости. Тогда вектор  

),,( 0000 zzyyxxMM −−−= . 

Т.к. вектор N  – вектор нормали, то он перпендикулярен плос-
кости, а следовательно, перпендикулярен и вектору MM 0 . Тогда ска-
лярное произведение 

00 =⋅ NMM . 

Вычислив скалярное произведение, получим 

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxА , 

где { }CBAN ,,=


 – нормальный вектор 
плоскости (рис. 4.1). 

Раскрыв в последнем равенстве 
скобки, получим общее уравнение 
плоскости: 

0=+++ DCzByAx , 
где 0222 ≠++ CBA . 

 
4.1.2. Уравнение плоскости в отрезках 

 
Если в общем уравнении 0=+++ DCzByAx поделить обе части 

на (-D) 

01 =−−−− z
D
Cy

D
Bx

D
A , 

( )CBAN ,,


 

0M  

Рис. 4.1 
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; 

}.;;{

},;;{

},;;{

13131331

12121221

1111

zzyyxxMM

zzyyxxMM

zzyyxxMM

−−−=

−−−=

−−−=  ; 

заменив c
C
Db

B
Da

A
D

=−=−=− ;;  , получим уравнение плоскости в 

отрезках: 

1=++
c
z

b
y

a
x , 

где cba ,,  – абсцисса, ордината, аппликата точек пересечения плоско-
стью координатных осей. 

 
4.1.3. Уравнение плоскости, проходящей через три данные  

точки: ( )1111 ,, zyxM , ( )2222 ,, zyxM , ( )3333 ,, zyxM  
 
Рассмотрим точки ( )1111 ,, zyxM , ( )2222 ,, zyxM , ( )3333 ,, zyxM  

в общей декартовой системе координат. 
Для того чтобы произвольная точка М(x,y,z) лежала в одной 

плоскости с точками М1, М2, М3, необходимо, чтобы векторы 
MMMMMM 13121 ,,  были компланарны, т.е. 

( MMMMMM 13121 ,, ) = 0. 

Найдём эти векторы. 
Таким образом,    

 

                                         
 
 
 
 
Уравнение плоскости, проходящей через три точки: 

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

. 

 
4.1.4. Угол между плоскостями 01111 =+++ DzCyBxA ; 

02222 =+++ DzCyBxA  
 
Определение. Углом между плоскостями называется любой из 

двух смежных двугранных углов, образованных плоскостями при их 
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пересечении. Если плоскости параллельны, то угол между ними равен 
0 или π радиан. 

Рассмотрим плоскости 

( )111111111 ,,,0: СВАNDzCyBxA ==+++


α   и 
( )222222222 ,,,0: СВАNDzCyBxA ==+++


α . 

Очевидно, угол между плоскостями 

( ) ( )2121 ,, NN== ααϕ  

или 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA
NN
NN

++++

++
=

⋅
⋅

=ϕ . 

Условие параллельности плоскостей: 

1N


׀׀ 2N


 
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

==⇒ . 

Условие перпендикулярности плоскостей: 

1N


⊥ 2N


 ⇒  ⇒=⋅ 021 NN


 0212121 =++ CCBBAA . 

 
4.1.5. Расстояние от точки ( )000 ,, zyx  до плоскости 

0=+++ DCzByAx  

222
000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . 

 

4.1.6. Примеры решения задач 
 
Пример. Написать уравнение плоскости, проходящей через точ-

ки ( )3,0,11 −M , ( )2,1,42 −M , ( )1,2,23 −M . 
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. 

; 

Решение.  

,0
310212
320114
301

=
+−−−
+−−−
+−− zyx

  0
421
513

31
=

−
−

+− zyx
. 

Раскладывая определитель по элементам первой строки, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) 035716,0
21
13

3
41
53

42
51

1 =+−−−=
−
−

++−
−
−

− zyxzyx . 

Окончательно получим уравнение искомой плоско-
сти 021576 =−−− zyx . 

Пример. Найти уравнение плоскости, зная, что точка             
Р(4; ‒3; 12) – основание перпендикуляра, опущенного из начала коор-
динат на эту плоскость. 

Решение. 

 
).

13
12;

13
3;

13
4(

13169144916);12;3;4(

−=

==++=−=

N

OPOP
 

Таким образом, A = 4/13; B = ‒3/13; C = 12/13. Воспользуемся 
формулой 

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0. 

0)12(
13
12)3(

13
3)4(

13
4

=−++−− zyx ; 

.01691234

;0
13

169
13
12

13
3

13
4

;0
13

144
13
12

13
9

13
3

13
16

13
4

=−+−

=−+−

=−+−−−

zyx

zyx

zyx

 

Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через две точки 
P(2; 0; ‒1) и Q(1; ‒1; 3) перпендикулярно плоскости 3х + 2у – z + 5 = 0. 

Решение. Вектор нормали к плоскости 3х + 2у – z + 5 = 0 
)1;2;3( −=N параллелен искомой плоскости. 
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Получаем 

.015117
;0111147

;0)1(11)2(7
;0)32)(1()121()81)(2(

;0
123

411
12

;0
123
130121
102

=+++−
=++++−

=+++−−
=+−++−−−−

=
−

−−
+−

=
−
+−−−
+−−

zyx
zyx

zyx
zyx

zyx

zyx

 

Пример. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку )1,2,1(−M  и перпендикулярной плоскостям 0753 =−−+ zyx  и 

0832 =+−+ zyx . 
Решение. Нормальный вектор N


 искомой плоскости будет пер-

пендикулярен нормальным векторам { }5,1,31 −=N


 и { }3,2,12 −=N


 за-
данных плоскостей, поэтому вектор N


 найдем как векторное произ-

ведение векторов 1N


 и 2N


.  

kji
kji

NNN





547
321
51321 ++=

−
−=×= . 

Далее воспользуемся уравнением плоскости, проходящей через 
точку )1,2,1(−M  перпендикулярно вектору { }5,4,7=N


:  

0)1(5)2(4)1(7 =−+−++ zyx  или 06547 =−++ zyx  – искомое 
уравнение плоскости. 

Пример. Дан тетраэдр с вершинами )4,3,1( −A , )1,2,0( −−B , 
)1,1,1( −C  и )2,3,1( −D . Найти длину высоты, опущенной из вершины 

D  на грань ABC . 
Решение. Длину высоты, опущенной из вершины D , найдем как 

расстояние от точки D  до плоскости ABC . 
Составим уравнение плоскости ABC , используя уравнение плос-

кости, проходящей через три точки:  



~ 110 ~ 
 

0
413111
413210

431
=

−−+−
−−+−−

−+− zyx
 или 0

540
511
431

=
−
−−
−+− zyx

. 

Разложим определитель по элементам первой строки: 
0)4(4)3(5)1(15 =−−+−− zyx  ⇒  0144515 =−−− zyx . 

Находим расстояние от точки )2,3,1( −D  до плоскости 

0144515 =−−− zyx : 5,0
)4()5(15

1424)3(5115
222

≈
−+−+

−⋅−−⋅−⋅
=d . 

Пример. Найти расстояние от точки ( )3,2,10 −M  до плоскости, 
проходящей через точки )2,0,2(),1,1,4(),2,1,3( 321 MMM −−− . 

Решение. Найдем уравнение плоскости, проходящей через точ-
ки ,1M 32 , MM : 

.0
011
301
213

;0
221032
211134

213
=

−
−
−+−

=
−+−
−−+−−

−+− zyxzyx
 

Вычислим определитель, разложив его по первой строке: 

;0
11
01

)2(
01
31

)1(
01
30

)3( =
−

−+
−

−
+−

−
− zyx  

.0833;023933;0)2()1(3)3(3 =−++=−+−++=−+++− zyxzyxzyx
 Найдем расстояние от точки 0M  до плоскости  0833 =−++ zyx . 

222
000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= .

19
198

19
8

133

832313
222

==
++

−+⋅−⋅
=  

Пример. Какой угол образуют плоскости 042:1 =+−− zухα ; 
0723:2 =−−+ zyxα ? 

Решение. Угол между плоскостями есть угол между нормаль-
ными векторами заданных плоскостей. По условию задачи 

( ) ( )2;1;3а,1;2;1 21 −=−−= NN


.  

Тогда их скалярное произведение равно                                                                               
 

                                                                          . 322321 =+−=⋅ NN
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14419,6141 21 =++==++= NN


. 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA
NN
NN

++++

++
=

⋅
⋅

=ϕ
212

3
146

3
=

⋅
= . 

Задания для решения в аудитории 
 
1. Какой угол образуют плоскости 

01:1 =−+ ухα ; 0132:2 =++− zyxα ? 

2. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку 
)7,4,1(0 −M  и перпендикулярно вектору { }3;1;2 −=N


. 

3. Установить, что плоскости 

010 =−−− zух ; 043114 =++ zх ; 03157 =−− ух  

 имеют единственную общую точку. Найти её. 
4. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку 

)7;3;2(0 −−M  параллельно плоскости  

05362 =+−− zух . 

5. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
)5;3;2(0 −M  и перпендикулярно линии пересечения плоскостей  

0122 =+−+ zyx  и 05 =−++ zyx . 

6. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки  

( )3;2;11M , ( )2;1;42 −−M , ( )3;0;43M . 
7. Найти расстояние между параллельными плоскостями 

012523 =++− zyx  и 0451046 =++− zyx . 

 
Ответы. 

 

1. 
4
1cosarc=ϕ . 2. 02332 =++− zyx . 3. )5,2,3( −−M .  
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4. 043362 =−−− zух . 5. 02343 =−+− zух .                                                                                
6. 03131510 =++−− zух . 7. 1,7. 

 
Индивидуальные задания 

 
Задание 1. Найти расстояние от точки 0M  до плоскости, прохо-

дящей через три точки ,1M  32 и MM : 
 
1. ( ) ( ) ( ) ( )5;4;2,3;2;1,4;5;1,7;4;3 0321 ММММ −−−− . 
2. ( ) ( ) ( ) ( )5;1;2,4;2;0,5;4;3,7;2;3 0321 −−−− ММММ . 
3. ( ) ( ) ( ) ( )1;0;7,4;5;3,2;1;9,1;1;3 0321 −−−−−−− ММММ . 
4. ( ) ( ) ( ) ( )2;4;2,1;1;2,3;0;2,1;1;1 0321 −−−− ММММ . 
5. ( ) ( ) ( ) ( ).4;1;2,1;1;0,2;1;1,0;2;1 0321 −−− ММММ  
6. ( ) ( ) ( ) ( )1;9;5,1;2;2,1;2;1,2;0;1 0321 −−−− ММММ . 
7. ( ) ( ) ( ) ( )9;2;3,6;1;2,1;0;1,3;2;1 0321 −−−−− ММММ . 
8. ( ) ( ) ( ) ( )10;7;6,3;0;6,5;3;2,1;10;3 0321 −−−−−−− ММММ . 
9. ( ) ( ) ( ) ( )5;3;2,1;0;3,4;2;1,4;2;1 0321 −−−−−− ММММ . 
10. ( ) ( ) ( ) ( )5;4;3,5;1;2,2;1;4,1;3;0 0321 −−−−− ММММ . 
11. ( ) ( ) ( ) ( )5;3;2,1;0;3,2;1;4,0;3;1 0321 −− ММММ . 
12. ( ) ( ) ( ) ( )16;20;21,1;1;3,2;3;0,1;1;2 0321 −−−− ММММ . 
13. ( ) ( ) ( ) ( )68;6;3,1;3;0,4;1;2,6;5;3 0321 ММММ −−−−− . 
14. ( ) ( ) ( ) ( )2;1;1,3;7;2,3;6;3,7;5;1 0321 −−−− ММММ . 
15. ( ) ( ) ( ) ( )7;2;3,4;1;1,2;1;2,2;1;1 0321 −− ММММ . 
16. ( ) ( ) ( ) ( )5;4;5,1;0;1,1;2;2,6;3;1 0321 −− ММММ . 
17. ( ) ( ) ( ) ( )8;1;12,8;5;10,0;6;2,6;2;4 0321 −−−− ММММ . 
18. ( ) ( ) ( ) ( )8;1;10,1;2;5,2;1;7,4;2;7 0321 ММММ −−−−− . 
19. ( ) ( ) ( ) ( )8;1;3,2;3;7,2;5;3,4;1;2 0321 −−−− ММММ . 
20. ( ) ( ) ( ) ( )7;8;10,3;6;3,3;0;6,2;5;1 0321 −−−−− ММММ . 
21. ( ) ( ) ( ) ( )2;13;4,9;5;1,5;3;2,1;1;0 0321 −−−−−−− ММММ . 
22. ( ) ( ) ( ) ( )12;6;3,4;2;1,0;5;2,0;2;5 0321 −−ММММ . 
23. ( ) ( ) ( ) ( )7;3;14,6;0;5,1;2;1,2;1;2 0321 −−−− ММММ . 
24. ( ) ( ) ( ) ( )5;5;6,4;8;4,1;7;1,4;0;2 0321 −−−−−− ММММ . 
25. ( ) ( ) ( ) ( )7;8;1,3;6;2,2;3;3,5;4;14 0321 −−−−−−− ММММ . 
26. ( ) ( ) ( ) ( )16;8;13,6;5;2,3;0;3,0;2;1 0321 −−− ММММ . 



~ 113 ~ 
 

27. ( ) ( ) ( ) ( )7;3;5,6;2;3,1;2;1,2;1;2 0321 −−−− ММММ . 
28. ( ) ( ) ( ) ( )6;2;3,2;1;2,3;1;1,2;1;1 0321 −−− ММММ . 
29. ( ) ( ) ( ) ( )8;4;5,7;3;6,2;1;4,1;3;2 0321 −−ММММ . 
30. ( ) ( ) ( ) ( )6;7;3,1;2;3,1;3;2,1;1;1 0321 −−− ММММ . 

 
Задание 2. Найти угол между плоскостями: 
 

1. 01652;053 =−+−=+− zyxyx . 
2. 01;013 =−+=−+− zxzyx . 
3. 094;01354 =+−−=−+− zyxzyx . 
4. 01395;01523 =−−+=++− zyxzyx .  
5. 04639;017426 =−−+=+−+ zyxzyx . 
6. 032;012 =+−+=−+− zyxzyx . 
7. 02;03 =+=− zyzy . 
8. 01262;0236 =−++=−+ zyxzyx . 
9. 01151216;0322 =−−+=−++ zyxzyx  

10. 0832;01652 =+++=++− zyxzyx . 
11. 01;0122 =−+=−++ zxzyx . 
12. 0832;043 =+++=−++ zyxzyx . 
13. 073;016223 =−−+=−−− zyxzyx . 
14. 013;0922 =−+−=+++ zyxzyx . 
15. 0522;0322 =++−=−++ zyxzyx . 
16. 07;0323 =−++=−+ zyxzyx . 
17. 03;0823 =+−+=−−− zyxzyx . 
18. 05;023323 =++=++− zyzyx . 
19. 01;073 =−+=−++ zyzyx . 
20. 012;01722 =−−=++− yxzyx . 
21. 06;012 =++=−+ yxyx .  
22. 0732;052 =−+=+− yxzx . 
23. 092;01835 =−+=−++ zyzyx . 
24. 0522;0234 =+++=−+ zyxzx . 
25. 0342;014 =−++=+−+ zyxzyx . 
26. 012;092 =−+−=−+ zyxzy . 
27. 0335155;011462 =−+−=−+− zyxzyx . 
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28. 0522;017 =−−=−+− yxzyx . 
29. 032;053 =−+=−− yxyx . 
30. 012;032 =−+−=−++ zyxzyx . 
 

 
4.2. Прямая в пространстве 

 
4.2.1. Уравнение прямой в пространстве по точке  

и направляющему вектору 
 
 
                   z 
 
              S


           M1 

         
              M0 
 

             0r                 r  
 
          0            y 
 
 
 
   x 

 
Рис. 4.2 

 
Каноническое уравнение прямой, проходящей через точку 

( )0000 ,, zyxM  и параллельно вектору { }pnms ,,=
 (рис. 4.2): 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− . 

Вектор { }pnms ,,=
 называется направляющим вектором прямой. 

Действительно, на прямой дана точка М0(x0, y0, z0), возьмём про-
извольную точку M(x, y, z) и рассмотрим вектор ММ 0 . 

Найдём координаты вектора ( )0000 ;; zzууххММ −−−= . Т.к. 
векторы ММ 0 и S


 коллинеарные, то отношение их координат  
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пропорционально, т.е. верно соотношение 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− . 

В силу того, что этому уравнению удовлетворяют координаты 
любой точки прямой, полученное уравнение является каноническим 
уравнением прямой. 
 

4.2.2. Параметрические уравнения прямой, проходящей  
через точку ( )000 ,, zyx  параллельно вектору { }pnms ,,=

  
 
В каноническом уравнении прямой приравняем полученные от-

ношения координат векторов ММ 0 и S


 произвольному параметру t, 
получим 

t
p

zz
n

yy
m

xx
=

−
=

−
=

− 000 . 

Выразим координаты произвольной точки через параметр t, получим  









+=
+=
+=

,
;
;

0

0

0

ptzz
ntyy
mtxx

 

где ( )+∞∞−∈ ;t .  
Эта система равенств позволяет определить любую точку на 

прямой при соответствующем значении параметра t и носит название 
параметрического уравнения прямой. 
 

4.2.3. Общие уравнения прямой 
 
Общие уравнения прямой предполагают её задание как уравне-

ние линии пересечения двух плоскостей с нормалями ( )1111 ,, СВАN =


 
и ( )2222 ,, СВАN =


 соответственно. 
 





=+++
=+++

.0
;0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA  
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; 

Практическая задача часто состоит в приведении уравнений 
прямых в общем виде к каноническому виду. 

Для этого надо найти произвольную точку прямой ( )0000 ,, zyxM  
и вектор { }pnms ,,=

 . 
При этом направляющий вектор прямой может быть найден как 

векторное произведение векторов нормали к заданным плоскостям. 

.
22

11

22

11

22

11

222

11121 pknjmi
BA
BA

k
CA
CA

j
CB
CB

i
CBA
CBA
kji

NNS





++=+−==×=  

 
4.2.4.Уравнение прямой, проходящей через две точки 

 
Если на прямой в пространстве отметить две произвольные точ-

ки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), то координаты этих точек должны удо-
влетворять уравнению прямой  

p
zz

n
yy

m
xx 111 −

=
−

=
−

. 

Подставим в это уравнение координаты точки M2(x2, y2, z2): 

p
zz

n
yy

m
xx 121212 −

=
−

=
− . 

Решая совместно эти уравнения, получим 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

. 

Это уравнение прямой, проходящей через две точки в пространстве. 
 

4.2.5. Угол между прямыми в пространстве 
 

Пусть в пространстве заданы две прямые. Их параметрические 
уравнения: 

l1:  
3

1

2

1

1

1

p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
− ; 

l2:  
2

2

2

2

2

2

p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
−  

).,,();,,( 22221111 pnmSpnmS ==  
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Угол между прямыми ϕ и угол между направляющими векторами ϕ1 
этих прямых связаны соотношением ϕ = ϕ1 или ϕ = 1800 ‒ ϕ1. Угол между 
направляющими векторами находится из скалярного произведения.  

Таким образом, 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
pnmpnm

ppnnmm
SS
SS

++++

++
±=

⋅
±=ϕ . 

Условие параллельности прямых: 21 || ss   ⇔
2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m

== . 

Условие перпендикулярности прямых: 21 ss  ⊥  ⇒  021 =⋅ ss   ⇒  
0212121 =++ ppnnmm . 

 
4.2.6. Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве 

 
Углом между прямой и плоскостью называется любой угол 

между прямой и ее проекцией на эту плоскость. 
 
            N


                 S


 

         α 
 
 
 
           α 
              ϕ 
 
 
 

Рис. 4.3 
 
 

Угол между прямой 
p

zz
n

yy
m

xx 000 −
=

−
=

−  и плоскостью 

0=+++ DCzByAx находится из соотношения  

222222
sin

pnmCBA
CpBnAm

++++

++
=ϕ . 

Действительно, пусть плоскость задана уравнением  

0=+++ DCzByAx , 
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; 

а прямая ‒ 
p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− .  

Из геометрических соображений (рис. 4.3) видно, что искомый 
угол α = 900 ‒ ϕ, где α ‒ угол между векторами N


 и S


. Этот угол мо-

жет быть найден по формуле 

SN
SN



⋅

=αcos  или ±=±= αϕ cossin
SN
SN



⋅ . 

В координатной форме 
222222

sin
pnmCBA

CpBnAm
++++

++
=ϕ , 

что и требовалось доказать. 
Условие параллельности прямой и плоскости: 

sN 
⊥  ⇒  0=⋅ sN 

 ⇒  0=++ CpBnAm . 

Условие перпендикулярности прямой и плоскости:  

N


׀׀ s  ⇒  
p
C

n
B

m
A

== . 

Условие принадлежности прямой плоскости:  





=+++
=++

.0
;0

000 DCzByAx
CpBnAm

 

 
4.2.7. Примеры решения задач 

 
Пример. Написать канонические и параметрические уравнения 

прямой, проходящей через точку )2,2,1(0 −М  параллельно оси Оу. 
Решение. Вектор { }0,1,0=j


, расположенный на оси Оу, по усло-

вию параллелен прямой. Поэтому его можно считать направляющим 
вектором этой прямой. Составим каноническое уравнение прямой, где 

10 =x ; 20 −=y ; 20 =z ; { }0,1,0== js
 , т. е. 0=m ; 1=n ; 0=p : 

0
2

1
2

0
1 −

=
+

=
− zyx . 

Для нахождения параметрических уравнений прямой составляем 

уравнения: tztytx
=

−
=

+
=

−
0

2;
1

2;
0

1   
 
 
 

                      или                      – параметрические уравнения прямой, 
 








=
+−=

=

2
;2

;1

z
ty

x









⋅+=
⋅+−=

⋅+=

.02
;12

;01

tz
ty

tx
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где +∞<<∞− t . 
Пример. Даны вершины треугольника )1;3;2( −A , )0;2;1( −B , 

)2;2;3(−C . Составить канонические уравнение медианы АР . 
Решение. точка Р делит сторону АС пополам. Поэтому коорди-

наты точки Р равны полусуммам координат В и С. 

1
2

31
−=

−
=Рх ; 0

2
22

=
+−

=Ру ; 1
2

20
=

+
=Рz . 

Следовательно, ( )1;0;1−Р . Воспользуемся уравнением прямой, 
проходящей через точки А и Р. 

Если прямая   проходит через две точки: ( )1111 ,, zyxМ  и 
( )2222 ,, zyxМ , то её уравнение имеет вид 

12

1

12

1

12

1:
zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

 . 

Подставляя координаты точек А и Р , получим 

2
1

3
3

3
2или

11
1

30
3

21
2 +

=
−
−

=
−
−

+
+

=
−
−

=
−−

− zyxzyx . 
 

Пример. Написать уравнения прямой  , которая проходит через 

точку ( )3;2;1 −M   параллельно прямой 1 : 
53

1
1

2
−

=
−

=
+ zyx .  

Решение. Так как прямые параллельны ( 1 ), то их направля-

ющие ‒ векторы 1ss . Это значит, что в качестве направляющего век-

тора прямой   можно взять вектор ( )5,3,11 −=s .  
Тогда канонические уравнения искомой прямой имеют вид   

5
3

3
2

1
1:

−
−

=
+

=
− zyx

 . 

Пример. Написать уравнение прямой, которая проходит через 
точки ( ) ( )2;4;0и5;3;1 21 −− MM . 

Решение. Если прямая   проходит через две точки: ( )1111 ,, zyxМ  
и ( )2222 ,, zyxМ , то её уравнение имеет вид 
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12

1

12

1

12

1:
zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

 . 

Подставляя координаты заданных точек, получим 

7
5

7
3

1
1или

52
5

34
3

10
1

−
−

=
+

=
−
−

−−
−

=
+
+

=
−
− zyxzyx . 

Уравнения полученной прямой запишем в параметрической 
форме. Приравнивая каждое из отношений параметру t, получим 

tztytx
=

−
−

=
+

=
−
−

7
5;

7
3;

1
1 . 

Отсюда следует, что  









−=
+−=

−=

,75
;73

;1

tz
ty

tx

 

где +∞<<∞− t . 

Пример. Привести к каноническому виду уравнения прямой 





=−−+
=−+−

.04523
;0432

zyx
zyx

 

Решение. Определим координаты какой-либо точки 
),,( 0000 zyxM , лежащей на прямой. Для этого положим в обеих 

уравнениях 00 =z .  
Тогда  





=+
=−

.423
;42

00

00

yx
yx

 

Отсюда найдем 1и2 00 −== yx . Таким образом, )0;1;2(0 −M . 
Найдем направляющий вектор прямой s . Он должен быть перпенди-
кулярен нормальным векторам заданных плоскостей { }3;2;11 −=N


 и 
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{ }5;2;32 −=N


. Следовательно, в качестве вектора s  берем векторное 
произведение векторов 1N


 и 2N


. 

.8144

23
21

53
31

52
32

523
32121

kji

kji
kji

NNs

++=

=−+−−−
−=

−
−=×=



 

Запишем канонические уравнения: 

47
1

2
2или

814
1

4
2 zyxzyx

=
+

=
−

=
+

=
− . 

Пример. Найти точку пересечения прямой 
1

1
3

9
4
12 −

=
−

=
− zyx  

и плоскости 0253 =−−+ zyx . 

Решение. Приведем уравнения прямой к параметрическому виду: 

txtxtzyx 412
4
12;

1
1

3
9

4
12

+=⇒=
−

=
−

=
−

=
− ; 

;39
3

9 tyty
+=⇒=

−  tztz
+=⇒=

− 1
1

1 , т. е. параметрические 

уравнения прямой имеют вид 









+=
+=
+=

.1
;39
;412

tz
ty
tx

 

Подставив х, у, z в уравнение плоскости, найдем t: 
02)1()39(5)412(3 =−+−+++ ttt ; 3−=t . 

Искомая точка пересечения прямой и плоскости имеет координаты  

231;0)3(39;0)3(412 000 −=−==−+==−+= zyx , т. е. )2;0;0( −М . 

 

Задания для решения в аудитории 

1. Найти угол между прямой, проходящей через точки )5;0;1( −−A , 
)0;2;1(B , и плоскостью 053 =++− zyx . 

 
2. Привести к каноническому виду общие уравнения прямой: 
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=++−
=−++

.0332
;0832

zyx
zyx

 

3. Найти точку пересечения прямой 
1

1
3

9
4
12 −

=
−

=
− zyx  с плоско-

стью 0253 =−−+ zyx . Вычислить угол между прямой и плоскостью. 

4. Вычислить угол между прямой 
43

5
2

1 zyx
=

−
+

=
−  и прямой, прохо-

дящей через начало координат и точку )1,1,4( −A . 
 

Ответы. 
 

1. 3
33

3arcsin ≈ . 2. 
75

2
11

1
−

=
−
−

=
− zyx . 3. (0,0,–2), 9,0arcsin .  

4. 04,0arccos . 
 

Индивидуальные задания 
 
Задание 1. Написать канонические уравнения прямой: 

1. 




=++
=+−−

.05
;0132

zyx
zyx

 2. 




=−+−
=−++

.09232
;0132

zyx
zyx

 

3. 




=−−+
=−−+

.02638
;01

zyx
zyx

 4. 




=−+−
=+−+

.0134
;02

zyx
zyx

 

5. 




=−+−
=−−+

.09234
;04352

zyx
zyx

 6. 




=−++
=−−+

.042
;0872

zyx
zyx

 

7. 




=++
=−++

.05
;08243

zyx
zyx

 8. 




=−++
=+−−

.053
;0334

zyx
zyx

 

9. 




=−++
=−−+

.042
;01

zyx
zyx

 10. 




=−+−
=−++

.0134
;053

zyx
zyx

 

11. 




=+−−
=−++

.0632
;022

zyx
zyx

 12. 




=+++
=++−

.0143
;0223

zyx
zyx

 

13. 




=−−+
=−+−

.0822
;042

zyx
zyx

 14. 




=+−−
=−++

.022
;02

zyx
zyx
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15. 




=+−−
=+++

.0323
;0632

zyx
zyx

 16. 




=+−
=−−+
.023

;063
zyx

zyx
 

17. 




=−−−
=+++

.01
;01125

zyx
zyx

 18. 




=++−
=+−+

.04342
;01243

zyx
zyx

 

19. 




=++−
=+−+

.022
;0435

zyx
zyx

 20. 




=++−
=−−−

.042
;02

zyx
zyx

 

21. 




=−+−
=+−+

.082
;0234

zyx
zyx

 22. 




=++−
=−−+

.0632
;01233

zyx
zyx

 

23. 




=−−+
=−−−
.057

;02476
zyx

zyx
 24. 





=+++
=−−−

.010
;0138

zyx
zyx

 

25. 




=+++
=+−−

.04356
;08456

zyx
zyx

 26. 




=++−
=−−+

.05252
;055

zyx
zyx

 

27. 




=+−−
=++−

.0323
;0632

zyx
zyx

 28. 




=+−−
=+++

.023
;0425

zyx
zyx

 

29. 




=−−−
=+++

.0832
;024

zyx
zyx

 30. 




=++−
=−−+

.062
;0232

zyx
zyx

 

 
Задание 2. Найти точку пересечения прямой и плоскости: 
 

 1. 
4

1
1
3

1
2 +

=
−
−

=
−
− zyx     и         01432 =−++ zyx . 

 2. 
5

1
4
3

3
1 +

=
−
−

=
+ zyx      и          02052 =+−+ zyx . 

 3. 
2

1
4

5
1
1 −

=
+

=
−
− zyx      и          02473 =−+− zyx . 

 4. 
2

3
01

1 +
==

− zyx  и 042 =+− zyx . 

 5. 
0

2
1
3

1
5 −

=
−
−

=
− zyx  и 01253 =−−+ zyx . 

 6. 
2
3

2
2

3
1

−
−

=
+

=
−
+ zyx  и 0953 =+−+ zyx . 

 7. 
1
1

1
2

2
1

−
+

=
−

=
−
− zyx  и 01752 =++− zyx . 
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 8. 
1

4
0

2
2

1 −
=

−
=

− zyx  и 01942 =−+− zyx . 

 9. 
1
4

1
1

1
2

−
+

=
−

=
−
+ zyx  

и 02332 =++− zyx . 

10.
0

3
0

2
1

2 +
=

−
=

+ zyx  и 07532 =−−− zyx . 

11. 
3

2
1
1

2
1 +

=
−
−

=
− zyx  и 01124 =−−+ zyx  . 

12. 
1
1

0
1

1
1

−
−

=
+

=
− zyx  и 08423 =−−− zyx . 

13. 
2

3
1

1
1
2 +

=
−

=
−
+ zyx  

и 022 =−−+ zyx . 

14. 
3

2
5
2

1
3 +

=
−
−

=
+ zyx  и 0345 =++− zyx . 

15. 
3

4
1
2

2
2 −

=
−
−

=
− zyx  и 04253 =−++ zyx . 

16. 
2

4
5

4
1
3 −

=
−

=
−
− zyx  и 04747 =−++ zyx . 

17. 
5

1
2

1
2

3 −
=

−
=

+ zyx  и 052732 =−++ zyx . 

18. 
2

3
3

1
2

3 +
=

+
=

− zyx  и 016743 =−++ zyx . 

19. 
1
4

0
2

2
5

−
+

=
−

=
−
− zyx  и 024452 =++− zyx . 

20. 
12

5
5
8

8
1 +

=
−
−

=
− zyx  и 01832 =+−− zyx . 

21. 
0

5
1
1

1
3 +

=
−
−

=
− zyx      и 01137 =+++ zyx . 

22. 2
1z

5
3y

1
5x −

=
+

=
−
−

     
и 011573 =−−+ zyx . 

23. 
1
6

1
2

7
1

−
−

=
−

=
− zyx  и         0564 =−−+ zyx . 

24. 
0

8
1
2

1
3 −

=
−
+

=
− zyx   и         025495 =−++ zyx . 

25. 
3

1
02

1 +
==

−
+ zyx  и         023134 =−++ zyx  . 
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26. 
3

5
1

3
6

1 +
=

−
=

− zyx  и         03523 =−+− zyx . 

27. 
2
3

3
1

4
2

−
+

=
−
−

=
− zyx  и         0z4yx3 =+− . 

28. 
2
3

5
2

2
1

−
−

=
−
+

=
− zyx  и         01652 =+−+ zyx . 

29. 
2
2

0
3

1
1

−
+

=
−

=
− zyx  и         07273 =+−− zyx . 

30. 
11

5
3
2

0
3 +

=
−
−

=
+ zyx  и         032975 =−++ zyx . 

 
 

Контрольная работа по теме «Аналитическая геометрия  
в пространстве» 

 
Вариант №1 

1. Найти точку пересечения прямой 
4

1
1
3

1
2 +

=
−
−

=
−
− zyx  и плоскости  

01432 =−++ zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0(‒12, 7, ‒1) до плоскости, проходя-
щей через точки  М1(‒3, 4, ‒7), M2 (1, 5, ‒4), M3 (‒5, ‒2, 0).  
4. ∆ ABC задан своими вершинами A (‒3, 0), B (‒1, 5), C (1,3). Найти 
уравнения сторон этого треугольника и точки пересечения высоты ВD 
с осями координат. 

5. Показать, что прямые  22
1

1
1;

1
1

12
1 zyxzyx

=
+

=
+

−
+

==
−

 лежат в 

одной плоскости и найти уравнение этой плоскости. 
 
Вариант № 2 

1. Найти точку пересечения прямой 
5

1
4
3

3
1 +

=
−
−

=
+ zyx  и плоскости  

02052 =+−+ zyx  . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (1, ‒6, ‒5)до плоскости, проходящей 
через три точки:  М1(‒1,2, ‒3), M2(4, ‒1,0), M3(2,1, ‒2). 



~ 126 ~ 
 

4. ∆ABC задан уравнениями сторон  y-x‒2=0;  2y–x–2=0; 2y+x‒5=0. 
Найти координаты вершины треугольника и уравнение одной из его 
высот ( на выбор ). 
5. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку А (2, ‒1,1) 

и прямую
2

1
12

1 −
==

+ zyx . 

 
Вариант №3 

1.Найти точку пересечения прямой 
2

1
4

5
1

1 −
=

+
=

− zyx  и плоскости  

                                . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0(‒7, 0, ‒1) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(‒3, ‒1, 1), M2 (‒9, 1, ‒2), M3 (3, ‒5, 4).  
4. Найти уравнения высот треугольника, если известно, что стороны 
лежат на прямых   x‒6y+5=0; 5x‒2‒y–3=0; x+y–9=0. 
5. Cоставить уравнение плоскости, зная, что точка P (2,6, ‒4) служит ос-
нованием перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту плос-
кость, и найти координаты точек пересечения этой плоскости с осями. 
 
 Вариант №4 

1. Найти точку пересечения прямой 
2

3
01

1 +
==

− zyx  и плоскости 

042 =+− zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (‒2,4,2) до плоскости, проходящей 
через три: точки  М1(1,‒1,1) M2(‒2,0,3,) M3(2,1‒1). 
4. Даны уравнения сторон АВ и ВС в ∆АВС 3x‒2y+1=0; x‒y+1=0, и 
уравнение медианы АМ 2x‒y‒1=0. Cоставить уравнение третьей стороны. 

5. Найти точку пересечения прямой 
1

1
21

+
==

zyx  с плоскостью  

х ‒ 2y + z – 3 = 0  и следы этой прямой на координатных плоскостях. 
 
Вариант №5 

1. Найти точку пересечения прямой 
0

2
1
3

1
5 −

=
−
−

=
− zyx  и плоскости 

                              . 
2. Найти угол между плоскостями из заданий 2 и 4. 

02473 =−+− zyx

01253 =−−+ zyx
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3. Найти расстояние от точки  М0(2, ‒1, 4) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(1, 2, 0), M2 (1, ‒1, 2), M3 (0, 1, ‒1).  
4. Найти  координаты основания перпендикуляра, опущенного из точ-
ки М (3,2) на прямую x ‒ 4y + 5 = 0. 
5. Cоставить уравнение  плоскости, проходящей через начало коорди-
нат и перпендикулярной к прямой пересечения плоскости                           
x ‒ 2y + 4z – 3 = 0  c плоскостью OXZ. 
 
Вариант №6 
1. Найти точку пересечения прямой 

2
3

2
2

3
1

−
−

=
+

=
−
+ zyx  и плоскости  

.0953 =+−+ zyx  
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М0 (‒5,‒9,1)до плоскости, проходящей 
через три точки:  М1(1, 0, 2), M2 (1, 2, ‒1), M3(2, ‒2, 1). 
4. Площадь ∆АВС равна 3, две его вершины имеют координаты А(3,1), 
В(1, 3). Определить координаты третьей вершины  С,  если она лежит 
на оси OX. 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку           
М(2, ‒1, 1) и перпендикулярной к двум плоскостям 2x – z + 1 = 0 и y = 0. 
 
Вариант №7 

1. Найти точку пересечения прямой 
1
1

1
2

2
1

−
+

=
−

=
−
− zyx  и плоскости 

01752 =++− zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М0(3, ‒2, ‒9) до плоскости, проходящей 
через точки М1(1, 2, ‒3), M2 (1, 0, 1), M3 (‒2, ‒1, 6).  
4. Из точки A (2, 4) падает луч света на ось  OX  и отразившись от оси 
проходит через точку  В(8,2). Найти уравнения падающего и отра-
жённого лучей. 
5. Через линию пересечения плоскостей 6x – y + z = 0;  5x + 3z – 10 =0  
провести плоскость, параллельную оси OX.  
 
Вариант №8 

1. Найти точку пересечения прямой 
1

4
0

2
2

1 −
=

−
=

− zyx  и плоскости 

01942 =−+− zyx . 
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2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (‒6, 7, ‒10) до плоскости, проходя-
щей через три точки:  М1(3, 10, ‒1), M2(‒2, 3, ‒5), M3(‒6,0,‒3). 
4. Даны две вершины треугольника  А(‒6, 2),  В(2, ‒2) и точка Н (1, 2) 
пересечения его высот. Найти координаты третьей вершины С. 

5. Найти ортогональную проекцию прямой 
1

1
21

+
==

zyx  на  

плоскость  x – 2y + z – 3 =0. 
 

Вариант №9 

1. Найти точку пересечения прямой 
1

1
21

+
==

zyx  и плоскости 

02332 =++− zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0(‒ 2, 3, 5) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(‒1, 2, 4), M2 (‒1, ‒2, ‒4), M3 (3, 0, ‒1).  
4. Составить уравнение прямой, проходящей через точку М (6, 3) па-
раллельно отрезку CD, С (0, ‒3), D (3, ‒2), и найти точки пересечения 
этой прямой с осями координат. 
5. Составить уравнение плоскости, которая проходит через начало ко-
ординат перпендикулярно к двум плоскостям: 0132 =−+− zyx ; 

02 =++ zyx . 
 
Вариант №10 

1. Найти точку пересечения прямой 
0

3
0

2
1

2 +
=

−
=

+ zyx  и плоскости 

07532 =−−− zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (‒3, 4, ‒5) до плоскости, проходя-
щей через три точки:  М1(0, ‒3, 1), M2(‒4, 1, 2), M3(2, ‒1, 5).  
4. Найти уравнение сторон ромба, если известны две его вершины A 
(2, 2), B (7, 1) и уравнение одной диагонали. 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через ось ОХ и точку  
А (1, 2, ‒1), и найти угол между этой плоскостью и плоскостью ХОY. 
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; 

Вариант №11 

1. Найти точку пересечения прямой 
3

2
1
1

2
1 +

=
−
−

=
− zyx  и плоскости .  

2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0(4, 3, 0) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(1, 3, 0), M2 (4, ‒1, 2), M3 (3, 0, 1).  
4. Составить уравнение прямой, проходящей через точку М (‒2, ‒3) и 
наклонной к оси абсцисс 1350. 
5.Составить уравнение плоскости, проходящей через точку А(6, 2, 4) 

параллельно прямой  
1
2

32
1

−
−

==
− zyx  и перпендикулярно плоскости  

3x + y + 3z + 7 = 0. 
 
Вариант №12 

1. Найти точку пересечения прямой 
1
1

0
11

1 −
−

=
+

=
− zyx  и  

плоскости 3x – 2y – 4z – 8 = 0. 
2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (‒21, 20, ‒16) до плоскости, прохо-
дящей через три точки:  М1(‒2, ‒1, ‒1), M2(0, 3, 2), M3(3, 1, ‒ 4).  
4. Составить уравнение медианы ∆ АВС, проведённой из вершины А, 
и найти координаты основания перпендикуляра, проведённого из 
вершины С, если А (‒3, 1), В(4, 2) и С(‒5, 21). 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через перпендикуля-
ры, опущенные  из точки  P (‒3, 2, 5)  на плоскости  

.zyx,zyx 011201334 =−+−=+−+    
 
Вариант №13 

1. Найти точку пересечения прямой  
2

3
1

1
1
2 +

=
−

=
−
+ zyx   и плоскости 

022 =−−+ zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0(3, 6, 68) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(‒3, ‒5, 6), M2 (2, 1, ‒4), M3 (0, ‒3, ‒1).  
4. Найти координаты точки пересечения медианы ΔАВС, если А (1, 1), 
В (‒3, 2), С (6, 4). 
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5. Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую  

2
2

3
2

2
1 −

=
−
+

=
− zyx  перпендикулярно плоскости  3x + 2y – z  ‒ 5 = 0. 

 
Вариант №14 

1. Найти точку пересечения прямой 
3

2
5
23

1
+

=
−
−

=
+ yxx  и плоскости 

5x – y + 4z + 3 = 0. 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (2, –10, 8) до плоскости, проходя-
щей через три точки:  М1(2, –4, –3), M2(5, –6, 0), M3(–1, 3, –3).  
4. В трапеции АВСD диагонали перпендикулярны, а три вершины 
имеют координаты А(–2, 0), В(2, 4) и С(2, 7). Найти координаты вер-
шины D. 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

21
21

2
zyx

=
−

=
+  перпендикулярно плоскости XOZ. 

 
Вариант № 15 

1. Найти точку пересечения прямой  
312

422 −
=

−
=

−
−

zyx   и плоскости 

4253 −++ zух . 
2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0(‒3, 2, 7) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(1, ‒1, 2), M2 (2, 1, 2), M3 (1, 1, 4).  
4. Написать уравнение перпендикуляра, опущенного из точки М (2, 1) 
на прямую, отсекающую на осях координат отрезки а = 8; b = 6. 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-

нат и прямую 
21

21
2

zyx
=

−
=

+ . 

 
Вариант № 16 

1. Найти точку пересечения прямой 
2

4
5

43
1

−
=

−
=

−
−

zyx  и плоскости 

 7x + y + 4z – 47 = 0. 
2. Найти угол между плоскостями из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (5, ‒4, 5) до плоскости, проходящей 
через три точки:  М1(1, 3, 6), M2(2, 2, 1), M3(‒1, 0, 1).  
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4. Даны стороны треугольника АВ: x – y = 0; BC: x + y – 2 =0; AC :       
y = 0. Найти угол между медианой, проведённой из вершины В, и сто-
роной АВ. 
5. Составить уравнение прямой, проходящей через точки пересечения 

плоскости 6x + 3y – z – 41 = 0 c прямыми 
1
2

3
31

6 −
−

=
+

=
− zyx ; 

1
15

4
26

3 −
−

=
−
−

=
− zyx . 

Вариант № 17 

1. Найти точку пересечения прямой 
5

1
3

1
2

3 −
=

−
=

+ zyx  и плоскости 

052732 =−++ zyx . 
2. Найти угол между плоскостью и прямой из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М0(‒12, 1, 8) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(‒4, 2, 6), M2 (2, ‒3, 0), M3 (‒10, 5, 8).  
4. Найти координаты основания перпендикуляра, опущенного из точ-
ки вершины С на АВ, и угол между сторонами АВ и АС, если               
А (‒3, 0), В (2, 6), С (4, ‒2). 
5. Составить уравнение прямой, лежащей в плоскости  x – y – 2z = 0, 
перпендикулярной вектору )1,2,0( −=а  и проходящей через начало 
координат.  
 
Вариант № 18 

1. Найти точку пересечения прямой 
2

3
3

13
2

+
=

+
=

− zyx  и плоскости   

3x + 4y + 7z – 16 = 0. 
2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М0 (10, 1, 8) до плоскости, проходящей 
через три точки:  М1(7, 2, 4), M2(7, ‒1, ‒2), M3(‒5, ‒2, ‒1).  
4. Составить уравнение средней линии трапеции и найти точку пере-
сечения её с высотой, опущенной из вершины В, если А(1, 5), В(9, 4), 
С(‒3, ‒7), D(‒4, 1). 
5. Составить уравнение прямой, проходящей через точку А(6, 2, 1) и 

точку пересечения прямой 
3

1
21

−
==

zyx с плоскостью 2x – y + z – 7 = 0. 
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Вариант № 19 

1. Найти точку пересечения прямой 
1
4

0
2

2
5

−
+

=
−

=
−
− zyx  и плоскости  

2x – 5y + 4z + 24 = 0. 
2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М0(‒3, 1, 8) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(2, 1, 4), M2 (3, 5, ‒2), M3 (‒7, ‒3, 2).  
4. Найти острый угол, который образует высота ∆ АВС, опущенная из  
вершины С со стороной АС, координаты основания этой высоты,  
если А (2, ‒3), В (‒5, 1), С (‒8, ‒12). 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через параллельные 

прямые 
1

7
1
2

2
5 +

=
−
−

=
− zyx ; 

11
1

2
zyx

=
−
+

= . 

 
Вариант № 20 

1. Найти точку пересечения прямой 
12

5
5
81

8
+

=
−
−

=
− zyx  и плоскости    

x ‒ 2y ‒ 3z + 18 = 0. 
2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М 0 (10, ‒8, ‒7) до плоскости, проходя-
щей через три точки:  М 1 (‒1, ‒5, 2), M2 (‒6, 0, ‒3), M3 (3, 6, ‒3).  
4. Даны три вершины параллелограмма О(0, 0), А (2, 4), С(8, ‒2) и 
точка пересечения диагоналей М(5, 1). Найти четвёртую вершину и 
уравнение диагоналей. 

5. Через прямую 
1

1
2

1
1

−
=

+
=

zyx  провести плоскость, параллельную 

прямой линии  
3

2
1

2
2

−
==

+ zyx .  

 
Вариант № 21 

1. Найти точку пересечения прямой 
0

5
1
1

1
3 +

=
−
−

=
− zyx  и плоскости  

x +7y + 3z + 11 = 0. 
2. Найти угол между плоскостями из заданий 1,2. 
3. Найти расстояние от точки М0(‒4, ‒13, 6) до плоскости, проходя-
щей через точки  М1(0, ‒1, ‒1), M2 (‒2, 3, 5), M3 (1, ‒5, ‒ 9).  
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4. Составить уравнение двух сторон параллелограмма и найти один из 
острых углов, если две другие стороны имеют уравнения                    
2х + 3y – 12 = 0; х ‒ 2y + 1 = 0 и М (2, ‒2) – одна из вершин параллело-
грамма. 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямые 





=−−−

=−+
=

−
+

=
+

.085
;0

;
12

1
3

2
zyx

zyxzyx  Доказать их параллельность. 

 
Вариант № 22 

1. Найти точку пересечения прямой 
2

1
5

35
1

−
=

+
=

−
−

zyx  и плоскости  

3x + 7y ‒ 5z – 11 = 0. 
2. Найти угол между прямой и плоскостью из задания 1. 
3. Найти расстояние от точки М0 (‒3, ‒6, ‒8) до плоскости, проходя-
щей через три точки:  М1 (5, 2, 0), M2 (2, 5, 0), M3 (1, 2, 4).  
4. Найти координаты точки D, лежащей на прямой 2y – 3x – 3 = 0 так, 
чтобы четырехугольник ABCD, где А(2, ‒3), С(6, ‒7) – противополож-
ные вершины, был ромбом. 
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М(1, 2, 3) 

параллельно прямым 
6

5
21

−
==

zyx  ;  
92

12
2

zyx
=

+
=

− .  

 
Вариант № 23 

1. Найти точку пересечения прямой 
117
621

−
−

=
−

=
− zyx  и плоскости 

4x + y ‒ 6z ‒ 5 = 0. 
2. Найти угол между плоскостями из заданий 1, 2. 
3. Найти расстояние от точки М0(‒14, ‒3, 7) до плоскости, проходя-
щей через точки  М1(2, ‒1, ‒2), M2 (1, 2, 1), M3 (5, 0, ‒ 6).  
4. Найти угол между высотой и медианой, проведёнными из вершины 
В, если вершины находятся в точках А(‒3, 1), В(7, 8), С(5, ‒3). 
5. Составить уравнение плоскости, содержащей пересекающиеся пря-

мые 




=+−+

=+−+
=

−
−

=
.03832

;0153
;

32
3

1 zyx
zyxzyx   

 
Вариант № 24 

1. Найти точку пересечения прямой 
0

8
1
23

1
−

=
−
+

=
− zyx  и плоскости  

5x + 9y + 4z – 25 = 0. 
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2. Найти угол между плоскостями из заданий 1, 2. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (‒6, 5, 5) до плоскости, проходящей 
через три точки:  М1 (‒2, 0, ‒4), M2 (‒1, 7, 1), M3 (4, ‒8, ‒4).  
4. Найти координаты точки пересечения высоты, опущенной из вер-
шины А, и медианы, проведённой из вершины В, если А(‒1, 6),  
В(5, ‒4), С(‒3, ‒2). 
5. Составить уравнение перпендикуляра к плоскости x + 3y ‒ 4z = 0, 
проходящей через точку (2, ‒1, 3). 
 
Вариант № 25 

1. Найти точку пересечения прямой 
3

1
02

1 +
==

−
+ zyx  и плоскости          

x + 4y + 13z  ‒ 23 = 0. 
2. Найти угол между плоскостями из заданий 1, 2. 
3. Найти расстояние от точки М0(‒1, ‒8, 7) до плоскости, проходящей 
через точки  М1(14, 4, 5), M2 (‒5, ‒3, 2), M3 (‒2, ‒6, ‒3).  
4. Найти координаты точек пересечения перпендикуляра, проведён-
ного из точки М(1, ‒2) с каждой из параллельных прямых:                  
5x – 2y = 13; 10x ‒ 4y  = 25. 
5. Найти координаты основания перпендикуляра к плоскости               
x + 3y – 4z – 13 = 0 проходящего через точку (2, ‒1, 3).  
 
Вариант № 26 

1. Найти точку пересечения прямой 
3

5
1

31
6

+
=

−
=

− zyx  и плоскости  

3x ‒ 2y + 5z – 3 = 0. 
2. Найти угол между плоскостями из заданий 1, 2. 
3. Найти расстояние от точки  М0 (‒13, ‒8, 16) до плоскости, прохо-
дящей через три точки:  М1 (1, 2, 0), M2 (3, 0, ‒3), M3 (5, 2, 6).  
4. Составить уравнение прямой, которая проходит через точку       
М(3, ‒5) и отсекает на координатных осях равные отрезки. Найти ко-
ординаты основания перпендикуляра, опущенного из начала коорди-
нат на эту прямую.  
5. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку           
М(2, ‒3, 5) перпендикулярно линии пересечения плоскостей 





=−++
=+−+
.05

;0122
zyz

zyx
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Теоретические задания по теме «Элементы аналитической 

геометрии» 

1. Общее уравнение плоскости в пространстве. 
2. Угол между двумя плоскостями, расстояние от точки до плос-

кости. 
3. Уравнение плоскости в отрезках. Уравнение плоскости, прохо-

дящей через три точки. 
4. Уравнение прямой в пространстве, угол между двумя прямыми. 
5. Уравнение прямой как пересечение двух плоскостей, уравнение 

прямой, проходящей через две точки. 
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5. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

5.1. Предел функции 
 

5.1.1. Основные определения 
 

Пусть функция y = f(x) определена в некоторой окрестности точки    
х = а (т.е. в самой точке х = а функция может быть и не определена). 

Определение (предел функции в точке х = а по Коши). Число А 
называется пределом функции y = f(x) при х→а, если для любого ε 
>0 существует такое число σ > 0, что для всех х таких, что 

0 < x ‒ a < σ, 
верно неравенство  

f(x) ‒ A< ε. 

То же определение может быть записано в другом виде: если              
а ‒ σ < x < a + σ,  x ≠ a, то верно неравенство А ‒ ε < f(x) < A + ε (рис. 5.1). 
 

                 y      f(x) 

                   A + ε 

                                       A 

                                     A ‒ ε 

 

     0               a ‒ ∆  a  a + ∆      x 

 

Рис. 5.1 
 

Запись предела функции в точке:  

Axf
ax

=
→

)(lim . 

Определение. Если f(x) → A1 при х → а только при x < a, то 
10

)(lim Axf
ax

=
−→

 называется пределом функции y = f(x) в точке х = а 

слева, а если f(x) → A2 при х → а только при x > a, то 20
)(lim Axf

ax
=

+→
 

называется пределом функции y = f(x) в точке х = а справа (рис. 5.2). 
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        у 
             f(x) 
         А2 
 
         А1 
 
 
           0           a                           x 
 
 
 

Рис. 5.2 
 

Приведенное выше определение относится к случаю, когда 
функция y = f(x) не определена в самой точке х = а, но определена в 
некоторой сколь угодно малой окрестности этой точки. 

Пределы А1 и А2 называются также односторонними предела-
ми функции y = f(x) в точке х = а. Также говорят, что А – конечный 
предел функции y = f(x). 
 

5.1.2. Предел функции при стремлении аргумента  
к бесконечности 

 
Определение (предел функции на ∞ по Гейне). Число b называется 

пределом функции y = f(x) при х → ∞, если для любой бесконечно боль-
шой последовательности значений ее аргумента { }nх , все члены которой 
положительны, соответствующая последовательность значений функции 

( ){ }nхf  сходится к b (рис. 5.3). Обозначение: bxf
x

=
∞→

)(lim . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                         y 
 
                          1у   
                          2у                       ( )=y f x  
                          3у   
                                           

                        b 
 
 

                        0            1х   2х   3х                               x 
 

 
Рис. 5.3 
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Определение (предел функции на + ∞ по Коши). Число b называ-
ется пределом функции y = f(x) при х → +∞, если для любого числа 
ε>0 существует такое число М > 0, что для всех х, x >M выполняется 
неравенство (рис. 5.4) 

ε<− )(xfb . 

 
                                      y 
                                                  ( )=y f x  
                                 b+ε 
                                    
                                      b 
                                 b‒ε 
                                    
 

                                     0              M                                   x 
 
 

Рис.5.4 
 
 

При этом предполагается, что функция y = f(x) определена в 
окрестности бесконечности. 

Записывают: .)(lim bxf
x

=
+∞→

 

Oпределение (предел функции на ‒∞ по Гейне). Число b назы-
вается пределом функции y = f(x) при х → ‒∞, если для любой бес-
конечно большой последовательности значений ее аргумента { }nх , все 
члены которой отрицательны, соответствующая последовательность 
значений функции ( ){ }nхf  сходится к b. Обозначение: bxf

x
=

−∞→
)(lim . 

Определение (предел функции на ‒ ∞ по Коши) . Число b называ-
ется пределом функции y = f(x) при х → ‒∞, если для любого числа 
ε>0 существует такое число М > 0, что для всех х, x < ‒M выполняется 
неравенство 

ε<− )(xfb . 

При этом предполагается, что функция y = f(x) определена в 
окрестности минус бесконечности. 

Записывают: .)(lim bxf
x

=
−∞→
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Можно доказать, что определения предела по Коши и Гейне эк-
вивалентны. 

 
5.1.3. Основные теоремы об арифметических операциях  

над функциями, имеющими предел 
 

Теорема 1. CC
ax

=
→

lim , где С = const. 

Следующие теоремы справедливы при предположении, что  
функции f(x) и g(x) имеют конечные пределы при х→а. 

Теорема 2. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax →→→

±=± . 

Теорема 3. )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅ . 

Следствие. )(lim)(lim xfCxfC
axax →→

⋅=⋅ . 

Теорема 4. 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax

→

→

→
=  при 0)(lim ≠

→
xg

ax
. 

Теорема 5. Если f(x)>0 вблизи точки х = а и Axf
ax

=
→

)(lim , то А>0. 

Аналогично определяется знак предела при f(x) < 0; f(x) ≥ 0; f(x) ≤ 0. 
Теорема 6. Если g(x) ≤ f(x) ≤ u(x) вблизи точки х = а и 

Axuxg
axax

==
→→

)(lim)(lim , то и A
ax

=
→

lim . 

Определение. Функция f(x) называется ограниченной вблизи 
точки х = а, если существует такое число М>0, что f(x)<M вблизи  
точки х = а. 

Теорема 7. Если функция f(x) имеет конечный предел при х→а, то 
она ограничена вблизи точки х = а. 

Доказательство. Пусть Axf
ax

=
→

)(lim , т.е. ε<− Axf )( , тогда 

AAxfAAxfxf +−≤+−= )()()(  

или 

Axf +< ε)( , т.е. 

,)( Mxf < где М = ε + А, 

что и требовалось доказать. 
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5.2. Бесконечно малые функции 
 

5.2.1. Основные определения 

Определение. Функция )(xу α= называется бесконечно малой 
в точке ax = , если  

0)(lim =
→

x
ax
α . 

Определение. Функция )(xfу = называется бесконечно боль-
шой в точке ax = , если 

∞=
→

)(lim xf
ax

. 

Аналогично определяются бесконечно малые и бесконечно 
большие функции при ∞→x . 

Бесконечно малой функция может быть, только если указать, к 
какому числу стремится аргумент х. При различных значениях а 
функция может быть бесконечно малой или нет. 

Замечание. Если функция )(xα  есть бесконечно малая при 

ax →  (или ∞→x ), то функция 
)(

1)(
x

xf
α

=  является бесконечно 

большой, и наоборот. 
Пример. Функция f(x) = xn является бесконечно малой при х→0 

и не является бесконечно малой при х→1, т.к. 1)(lim
1

=
→

xf
x

. 

Теорема 1. Для того чтобы функция f(x) при х→а имела предел, 
равный А, необходимо и достаточно, чтобы вблизи точки х = а вы-
полнялось условие 

f(x) = A + α(x), 
где α(х) – бесконечно малая при х → а (α(х)→0 при х → а).  
 

5.2.2. Свойства бесконечно малых функций 
 

1. Сумма фиксированного числа бесконечно малых функций при 
х→а тоже бесконечно малая функция при х→а. 

2 Произведение фиксированного числа бесконечно малых функ-
ций при х→а тоже бесконечно малая функция при х→а. 
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3. Произведение бесконечно малой функции на функцию, огра-
ниченную вблизи точки х = а, является бесконечно малой функцией 
при х→а. 

4. Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, 
предел которой не равен нулю, есть величина бесконечно малая. 

Используя понятие бесконечно малых функций, приведем дока-
зательство некоторых теорем о пределах, приведенных выше. 

Теорема 2. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax →→→

±=± . 

Доказательство. Представим f(x) = A + α(x); g(x) = B + β(x), где 

)(lim);(lim xgBxfA
axax →→

== , 

тогда 

f(x) ± g(x) = (A + B) + α(x) + β(x), 

A + B = const, α(х) + β(х) – бесконечно малая, значит, 

)(lim)(lim))()((lim xgxfBAxgxf
axaxax →→→

±=+=± , 

что и требовалось доказать. 
Теорема 3. )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf

axaxax →→→
⋅=⋅ . 

Доказательство. Представим f(x) = A + α(x); g(x) = B + β(x), где 

)(lim);(lim xgBxfA
axax →→

== , 

тогда 

)()()()()()( xxBxxABAxgxf βααβ +++⋅=⋅ , 

A⋅B = const, α(х) и β(х) – бесконечно малые, значит, 

)(lim)(lim0lim)]()([lim xgxfBABAxgxf
axaxaxax →→→→

⋅=⋅=+⋅= , 

что и требовалось доказать. 
 
Определение. Две бесконечно малые в точке ax =  функции 

)(xα  и )(xβ  называются эквивалентными, если 1
)(
)(lim =

→ x
x

ax β
α . 
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Эквивалентность обозначается )()( xx βα ≈ . 
Определение. Бесконечно малая в точке ax =  функция )(xα  

имеет более высокий порядок малости, чем бесконечно малая в точке 

ax =  функция )(xβ , если 0
0
0

)(
)(lim =






=

→ x
x

ax β
α . 

Определение. Две бесконечно малые в точке ax =  функции 
)(xα  и )(xβ  называются одного порядка малости, если 

c
x
x

ax
=






=

→ 0
0

)(
)(lim

β
α , где с является константой. 

Пример. 2)( хx =α ; хx =)(β ; хx 4)( =γ  – бесконечно малые в 
точке 0=x .  

0lim
0
0lim

)(
)(lim

0

2

00
==






==

→→→
х

х
х

x
x

xxx β
α . 

Следовательно, 2)( хx =α  имеет более высокий порядок мало-
сти, чем бесконечно малая в точке 0=x  функция хx =)(β . 

const
4
1lim

0
0

4
lim

)(
)(lim

000
==






==

→→→ xxx х
х

x
x

γ
β . 

Следовательно, бесконечно малые в точке 0=x  функции 
хx =)(β  и хx 4)( =γ  являются одного порядка малости. 

∞==





==

→→→ хх
х

x
x

xxx

1lim
0
04lim

)(
)(lim

0200 γ
β . 

Теорема 4 (принцип замены эквивалентных бесконечно малых). 
Пусть )(xα , )(1 xα , )(xβ , )(1 xβ  ‒ бесконечно малые в точке аx =  
функции и ≈)(xα )(1 xα ; ≈)(xβ )(1 xβ . Тогда  

)(
)(lim

0
0

)(
)(lim

1

1

x
x

x
x

axax β
α

β
α

→→
=






= . 

Доказательство. Так как ≈)(xα )(1 xα ; ≈)(xβ )(1 xβ , то  

,
)(
)(lim11

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

)()()(
)()()(lim

0
0

)(
)(lim

1

1

1

11

111

11

x
x

x
x

x
x

x
x

xxx
xxx

x
x

ax

axaxaxaxax

β
α

β
α

β
β

α
α

βαβ
βαα

β
α

→

→→→→→

⋅⋅=

=⋅⋅==





=

 

что и требовалось доказать. 
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При вычислении пределов может быть использован приём, ос-
нованный на том, что предел отношения двух бесконечно малых 
функций не изменится, если эти бесконечно малые заменить их экви-
валентными. 

При ( ) 0→xα  имеем 
( ) ( )xx αα ≈sin ; 00sin = ; 

)()(arcsin xx αα ≈ ; 00arcsin = ; 
( ) ( )xx αα ≈+ )1ln( ; 01ln = ; 

( ) ( ) axxa ln)1(log αα ≈+ ; 01log =a ; 

2
)(1)(1 xx αα ≈−+ ;  

)()(tg xx αα ≈ ; 00tg = ; 
)()(arctg xx αα ≈ ; 00arctg = ; 

)(1)( xe x αα ≈− ; 10 =e ; 
)(1)( xe x αα +≈ ;  

axa x ln)(1)( αα +≈ ; 10 =a ; 

2
)()(cos1

2xx αα ≈− ; 10cos = . 

 

В частности, при 0→x имеют место эквивалентности: 
 

;sin хх ≈  ;tg хх ≈  
;arcsin хх ≈  ;arctg хх ≈  
;)1ln( хх ≈+  ;1 хeх ≈−  

;
2
)11 хх ≈−+  .

2
cos1

2хх ≈−  

При доказательстве этих эквивалентностей использовались пределы: 
1. Первый замечательный предел: 

.1
0
0sinlim

0
=



=

→ x
x

x
 

2. Второй замечательный предел: 

( ) [ ] .111lim11lim
0

==+=





 + ∞

→∞→

x

x

x

x
x

x
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5.2.3. Образцы решения задач 
 
Часто встречаются случаи, когда непосредственно применить 

теорему 4 нельзя. Это так называемые неопределённости вида 




0
0  

или 




∞
∞ . Рассмотрим на примерах методы раскрытия этих и некото-

рых других неопределённостей. 
Разложим квадратные трёхчлена на множители: 

))(( 21
2 xxxxacbxax −−=++ , 

где 1x и 2x  – корни квадратного трёхчлена, которые вычисляются по 
формулам  

a
acbbx

a
acbbx

2
4;

2
4 2

2

2

1
−+−

=
−−−

= . 

При решении примеров необходимо вспомнить и формулы со-
кращенного умножения: 

( )( ) ( )( )
( )( ).

;;
2233

223322

babababa

bababababababa

+−+=+

++−=−+−=−
 

Пример. Найти предел .
23
65lim 2

2

2 +−
+−

→ xx
xx

x
 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 

2=x  в дробь под знаком предела приводит к неопределённости вида 




0
0 . 

Разложим квадратные трёхчлены числителя и знаменателя на 
множители по формуле ))(( 21

2 xxxxacbxax −−=++ , где 1x и 2x  – 
корни квадратного трёхчлена. В числителе корни равны:  

( ) ( )
3

2
15

12
61455;2

2
15

12
61455 2

2

2

1 =
+

=
⋅

⋅⋅−−+
==

−
=

⋅
⋅⋅−−−

= xx . 

 
 
 



~ 145 ~ 
 

Корни знаменателя: 

( ) ( )
1

2
13

12
21433;2

2
13

12
21433 2

2

2

1 =
−

=
⋅

⋅⋅−−−
==

+
=

⋅
⋅⋅−−+

= xx . 

Затем сократим общий сомножитель, после чего уже подставим 
предельное значение 2=x . 

.1
12
32

1
3lim

)1)(2(
)3)(2(lim

0
0

2232
6252

23
65lim

2

22

2

2

2

2

−=
−
−

=
−
−

=

=
−−
−−

=



=









+⋅−
+⋅−

=
+−
+−

→

→→

x
x

xx
xx

xx
xx

x

xx  

Пример. Найти предел 
1

lim
→x 1

2)1(
2 −

−−
х

хх . 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 

1=x  в дробь под знаком предела приводит к неопределённости вида 




0
0 . 

Разложим квадратные трёхчлены знаменателя на множители по фор-
муле сокращённого умножения )1)(1(12 +−=− xxx . Получим  

1
lim

→x
=



=









−
−−

=
−

−−
0
0

11
12)11(

1
2)1(

22х
хх   

2
1

)11(
12

)1(
2lim

)1)(1(
2)1(lim

11
=

+
−

=
+
−

=
+−
−−

=
→→ x

x
xx

xx
xx

. 

Пример. Найти предел 
xx

xx
x −

+−
→ 3

2

1

12lim . 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 

1=x  в дробь под знаком предела приводит к неопределённости вида 




0
0 . 

.0
2
0

)11(1
11

)1(
1lim

)1)(1(
)1(lim

)1(
)1(lim

0
0

11
112112lim

1

2

12

2

13

2

3

2

1

==
+⋅

−
=

+
−

=

=
+−

−
=

−
−

=



=









−
+⋅−

=
−

+−

→

→→→

xx
x

xxx
x

xx
x

xx
xx

x

xxx
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Пример. Найти предел 
156

18lim 2

3

2
1 +−

−

→ xx
x

x
. 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 

в дробь под знаком предела приводит к неопределённости вида 




0
0 . 

=
−−

++−
=

−−
++−

=



=

+−
−

→→→ )3/1)(2/1(6
)124)(2/1(2lim

)3/1)(2/1(6
)124)(12(lim

0
0

156
18lim

2

2
1

2

2
12

3

2
1 xx

xxx
xx

xxx
xx

x
xxx

6
)3/12/1(3

1
2
12

4
14

)3/1(3
124lim

2

2
1

=
−

++
=

−
++

=
→ x

xx
x

.  

При вычислении предела воспользовались разложением: 

)3/1)(2/1(6156 2 −−=+− xxxx , 

где x1=1/2; x2=1/3 – корни квадратного трёхчлена 6x2 ‒ 5x+1=0, вычис-

ленные по формуле x1,2= 12
15

12
24255 ±

=
−± . Для числителя дроби 

воспользовались формулой разности кубов: 
)124)(12(18 23 ++−=− xxxx . 

Если при 0xx →  ∞→)(xf  и ∞→)(xq , то отношение 
)(
)(

xq
xf  

представляет собой неопределенность 
∞
∞ . В этом случае рекоменду-

ется числитель и знаменатель разделить почленно на старшую сте-
пень переменной х. 

Пример. Найти предел 
∞→x

lim
13 24

3

+−
+
xx

xx .  

Решение. Убедившись, что имеет место случай 
∞
∞ , подвергаем 

функцию преобразованиям. Разделим числитель и знаменатель  
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дроби  на х4 (наивысшая степень), получим 

∞→x
lim 




∞
∞

=
+−

+
13 24

3

xx
xx

∞→
=

x
lim 0

1
0

131

11

42

3
==

+−

+

xx

xx , так как при 

∞→x  величины 
x
1 , 3

1
x

, 2
1
x

 и 4
1
x

 являются бесконечно малыми.  

Пример. Найти предел 
∞→x

lim
12

1
2

2

+
−

x
x . 

Решение. Убедившись, что имеет место случай 
∞
∞ , подвергаем 

функцию преобразованиям. Разделим числитель и знаменатель дроби 
на х2 (наивысшая степень), получим 

∞→x
lim =




∞
∞

=
+
−

12
1

2

2

x
x

∞→x
lim

2
1

02
01

12

11

2

2
=

+
−

=
+

−

x

x . 

Пример. Найти предел 
73
35lim 2

2

+−
++

∞→ xx
xx

x
. 

Решение. Убедившись, что имеет место случай 
∞
∞ , подвергаем 

функцию преобразованиям. 
Поделим числитель и знаменатель дроби под знаком предела на 2x  

(это старшая степень x ), после чего находим  

3
1

003
001

713

351
lim

73
35lim

2

2

2

2
=

+−
++

=
+−

++
=

+−
++

∞→∞→

xx

xx
xx
xx

xx
, так как при ∞→x  ве-

личины 
x
1  и 2

1
x

 являются бесконечно малыми. 

Пример. Найти предел 
x

x
x 7sin

5tglim
0→

. 

Решение. Так как tg5x ~ 5x и sin7x ~ 7x при х → 0, то, заменив 
функции эквивалентными бесконечно малыми, получим 

7
5

7
5lim

7sin
5tglim

00
==

→→ x
x

x
x

xx
. 
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Пример. Найти предел 
x

x
x cos1
lim

3

0 −→
. 

Решение. Так как 1 – cosx = 
2

2

2
2~

2
sin2 






 xx  при х→0, то 

02lim

2

lim
cos1

lim
02

3

0

3

0
===

− →→→
x

x
x

x
x

xxx
. 

Пример. Найти предел 20 sin
tglim

x
x

x→
. 

Решение. Так как tgx ~ x и sinx2 ~ x2 при х → 0, то, заменив 
функции эквивалентными бесконечно малыми, получим 

.lim
sin

tglim 2020
∞==

→→ x
x

x
x

xx
 

Пример. Найти предел 
12

2
3lim

+

∞→








+
− x

x x
x . 

Решение. Исключив целую часть из дроби, полагаем t
x

=
+

−
2

5 , 

откуда 25
−−=

t
x : 

=







+
−=








+
−=








+
− +






 −−⋅

→∞

+

→∞

+

→∞

12521212

2
51lim

2
51lim

2
3lim

t

x

x

x

x

x xxx
x  

( ) ( ) .11lim)1lim(1lim 10103

0

10

0

1
310

0

−−−

→

−

→

−−

→
=⋅=+⋅











+=+= eettt

tt

tt
t

 

Пример. Найти предел 
2

1
2lim

+

∞→








+
+ x

x x
x . 

Решение. Убедившись сначала, что при указанном значении ар-
гумента функция представляет собой степень, основание которой 
стремится к единице, а показатель – к бесконечности (случай ∞1 ), 
преобразуем функцию так, чтобы использовать второй замечательный 
предел.   

=







+
+=








+
++

=







+
+ ++

∞→

+

∞→

+

∞→

1122

1
11lim

1
1)1(lim

1
2lim

x

x

x

x

x

x xx
x

x
x  
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.1
1

11lim
1

11lim
1

11
1

11lim
11

ee
xxxx x

x

x

x

x
=⋅=








+
+








+
+=








+
+








+
+=

∞→

+

∞→

+

∞→
 

Пример. Найти предел 
32

3
5lim

+

∞→








−
+ x

x x
x . 

Решение. Убедившись сначала, что при указанном значении ар-
гумента функция представляет собой степень, основание которой 
стремится к единице, а показатель – к бесконечности (случай ∞1 ), 
преобразуем функцию так, чтобы использовать второй замечательный 
предел.   

.limlim)
3

81(lim

)
3

81(lim
3

53)3(lim
3
5lim

16
31

)32(8

3
)32(8)32(

3
8

8
3

)32(
3

8
8

33232

eee
x

xx
x

x
x

х

х

x
x

x

x

x
хx

x

x
х

x

x

x

x

x

x

===














−
+=

=














−
+=








−
++−

=







−
+

−

+

∞→
−

+

∞→

+
−−

∞→

+
−

⋅
⋅

−

∞→

+

∞→

+

∞→

 

При вычислении последнего предела поделили числитель и зна-
менатель дроби на х, после чего воспользовались тем, что при ∞→x  

величина 
x
1  является бесконечно малой, т.е. 01lim =

∞→ хx
. 

Пример. Найти предел 
13

82
52lim

−

∞→








+
+ x

x x
x . 

Решение. Убедившись сначала, что при указанном значении ар-
гумента функция представляет собой степень, основание которой 
стремится к единице, а показатель – к бесконечности (случай ∞1 ), 
преобразуем функцию так, чтобы использовать второй замечательный 
предел.   

.limlim

)
82

31(lim
82

58)82(lim
82
52lim

2
982

39

)13(
82

3

)13(
82

3

3
821313

−+

+−

∞→

−
+

−

∞→

−
+

−

−
+

∞→

−

∞→

−

∞→

===

=











+
−

+=







+
+−+

=







+
+

eее

xx
x

x
x

х

х

x

x
x

x

x
xx

x

x

x

x

x
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При вычислении последнего предела поделили числитель и зна-
менатель дроби на х, после чего воспользовались тем, что при ∞→x  

величина 
x
1  является бесконечно малой, т.е. 01lim =

∞→ хx
. 

Пример. Найти предел 
23

2

2

85
43lim

+

∞→ 








+−
++

x

x xx
xx . 

Решение. Убедившись сначала, что при указанном значении ар-
гумента функция представляет собой степень, основание которой 
стремится к единице, а показатель – к бесконечности (случай ∞1 ), 
преобразуем функцию так, чтобы использовать второй замечательный 
предел.   

=








+−
++−++−

=








+−
++

+

∞→

+

∞→

23

2

223

2

2

85
4385)85(lim

85
43lim

x

x

x

x xx
xxxx

xx
xx  

.lim

lim)
85

481(lim

24
851

8424

85

)23)(48()23(
85

48

48
85

2

2

2

2
22

ee

e
xx

x

хх

хх

x

xx
xx

x

x
xx

x

x
xx

x

==

==














+−
−

+=

+−

−+

∞→

+−

+−

∞→

+
+−

−

−
+−

∞→

 

При вычислении последнего предела поделили числитель и зна-
менатель дроби на х2(это старшая степень x ), после чего воспользо-

вались тем, что при ∞→x  величины 
x
1  и 2

1
x

 является бесконечно 

малыми, т.е. 01lim =
∞→ хx

 и 01lim 2 =
∞→ хx

. 

Пример. Найти предел 
x

x
x cos1
lim

2

0 −→
. 

Решение. Применяем тригонометрическую формулу 

2
sin2cos1 2 xx =−  и первый замечательный предел. 
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Получаем 212

2
sin

2lim2

2
sin2

lim
cos1

lim 2

2

02

2

0

2

0
=⋅=

















==
− →→→ x

x

x
x

x
x

xxx
. 

Пример. Найти предел 
)21ln(

2tglim 2

2

0 x
x

x +→
. 

Решение. Пользуясь тем, что при отыскании предела отношения 
двух бесконечно малых можно заменять их эквивалентными беско-
нечно малыми и учитывая, что ;2tg2 хх ≈  ( ) 22 221ln хx ≈+  при 0→x , 
получим 

2
2
4lim

2
)2(lim

)21ln(
2lim 2

2

02

2

02

2

0
===

+ →→→ x
x

x
x

x
xtg

xxx
. 

Сформулируем правила, позволяющие вычислить пределы. 

Замечание 1. Чтобы вычислить 
)(
)(

lim
0 xq

xfA
xx→

= , нужно вместо пе-

ременной х поставить её предельное значение 0x .  

Если  ,0)()(lim;0)()(lim 00
00

≠====
→→

Cxqxqxfxf
xxxx

 то .00
==

C
A  

Если ,0)()(lim;0)()(lim 00
00

==≠==
→→

xqxqCxfxf
xxxx

 то ∞=



=

0
CA . 

Если  ,0)()(lim;0)()(lim 00
00

====
→→

xqxqxfxf
xxxx

 то 



=
0
0A  ‒ не-

определенность. 

Замечание 2. Чтобы раскрыть неопределенность 




0
0  в алгебра-

ическом выражении, надо в числителе и знаменателе выделить мно-
житель 0xx − , который стремится к нулю, и на него под знаком пре-
дела сократить. 

Замечание 3. Если в числителе и знаменателе стоят многочле-
ны, то чтобы получить множитель 0xx − , нужно многочлены разло-
жить на множители. 

На основании, изложенных выше замечаний, рассмотрим реше-
ние задачи 1. 

tg 
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Задача 1. Вычислить предел 
6193
6112

lim 2

2

6 +−
−−

→ xx
xx

x
. 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 

6=х  в дробь под знаком предела приводит к неопределённости вида 




0
0 : 





=









+⋅−⋅
−⋅−⋅

=
+−
−−

→ 0
0

661963
661162

6193
6112

lim 2

2

2

2

6 xx
xx

x
. 

Разложим квадратные трёхчлены числителя и знаменателя на 
множители по формуле ))(( 21

2 xxxxacbxax −−=++ , где 1x и 2x  – 
корни квадратного трёхчлена. Найдём корни квадратного трёхчлена в 
числителе:  

( ) ( )

( ) ( )
.6

4
1311

22
6241111

;
2
1

4
1311

22
6241111

2

2

2

1

=
+

=
⋅

−⋅⋅−−+
=

−=
−

=
⋅

−⋅⋅−−−
=

x

x
 

Корни квадратного трёхчлена в знаменателе равны: 

( )

( )
.

3
1

6
1719

32
6341919

;6
6

1719
32

6341919

2

2

2

1

=
−

=
⋅

⋅⋅−−+
=

=
+

=
⋅

⋅⋅−−+
=

x

x
 

Разложим квадратные трёхчлены числителя и знаменателя на 
множители по формуле ))(( 21

2 xxxxacbxax −−=++ , где 1x и 2x  – 
корни квадратного трёхчлена. Получим 

( ) ( )( )126
2
1626112 2 +−=






 +−=−− xxxxxx ; 

( ) ( )( )136
3
1636193 2 −−=






 −−=+− xxxxxx . 
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Затем сократим общий сомножитель, после чего уже подставим 
предельное значение 6=х . 

( )( )
( )( ) .

17
13

163
162

13
12

lim136
126

lim
66

=
−⋅
+⋅

=
−
+

=
−−
+−

→→ x
x

xx
xx

xx
 

Замечание 4. Если в числителе или знаменателе стоят иррацио-
нальные выражения, то для получения сомножителя 0xx −  умножим 
числитель и знаменатель на сопряженные им выражения. Для этого 
необходимо воспользоваться формулами сокращённого умножения: 

( )( ) ( )( )
( )( ).

;;
2233

223322

babababa

bababababababa

+−+=+

++−=−+−=−
 

На основании изложенного выше замечания рассмотрим реше-
ние задачи 2. 

Задача 2. Вычислить  
x

x
x +−

−−
→ 43

16
lim

5
. 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 

5=х  в дробь под знаком предела приводит к неопределённости вида 




0
0 : 







=

+−
−−

=
+−
−−

→ 0
0

543
156

43
16

lim
5 x

x
x

. 

Домножим числитель и знаменатель на соответствующие со-
пряжённые выражения, получим 

( )( )[ ]( )
( ) ( )( )[ ]

( )[ ]( )
( ) ( )[ ]

( )( )
( )( )

.3
2
6

16
43

lim

516
435

lim
416

4316
lim

434316
431616

43
16

lim

5

52

22

5

5

==
+−
++

=

=
−+−
++−

=
++−

++−−
=

=
+++−+−
+++−−−

=
+−
−−

→

→→

→

x
x

xx
xx

xx

xx

xxx
xxx

x
x

x

xx

x

 

Замечание 5. Если при 0xx →  функции ∞→)(xf  и ∞→)(xq , то 

отношение 
)(
)(

xq
xf  представляет собой неопределенность 




∞
∞ . В этом слу-

чае рекомендуется числитель и знаменатель разделить почленно на стар-
шую степень переменной х. 
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На основании изложенного выше замечания рассмотрим реше-
ние задачи 3. 

Задача 3. Вычислить предел 3

2

7
274

lim
xx

xx
x +

−−
∞→

. 

Решение. Числитель и знаменатель дроби разделить почленно 
на старшую степень переменной х, т.е. на х3. Получим 

=
+

−−
=

+

−−

=




∞
∞

=
+
−−

∞→∞→∞→ 17

274

lim
7

274

lim
7

274
lim

2

32

3

3

3

2

3

2

x

xx

x
xx

x
xx

xx
xx

xxx
 

.2
10

200
−=

+
−−

=  

Замечание 6. Если при +∞→→ )(,0 xfxx  и +∞→)(xq , то раз-
ность )()( xqxf − представляет собой неопределенность ∞−∞ . Чтобы 

раскрыть такую неопределенность, надо привести её к виду 
0
0  или 

∞
∞ . 

На основании изложенного выше замечания рассмотрим реше-
ние задачи 4. 

Задача 4. Вычислить предел ( )1234lim +−−
+∞→

xx
x

. 

Решение. Непосредственная подстановка предельного значения 
∞→х  под знаком предела приводит к неопределённости вида 

[ ]∞−∞ . Умножим и разделим на сопряженное выражение 
1234 ++− xx , тогда 

( ) ( )( )

( ) ( ) .
1234

42
lim

1234
1234

lim

1234
12341234

lim1234lim

22






∞
∞

=
++−

−
=

++−
+−−

=

=
++−

++−+−−
=+−−

+∞→+∞→

+∞→+∞→

xx
x

xx
xx

xx
xxxxxx

xx

xx

 

Здесь старшая степень x  ‒ первая, поэтому разделим числитель 
и знаменатель на х: 
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.
0
2

1234

42
lim

1234

42
lim

1234

42
lim

1234

42

lim
1234

42
lim

22

22

∞=



=

++−

−
=

=
+

+
−

−
=

+
+

−

−
=

=
++−

−

=




∞
∞

=
++−

−

+∞→

+∞→+∞→

+∞→+∞→

xxxx

x

x
x

x
x

x

x
x

x
x

x

x
xx

x
x

xx
x

x

xx

xx

        

Теорема. Предел отношения двух бесконечно малых не изменится, 
если одну или обе бесконечно малые заменить их эквивалентными, т. е. ес-

ли )(1 хα ~ )(2 хα  и )(1 хβ ~ )(2 хβ , то .
)(
)(

lim)(
)(

lim
2

2

1

1

00 x
x

x
x

xxхх β
α

β
α

→→
=  

Заметим, что с помощью эквивалентных бесконечно малых рас-

крывают неопределенность .
0
0





  

Используя данную теорему, рассмотрим задачи 5, 6, 7 и 8. 

Задача 5. Вычислить предел 



=

→ 0
0

13
18sin

lim
0 xtg

x
x

. 

Решение. Пользуясь тем, что при отыскании предела отношения 
двух бесконечно малых можно заменять их эквивалентными беско-
нечно малыми и учитывая, что xxхx 3~ tg3;8~8sin , получаем 

.
3
8

3
8

lim3tg
8sin

lim
00

===
→→ x

x
x
x

xx
 

Задача 6. Вычислить предел 
x

xx
x 7arcsin

2cos2cos
lim 2

3

0

−
→

. 

Решение. Пользуясь тем, что при отыскании предела отношения 
двух бесконечно малых можно заменять их эквивалентными бесконечно 
малыми и учитывая, что 2222 )(5~5arcsin;)(3~3sin xxxx , получаем 

tg 
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( )

.
25
9

25
93cos

lim

3
5arcsin

3sin3cos
lim

5arcsin
3cos13cos

lim0
0

5arcsin
3cos3cos

lim

2

2

0

2

2

02

2

02

3

0

=
⋅

=

=
⋅

=
−

==
−

→

→→→

x
xx

x
xx

x
xx

x
xx

x

xxx  

Задача 7. Вычислить предел .
)31ln(

12tg1
lim

0
=

+
−+

→ x
x

x
 

Решение. Пользуясь тем, что при отыскании предела отноше-
ния двух бесконечно малых можно заменять их эквивалентными бесконечно 

малыми и учитывая, что xxхxxx 3~)31ln(;~2
2
1~tg2

2
1~12tg1 +⋅−+ , 

получаем 

.
3
1

3lim0
0

)31ln(
12tg1

lim
00

==



=

+
−+

→→ x
x

x
x

xx
 

Задача 8. Вычислить предел 
x

x
x 15arctg

772
lim

0

−+
→

. 

Решение.  

( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) .
55

1
552

2
5552

2
lim5~5arctg

15arctg552
2

lim
5arctg5752

552
lim

5arctg552
552552

lim0
0

5arctg
552

lim

0

0

22

0

00

=
⋅

=
⋅++

==

=
⋅++

=
⋅++

−+
=

=
⋅++

++−+
=



=

−+

→

→→

→→

xx
xxx

xx
x

xx
x

xx
xx

x
x

x

xx

xx

 

Замечание 7. Пусть необходимо вычислить [ ] )()(lim
0

x

xx
xf ϕ

→
. Если 

при этом при 0хх → , 1)( →хf  а ∞→)(хϕ , то имеем неопределен-
ность [ ]∞1 ; если 0)(а,)( →∞→ xxf ϕ , то имеем неопределенность 
[ ]0∞ ; 0)(и0)( →→ xxf ϕ , то имеем неопределенность [ ]00 . Эти не-
определенности раскрываются с помощью второго замечательного 
предела. 



~ 157 ~ 
 

1. ...71828,2,11lim ==







+

∞→
ee

y

y

y
 

или  

2. ( ) .1lim
1

0
е=+

→

α
α

α
 

На основании изложенного выше замечания рассмотрим реше-
ние задач 9 и 10. 

Задача 9. Вычислить предел 
х

x x
x









+
+

∞→ 13
53lim .  

Решение. Убедившись сначала, что при указанном значении ар-
гумента функция представляет собой степень, основание которой 
стремится к единице, а показатель – к бесконечности (случай ∞1 ): 

113

53
lim

13
53lim =

+

+
=




∞
∞

=
+
+

∞→∞→

х

х
x
x

xx
, 

получим неопределенность вида [ ]∞1 . Используем первую фор-
му второго замечательного предела. Для этого преобразуем основание 

к виду 
у
11+  следующим образом: 

4
13

11
13

41
13

135311
13
531

13
53

+
+=

+
+=

+
−−+

+=





 −

+
+

+=
+
+

xxx
xx

x
x

x
x . 

Следовательно, 
4

13 +
=

ху . Далее преобразуем функцию так, 
чтобы использовать второй замечательный предел. Тогда  

=





































+
+=

















+
+=








+
+

⋅
++

∞→∞→∞→

x
xx

xxx xxx
x

13
4

4
13

4
13

11lim

4
13

11lim13
53

lim  
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3
4

13
4

4
13 lim

4
13

11lim ex

x
x

x

x

x

=





































+
+=

++

∞→

∞→

. 

При вычислении предела воспользовались тем, что 

3
4

13
4

lim =
+∞→ x
x

x
, а предел основания степенного выражения равен е. 

Задача 10. Найти предел x
x

x
3

0
)21(lim −

→
. 

Решение. Убедившись сначала, что при указанном значении ар-
гумента функция представляет собой степень, основание которой стре-
мится к единице, а показатель – к бесконечности (случай ∞1 ), преобразу-
ем функцию так, чтобы использовать второй замечательный предел. 

Полагая yx =− 2 , найдём 0→y , когда 0→x , следовательно, 

6

6

0

16

0

3

0
)1lim()1(lim)21(lim −

−

→

−

→→
=












+=+=− eyyx

y

yy

y
x

x
. 

 
 
 

Задания для решения в аудитории 
 
 
 

Найти пределы: 
 

1. .
752

23lim 2

2

1 −+
−−

→ xx
xx

x
 2. 

9
96lim 2

2

3 −
+−

→ x
xx

x
. 3. 

56
321lim 23

3

−+
−−

∞→ xx
xx

x
. 

4. 
34

234lim
2

+
−+

∞→ x
xx

x
. 5. 

572
145lim 23

2

−−
−+

∞→ xx
xx

x
. 6. 

354
132lim 2

34

+−
−+

∞→ xx
xx

x
. 

7. 
x
x

x 4tg
8sinlim

0→
. 8. 

x
xx

x 4cos1
sinlim

0 −→
. 9. 2

2

0
2

sin
lim

x

x

x→
. 

10. xx
x 2

tg)1(lim
1

π
−

→
. 

(положить α−=1x ); 
11. x

x

x
x

−

→
−

1

0
)41(lim . 12. 

x

x x
x 2

12
12lim 








+
−

∞→
. 

13. x
x

xsin1lim
0

+
→

. 14. 
1

2arcsinlim 22

2

0 −→ xx e

x . 15. 
x

x
x 2arctg

3tglim 2

2

0→
. 
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Ответы. 

1.
9
5 . 2. 0 . 3. 

2
1

− . 4. 
2
1 . 5. 0. 6. ∞ . 7. 2. 8. 

8
1 . 9. 

4
1 . 10. 

π
2 . 11. 4−e .         

12. 2−e . 13. e . 14. 2. 15. 
4
3 . 

 

Индивидуальные задания 

 
Задание 1. Вычислить пределы функций:  

 

65
992lim.1 2

2

3 +−
+−

→ xx
xx

x
. .

8103
672lim.2 2

2

2 ++
++

−→ xx
xx

x
 .

45
25152lim.3 2

2

5 хx
xx

x −−
++

−→
 

.
152

5143lim.4 2

2

5 −−
−−

→ xx
xx

x
 

12
374lim.5 2

2

1 −+
++

−→ xx
xх

x
. .

5143
5112lim.6 2

2

5 −−
+−

→ xx
xx

x
 

62
273lim.7 2

2

2 −+
++

−→ xx
xx

x
. 

2
102lim.8 2

2

2 −−
−+

→ xx
xx

x
. 

252
82lim.9 2

2

2 ++
−−

−→ xx
xx

x
. 

383
6lim.10 2

2

3 −+
−−

−→ xx
xx

x
. 

32
352lim.11 2

2

3 −+
−+

−→ xx
xx

x
. 

372
376lim.12 2

2

3 ++
−−

−→ xx
xx

x
. 

3

2

2 8
82lim.13

x
xx

x −
−+

→
. .

82
12lim.14 2

2

4 −+
−+

−→ xx
xx

x
 

252
23lim.15 2

2

2 +−
+−

→ xx
xx

x
. 

23
143lim.16 2

2

1 +−
+−

→ xx
xx

x
. 

20
492lim.17 2

2

4 −+
+−

→ xx
xx

x
. 

1572
152lim.18 2

2

5 −−
−−

→ xx
xx

x
. 

23
752lim.19 2

2

1 −−
−+

→ xx
xx

x
. 

43
32lim.20 2

2

1 −−
−−

−→ xx
xx

x
. 

6
102lim.21 2

2

2 −+
−+

→ xx
xx

x
. 

212
6lim.22 2

2

3 −−
−+

−→ xx
xx

x
. 

212
6lim.23 2

2

3 −+
−−

→ xx
xx

x
. 

6113
352lim.24 2

2

3 ++
−+

−→ xx
xx

x
. 

2

2

1 235
43lim.25
xx

xx
x −−

−+
→

. 
23
72lim.26 2

2

1 −+
−−

−→ xx
xx

x
. 

34
3165lim.27 2

2

3 +−
+−

→ xx
xx

x
. 

127
992lim.28 2

2

3 +−
+−

→ xx
xx

x
. .

310
25152lim.29 2

2

5 xx
xx

x −−
++

−→
 

2110
372lim.30 2

2

3 −−
+−

→ xx
xx

x
. 
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Задание 2. Вычислить пределы функций: 

236
472lim.1 25

35

+−
−+

∞→ xx
xx

x
.  52

52

332
32lim.2

ххx
хх

x −+
−+

∞→
. 

22
13lim.3 23

2

−+
+−

∞→ xx
xx

x
.  

xxx
xx

x 43
132lim.4 23

2

++
+−

∞→
. 

 
352

524lim.5 25

43

−+
−+

∞→ xx
xxx

x
.  

542
124lim.6 5

5

++
+−

∞→ xx
xx

x
. 

 3

32

22
573lim.7
xx
xx

x −+
+−

∞→
.   5

52

68
354lim.8
xx
xx

x −−
−+

∞→
. 

 
33
17lim.9 4

3

++
+−

∞→ xx
xx

x
.  42

42

32
522lim.10
xx
xx

x ++
+−

∞→
. 

3
325lim.11 5

4

++
−−

∞→ xx
xx

x
.  

45
32lim.12 5

23

+−
+−

∞→ xx
xx

x
. 

346
272lim.13 3

23

+−
−+

∞→ xx
xx

x
.  

14
185lim.14 2

3

++
+−

∞→ xx
xx

x
. 

126
543lim.15 2

2

+−
−+

∞→ xx
xx

x
.  

122
834lim.16 5

25

−+
+−

∞→ xx
xx

x
. 

4
53lim.17 2

3

−+
+−

∞→ xx
xx

x
.  4

3

4
527lim.18

x
xx

x −
+−

∞→
. 
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12
4lim.19 3

2

++
−−

∞→ xx
xx

x
.  

1
347lim.20 4

24

+
+−

∞→ x
xx

x
. 

436
153lim.21 2

2

−+
+−

∞→ xx
xx

x
.  

12
24lim.22 6

36

−
+−

∞→ x
xxx

x
. 

2
3lim.23 5

25

−
+−

∞→ x
xxx

x
.  

57
13lim.24 4

3

+−
+−

∞→ xx
xx

x
. 

3
227lim.25 4

34

+
+−

∞→ x
xx

x
.  

32
563lim.26 25

5

−+
−+

∞→ xx
xx

x
. 

237
422lim.27 25

35

++
+−−

∞→ хx
xx

x
.  

143
236lim.28 5

25

++
+−

∞→ xx
xx

x
. 

.
142

354
lim.29 45

52

−+
−+

∞→ xx
xx

x
  

xx
xxx

x 277
43lim.30 3

23

+−
++

∞→
. 

 

Задание 3. Вычислить пределы функций: 

 

1. 23
1lim

1 −+
−

→ x
x

x
. 

 

2. 25
132lim

1 −+
−+

−→ x
x

x
. 

 

3. 
.

12
332lim

3 −−
−+

→ x
x

x

 

 

4. 352
223lim

2 −+
−−

→ x
x

x
. 

 

5. 416
24lim

2

2

0 −+

−+
→ x

x
x

. 
 

6. x
x

x −
−−

→ 2
31lim

4
. 
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7. 34
29lim

5 −−
−+

−→ x
x

x
. 

 

8. x
x

x +−
−−

−→ 41
225lim

3
. 

 

9. x
x

x +−
−−

→ 83
52lim

1
. 

 

10. x
x

x +−
−−

−→ 82
73lim

2

4
. 

 

11. 62
113lim

2 +−
+−

−→ x
x

x
. 

 

12. 35
2lim

4 −+
−

→ x
x

x
. 

 

13. 3
572lim

9 −
−+

→ x
x

x
. 

 

14. xx
xx

x 5
6231lim 2

5 −
+−+

→
. 

 

15. 
.

323
14lim

3 −−
−+

−→ x
x

x

 

 

16. 74
572lim

9 +−
−+

→ x
x

x
. 

 

17. 22
312lim

4 −−
−+

→ x
x

x
. 

 

18. 
.

516
2lim

4 −+
−

→ x
x

x

 

 

19. 12
332lim

3 +−
−+

→ x
x

x
. 

 

20. 
2

0

2131lim
xx

xx
x +

−−+
→

. 
 

21. 
.

4
26lim 2

2 −
−+

→ x
x

x
 

      

 

22. 32

2

0

131lim
xx

x
x +

−+
→

. 
 

23. x
x

x 514
21lim

3 −−
−−

−→
. 

 

24. 
.

21
222lim

3 −+
−−

→ x
x

x

 

 

25. 525
39lim

2

2

0 −+

−+
→ x

x
x

. 
 

26. 352
823lim

2 −+
−+

→ x
x

x
. 

 

27. 23
1lim

1 −+
−

→ x
x

x
. 

 

28. 5
11lim 2

0 xz
xx

x +
+−−

→

 

 

29. 24
39lim

2

2

0 −−

−+
→ x

x
x

. 
 

30. 
.

413
36lim

3 −+
−+

→ x
x

x

 

. 
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Задание 4. Вычислить пределы функций: 

( )23lim.1 +−+
∞+→

xx
x

. ( )xxxx
x

5lim.2 22 −−+
∞→

. 

( )xx
x

319lim.3 2 −+
∞+→

. ( )xx
x

532lim.4 2 −−
∞+→

. 

 ( )518912lim.5 22 −+−+
∞→

xxxx
x

.   ( )xxx
x

−−+
∞+→

36lim.6 2 . 

 ( )xxx
x

2lim.7 2 +−
∞+→

.   ( )132lim.8 22 +−−
∞→

xx
x

. 

 ( )326 13lim.9 xxx
x

−++
∞+→

. ( )xxx
x

−++
∞+→

98lim.10 2 . 

( )yyy
x

−−
∞+→

2lim.11 2 . ( ).1214lim.12 +−−
+∞→

xx
x

 

( )uuu
u

44lim.13 22 +−−
∞→

. ( )yyy
y

−++
∞+→

)6)(2(lim.14 . 

( )xxxx
x

4784lim.15 22 +−−+
∞→

. ( )xxx
x

349lim.16 2 −+
∞+→

. 

( )xxx
x

−+
∞+→

24lim.17 . ( )xxx
x

342lim.18 2 +−
∞+→

. 

( )1232lim.19 2 ++−
∞+→

xxx
x

. ( )xxx
x

31lim.20 22 −−+
∞+→

. 
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( ).910lim.21 2 xxx
x

−++
+∞→

 ( )7252lim.22 +−+
∞+→

xx
x

. 

( ).92lim.23 22 xxxx
x

−−+
∞→

 ( )xx
x

523lim.24 2 −−
∞+→

. 

( )xxx
x

−+−
∞+→

14lim.25 2 . ( )252lim.26 22 +−+
∞→

xx
x

. 

( )1316lim.27 22 +−++
∞→

xxx
x

. ( )1312lim.28 22 −−+
∞→

xx
x

. 

( )3217lim.29 −−−
∞+→

xx
x

. ( )xx
x

218lim.30 2 −+
∞+→

. 

Задание 5. Вычислить пределы функций: 

xx
x

x 2tg
3sinlim.1

2

0→
.  2

0 9
2cos4coslim.2

x
xx

x

−
→

. 

.
cos1
tg

lim.3
0 x

xx
x −→

  
x

x
x 5sin

8cos1lim.4 2
0

−
→

. 

 22

2

0 sin
cos1lim.5

xx
x

x

−
→

.  2
0

3coscoslim.6
x

xx
x

−
→

. 

 2
0

6cos1lim.7
x

x
x

−
→

.  
x
x

x 2tg
3sinlim.8 2

2

0→
. 

 .
coscos
3tg

lim.9 30 xx
xx

x −→
 

x
x

x 4cos1
3tglim.10

2

0 −→
. 
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x
xx

x 4sin
8cos1

lim.11 2
00

−

+→
. x

x
x 2cos1

4cos1lim.12
0 −

−
→

. 

xx
xx

x 3sin
coscoslim.13

3

0

−
→

. 2
0

3cos1lim.14
x

x
x

−
→

. 

xx
x

x sin
cos1lim.15

0

−
→

. 
x

xx
x 4cos1

tglim.16
0 −→

.  

xx
x

x 2tg
13coslim.17

0

−
→

. 
x
x

x 4cos1
6cos1lim.18

0 −
−

→
. 

.
sin

4cos1
lim.19

0 xx
x

x

−
→

 
x
x

x 4cos1
8cos1lim.20

0 −
−

→
. 

2
0

2cos3coslim.21
x

xx
x

−
→

. 
xx

xx
x 3sin

coscoslim.22
5

0

−
→

. 

.
3tg

4cos1
lim.23

0 xx
x

x

−
→

 
xx

x
x 4tg

6cos1lim.24
0

−
→

. 

x
x

x 3arcsin
cos1lim.25 4

2

0

−
→

. xx
x

x 2tg2
5cos1lim.26

0

−
→

. 

x
x

x 5sin
7cos1lim.27 2

0

−
→

. 
x

xx
x cos1

2tglim.28
0 −→

. 

x
xx

x 3arcsin
3cos2coslim.29 2

0

−
→

. 
x
x

x 2sin
3cos1lim.30 2

0

−
→

. 
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Задание 6. Вычислить пределы функций: 

 .
416

5tg
lim.1

0 −+→ x
x

x
  

24
4sinlim.2

0 −+→ x
x

x
. 

 2
0 3

1sin1lim.3
x

xx
x

−⋅+
→

.  
x

x
x 3tg

223lim.4
0

−+
→

. 

 
( )

.2
sin22

lim.5 20 x

xx

x

−+

→
 

 
88

5tglim.6
0 −+→ x

x
x

. 

 
33

5cos3coslim.7
20 −+

−
→ x

xx
x

.  .
3arctg
11

lim.8
0 x

xx
x

−−+
→

 

 .
3sin

24
lim.9

0 x
x

x

−+
→

 
xx

x
x

3

2

0 coscos
11lim.10
−

−−
→

. 

255
2

sin
lim.11

0 +−→ x

x

x
. 

4
tg

sin1sin1lim.12
0 x

xx
x

−−+
→

. 

33
3tglim.13

0 −+→ x
x

x
. 

24
5arctglim.14

0 −+→ x
x

x
. 

39
coscoslim.15
2

5

0 −+

−
→ x

xx
x

. ( )11
cos22lim.16

0 −+
−

→ xx
x

x
. 

22
7sinlim.17

0 −+→ x
x

x
. ( )

2
0

2sin88lim.18
x

xx
x

−+
→

. 
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( ) хх
х

х 3tg39
lim.19

2

0 −−→
. ( )

x
xx

x 3sin
39lim.20 2

0

−+
→

. 

55
7sinlim.21

0 −+→ x
x

x
. 

x
xx

x 3sin
11lim.22

0

−−+
→

. 

749
7tglim.23

0 −+→ x
x

x
. 

24
7arcsinlim.24

0 −+→ x
x

x
. 

( )
2

0

2
tg22

lim.25
x

xx

x

−+

→
. 552

13tglim.26
0 −+→ x

x
x

. 

x
x

x 3tg
223lim.27

0

−+
→

. 
2

0 2
2sin2

lim.28
x

xx
x

−+

→
. 

525
4sinlim.29

0 −+→ x
x

x
. 

39
3tglim.30

0 −+→ x
x

x
. 

Задание 7. Вычислить пределы функций: 

 

 1. 

246

2

2

1
5lim

x

x x
x

−

∞→









+
− . 

 

 2. 

4

2

2
2

132
82lim

−

∞→









−+
+

x

x xx
x . 

 

 3. 

46

3

3
3

1
2lim

+

∞→









+
+

x

x x
x . 

 

 4. 

2

1
3lim

+

∞→








−
+ x

x x
x . 
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 5. 

x

x x
x 3

25
15lim 








−
−

∞→
. 

 

 6. 

x

x x
xx

2

2

2

82
542lim 









−
−+

∞→
. 

 

 7. 

23

2

2

1
4lim

x

x x
x

−

∞→









+
+ . 

 

 8. 

14

32
72lim

+

∞→








−
− x

x x
x . 

 

 9. 

x

x x
x 2

43
13lim 








−
−

∞→
. 

 

10. 

x

x x
x 21

34
14lim

−

∞→








−
+ . 

 

11. 

x

x x
x 23

35
25lim

−

∞→








+
− . 

 

12. 

x

x x
x









+
−

∞→ 43
23lim . 

 

13. 

x

x x
x −

∞→








+
− 4

3
2lim . 

 

14. 

14

34
54lim

+

∞→








−
− x

x x
x . 

 

15. 

x

x x
x 31

52
32lim

−

∞→








+
+ . 

 

16. 

x

x x
x 21

4
1lim

−

∞→








+
+ . 

 

17. 

32

14
54lim

−

∞→








+
+ x

x x
x . 

 

18. 

16

23
43lim

+

∞→








−
− x

x x
x . 

 

19. 

x

x x
x −

∞→








+
− 4

12
32lim . 

 

20. 

x

x x
x 2

35
75lim 








−
+

∞→
. 

 

21. 

42

23
13lim

−

∞→








+
− x

x x
x . 

 

22. 

23

52
12lim

−

∞→








+
− x

x x
x . 
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23. 

x

x x
x −

∞→








+
− 4

57
17lim . 

 

24. 

x

x x
x 41

13
33lim

−

∞→








−
− . 

 

25. 

13

75
15lim

+

∞→








+
− x

x x
x . 

 

26. 

x

x x
x 3

7
6lim 








−
−

∞→
. 

 

27. 

x

x x
x −

∞→








−
+ 3

17
57lim . 

 

28. 
15

3

3
3

4
1lim

+

∞→









+
−

x

x x
x . 

 

29. 

4

2

2
2

13
83lim

−

∞→









−
+

x

x x
x . 

 

30. 

17

53
43lim

+

∞→








−
+ x

x x
x . 

 
5.3. Непрерывность функции 

 
5.3.1. Основные понятия 

 
Определение. Функция )(xfy =  называется непрерывной в 

точке х = х0, если выполняются условия: 
1) функция определена в этой точке и некоторой её окрестности; 
2) существует )(lim

0
xf

xx→
; 

3) )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

. 

     y 

    f(x0)+ε 

       f(x0) 

          f(x0) - ε 

                                               0  x0 - ∆   x0            x0+∆        x 

 
Рис. 5.5 
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Если хотя бы одно условие не выполняется, то функция называ-
ется разрывной в точке х0, а сама точка называется точкой разрыва 
функции. Пример непрерывной функции показан на рис. 5.5. Пример 
разрывной функции иллюстрирует рис. 5.6.  

y 

     

    f(x0)+ε 

       f(x0) 

    f(x0)-ε     x 

       x0            

 

 

Рис. 5.6 

Свойства непрерывных функций: 
1. Сумма, разность и произведение непрерывных в точке х0 

функций есть функция, непрерывная в точке х0. 

2. Частное двух непрерывных функций 
)(
)(

xg
xf  есть непрерывная 

функция при условии, что g(x) не равна нулю в точке х0. 
3. Суперпозиция непрерывных функций есть непрерывная 

функция. 
Это свойство может быть записано следующим образом: если            

u = f(x); v = g(x) – непрерывные функции в точке х = х0, то функция             
v = g(f(x)) – тоже непрерывная функция в этой точке. 

Все элементарные функции непрерывны в тех интервалах, в ко-
торых они определены. Для доказательства их непрерывности удобно 
пользоваться следующим определением. 

Определение.  Функция у = f(x) называется непрерывной в 
точке х = х0, если приращение функции в точке х0 является бесконеч-
но малой величиной, то есть 

( ) ( )( ) 0limlim 0000
=∆+−∆+=∆

→∆→∆
xxfxxfу

xx
. 

Рассмотрим это определение на примере функции y = sinx. 
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Запишем приращение функции ∆y = sin(x + ∆x) – sinx или после 
преобразования по формуле ( ) ( )βαβαβα −+=− sincos2sinsin : 

2
sin

2
cos2 xxxy ∆







 ∆

+=∆ . 

Окончательно получим 

0
2

sin
2

coslim2lim
00

=






 ∆






 ∆

+=∆
→∆→∆

xxxy
xx

. 

Действительно, имеется предел произведения двух функций 







 ∆

+
2

cos xx  и 
2

sin x∆ . При этом функция косинус – ограниченная 

функция при ∆х→0 1
2

cos ≤





 ∆

+
xx , а т.к. предел функции синус 

0
2

sinlim
0

=
∆

→∆

x
x

, то она является бесконечно малой при ∆х→0. 

Таким образом, имеется произведение ограниченной функции 
на бесконечно малую, следовательно, это произведение, т.е. функция 
∆у – бесконечно малая. В соответствии с рассмотренными выше 
определениями функция у = sinx – непрерывная функция для любого 
значения х = х0 из области определения, т.к. ее приращение в этой 
точке – бесконечно малая величина. 

Классификация точек разрыва: 
а) точка 0xx =  называется точкой разрыва первого рода, если в 

этой точке существуют и конечны пределы слева и справа, но не рав-
ны друг другу; 

б) точка 0xx = называется точкой разрыва второго рода, если в 
этой точке хотя бы один из пределов слева или справа бесконечен или 
не существует. 

Неэлементарная функция может иметь разрывы как в точках, 
где она не определена, так и в тех точках, где меняются её аналитиче-
ские выражения. 

В некоторых частных случаях точку разрыва первого рода еще 
иногда называют устранимой точкой разрыва.  
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5.3.2. Непрерывность функции на интервале и на отрезке 
 

Определение. Функция f(x) называется непрерывной на интер-
вале (отрезке), если она непрерывна в любой точке интервала (отрезка). 

При этом не требуется непрерывность функции на концах от-
резка или интервала, необходима только односторонняя непрерыв-
ность на концах отрезка или интервала. 

Свойства функций, непрерывных на отрезке: 
Свойство 1. Первая теорема Вейерштрасса (Вейерштрасс Карл 

(1815–1897) – немецкий математик). Функция, непрерывная на отрезке, 
ограничена на этом отрезке, т.е. на отрезке [a, b] выполняется условие 

–M ≤ f(x) ≤ M. 

Свойство 2. Функция, непрерывная на отрезке [a, b], принимает 
на нем наибольшее и наименьшее значения. Т.е. существуют такие 
значения х1 и х2, что f(x1) = m; f(x2) = M, причем 

m ≤ f(x) ≤ M. 

Эти наибольшие и наименьшие значения функция может при-
нимать на отрезке и несколько раз (например, f(x) = sinx). 

Разность между наибольшим и наименьшим значениями функ-
ции на отрезке называется колебанием функции на отрезке. 

Свойство 3. Вторая теорема Больцано – Коши. Функция, непре-
рывная на отрезке [a, b], принимает на этом отрезке все значения 
между двумя произвольными величинами. 

Свойство 4. Если функция f(x) непрерывна в точке х = х0, то су-
ществует некоторая окрестность точки х0, в которой функция сохра-
няет знак. 

Свойство 5. Первая теорема Больцано (1781–1848) – Коши. Ес-
ли функция f(x) непрерывная на отрезке [a, b] и имеет на концах от-
резка значения противоположных знаков, то существует такая точка 
внутри этого отрезка, где f(x) = 0, т.е. если  

sign(f(a)) ≠ sign(f(b)), то ∃ х0: f(x0) = 0. 

Определение. Функция f(x) называется равномерно непрерыв-
ной на отрезке [a, b], если для любого ε>0 существует ∆>0, такое, 
что для любых точек х1∈[a,b] и x2∈[a,b] таких, что 

х2 – х1< ∆, 
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верно неравенство 
f(x2) – f(x1) < ε. 

Отличие равномерной непрерывности от «обычной» в том, что 
для любого ε существует свое ∆, не зависящее от х, а при «обычной» 
непрерывности ∆ зависит от ε и х. 

Свойство 6. Теорема Кантора (Кантор Георг (1845–1918) – 
немецкий математик). Функция, непрерывная на отрезке, равномерно 
непрерывна на нем. Это свойство справедливо только для отрезков, а 
не для интервалов и полуинтервалов. 

Свойство 7. Если функция f(x) определена, монотонна и непре-
рывна на некотором промежутке, то и обратная ей функция х = g(y) 
тоже однозначна, монотонна и непрерывна. 

 

5.3.3. Образцы решения задач 

Пример. f(x) = 
x

xsin . 

Решение. Функция не определена в точке х = 0, но имеет в ней 
конечный предел  

1)(lim
0

=
→

xf
x

, 

т.е. в точке х = 0 функция имеет точку разрыва первого рода. Это 
устранимая точка разрыва, т.к. можно доопределить функцию (рис. 5.7) 







=

≠
=

.0при1

;0приsin
)(

x

x
x

x
xf   

-20 -10 10 20

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
Рис. 5.7  

   при 
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Таким образом, для того, чтобы точка разрыва первого рода была 
устранимой, необходимо, чтобы односторонние пределы справа и слева 
были конечны и равны, а функция была бы в этой точке не определена. 

Пример. Найти точки разрыва функции и определить типы раз-
рывов. 











∞≤≤−

<≤
−

<<∞−

=

.3,2

;31,
2

1
;1,2

)(

2

xx

x
x

xx

xy  

Решение. Функция определена на всей числовой прямой. Но из 
этого не следует, что она и непрерывна на всей числовой прямой, так 
как эта функция неэлементарная и может иметь разрывы в точках 

1=x ; 3=x , где меняется её аналитическое выражение.  
Исследуем на непрерывность точки 1=x ; 3=x . 
Пусть 1=x . Найдем правосторонний и левосторонний пределы 

функции в этой точке:  

22lim)(lim 2

0101
==

−→−→
xxf

xx
; 1

2
1lim)(lim

0101
−=

−
=

+→+→ x
xf

xx
. 

Пределы слева и справа конечны, но не равны, т.е. не выполня-
ется второе условие непрерывности. Поэтому в точке 1=x  функция 
терпит разрыв первого рода («скачок»).  

Пусть 3=x . 

1
2

1lim)(lim
0303

=
−

=
−→−→ x

xf
xx

; ( ) 12lim)(lim
0303

=−=
+→+→

xxf
xx

. 

Пределы слева и справа конечны и равны значению функции в 
этой точке. По условию задачи значение функции )(xy  в точке 3=x  
определяется третьей формулой 123)3( =−=y . 

Следовательно, точка 3=x  является точкой непрерывности 
функции. 

Пример. Найти точки разрыва функции 
4

1)( 2 −
=

x
xf  и опреде-

лить типы разрывов. 
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Решение. Функция )(xf  не определена в точках 2±=x , следо-
вательно, в этих точках она может терпеть разрыв. Найдём односто-
ронние пределы функции в этих точках: 

+∞=
−−−→ 4
1lim 202 xx

, 

так как при 02 −−→x  величина 42 −x  является положительной бес-

конечно малой, а обратная ей 
4

1
2 −x

 является положительной беско-

нечно большой; 

−∞=
−+−→ 4
1lim 202 xx

, 

так как при 02 +−→x  величина 42 −x  является отрицательной бес-

конечно малой, а обратная ей величина
4

1
2 −x

 является отрицательной 

бесконечно большой; 

−∞=
−−→ 4
1lim 202 xx

, 

так как при 02 −→x  величина 42 −x  является отрицательной беско-

нечно малой, а обратная ей величина
4

1
2 −x

 является отрицательной 

бесконечно большой; 

+∞=
−+→ 4
1lim 202 xx

, 

так как при 02 +→x  величина 42 −x  является положительной бес-

конечно малой, а обратная ей величина
4

1
2 −x

 является  положитель-

ной бесконечно большой. 
Следовательно, в точках 2±=x  функция )(xf  имеет разрывы 

второго рода. 
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Пример. Найти точки разрыва функции 
x

xf 1arcctg)( =  и 

определить типы разрывов. 
Решение. Данная функция имеет одну точку разрыва 0=x , так 

как в этой точке она не определена. Найдём односторонние пределы 
функции в этой точке: 

π=−∞=
−→

)(arcctg1arcctglim
00 xx

; 

0)(arcctg1arcctglim
00

=+∞=
+→ xx

. 

Следовательно, точка 0=x  является точкой разрыва первого рода. 

 
Задания для решения в аудитории 

 
Найти точки разрыва функций и определить типы разрывов. 
 

1. 








∞<≤−
<≤−

<<∞−+

=
.2,1
;20,)1(

;0,1

)( 2

x
xx

xx

xy     2.
1

21)( 2 −
−

=
x

xxf .    3. xxy
1

2)( = . 

4.














∞<≤
<≤−+

−<<∞−

=
.1,5

;11,)12(

;1,1

)( 2

xx
xx

x
x

xy    5.










∞<≤−

<≤−

−<<∞−

=

.1,12

;12,1
;2,2

)(

xx

x
x

x

xy  

 
Ответы. 
1. 2=x , первого рода. 2. 1−=x ; 1=x , оба разрыва второго рода. 
3. 0=x , второго рода. 4. 1−=x ; 1=x  , оба разрыва первого рода. 
5. 2−=x , первого рода, 0=x , второго рода. 
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Индивидуальные задания 
 
Найти точки разрыва функций и определить типы разрывов. 

1.













∞<≤
−

<≤−
−<<∞−−

=

.0,
1

1
;02,

;2,2
)(

x
x

xx
x

xy  2.














∞<≤−

<≤

<<∞−

=

.
2

,2

;
2

0,sin

;0,2

)(

xx

xx

xx

xy

ππ

π  

3.








∞<≤−
<≤−−

−<<∞−+

=
.1,1

;11,1

;1,12

)( 2

x
xx

xx

xy  4.













∞<≤−

<≤

<<∞−+

=

.2,1
2
1

;20,

;0,1

)(

2

2

xx

xx

xx

xy  

5. ;

.
2

,2

2
0,cos

;0,

)(














∞<≤−

<≤

<<∞−−

=

xx

xx

xx

xy

ππ

ππ

π

 6. 













∞<≤

<≤−
−<<∞−−

=

.1,1
;11,2

;1,2
)(

x
x

xx
x

xy  

7.













∞<≤
+

<≤−−

−<<∞−+

=

.2,
1

3
;21,

;1,12

)( 2

x
x

xx

xx

xy  8. 














∞<≤

<≤

<<∞−−

=

.
4

,2

;
4

0,tg

;0,

)(

x

xx

xx

xy

π

π   

9.








∞<≤
<≤

<<∞−−

=
.4,3

;40,

;0,2

)(
x

xx

xx

xy  10.













∞<≤−

<≤−
<<∞−

=

.2,1
2
1

;20,
;0,

)(

2

xx

xx
xx

xy  

11.








∞<≤+
<≤

<<∞−
=

.,
;0,sin2

;0,
)(

xx
xx

xx
xy

ππ
π  12.









∞<≤
<≤

<<∞−−

=
.1,2

;10,2

;0,2

)(
xх

xx

x

xy  
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13.














∞<≤−

<≤

<<∞−−

=

.
2

,
2

;
2

0,cos

;0,2

)(

xx

xx

xx

xy

ππ

π  14.













∞<≤

<≤−−
−<<∞−

=

.1,1
;11,12

;1,2
)(

x
x

xx
x

xy  

15. 








∞<≤−
<<−
≤<∞−

=
.5,2,52

;5,21,2
;1,

)(

3

xx
xx
xx

xy  16. 








∞<≤
<≤+

<<∞−−

=
.1,4

;10,3

;0,3

)(
x

xx

xx

xy  

17. 











∞<≤−

<≤
−

<<∞−

=

.3,2

;31,
2

1
;1,2

)(

2

xx

x
x

xx

xy  18. 













∞<≤

<≤

<<∞−

=

.1,

;10,

;0,1

)(

xx

xx

x
x

xy  

19. 








∞<≤
<≤

<<∞−−
=

.,0
;0,sin

;0,2
)(

x
xx

xx
xy

π
π  20. 









∞<≤−
<≤+

<<∞−
=

.2,12
;20,1

;0,cos
)(

xx
xx

xx
xy  

21. 








∞<≤
<≤−

<<∞−
=

.1,ln
;10,1
;0,0

)(
xx

xx
x

xy  22. 








∞<≤

<≤−+
−<<∞−−

=

.1,2

;11,2
;1,2

)(

2

x

xx
xx

xy
x

 

23. 













∞<≤

<≤−−

−<<∞−−

=

.1,1
;12,1

;2,1

)( 2

x
x

xx

xx

xy  24. 













∞<≤
−

<≤

<<∞−−

=

.8,
9

2
;81,

;1,2

)( 3

2

x
x

xx

xx

xy  

25. 










∞<≤−
<≤

<<∞−+

=
.4,2

;40,

;0,1

)(

3

xx
xx

xx

xy   
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Контрольная работа по разделу «Введение  
в математический анализ» 

Вариант №1 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
54

)1)(12(
1

lim
24

3

−+
+−−

→ xx
xxx

x
;                                    2)

2
321

0
lim

−
−+

→ x
x

x
;          

1) 
54

)1)(12(
1

lim
24

3

−+
+−−

→ xx
xxx

x
;                                    2)

2
321

0
lim

−
−+

→ x
x

x
;         

3) 
x

x
x 4sin

)sin1ln(
0

lim +
→

 ;                                             4) 
xxx

xx

arctg2
57lim 32

−
−

∞→
;         

5) 
x

xx

+







 +

∞→

12sin1
lim

. 

2.Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1) 








∞≤
≤−

∞−−
=

.3,1
;32,2
;2,22







x
xx
xx

y                       2)   .
1 2

3

x
xy
−

=  

3. Доказать непрерывность функции 13 += xy . 
 
Вариант №2 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 2

3 23
0

lim
xx
xx

x +
−−

→
;                                             2) 32

31
8

lim
x

x
x +

−−
−→

;         

 3) 
1

10cos1
0

lim
2

−

−
→ xe

x
x

 ;                                             

4)
xx

ee
x

xx

sinarcsin20
lim 23

−
−

→

−

 ; 

5) 
2

2

2

43
42lim +










+
+

∞→

x

x
x

x
.   

 

2.Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1) 








∞≤
≤−

∞−−

=
.3,1
;32,)2(

;2,23
2







x
xx

xx

y                        2)   .
33 −

=
x

xy  



~ 180 ~ 
 

3. Доказать непрерывность функции 3 xy = . 
 
Вариант №3 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
22

)23(
1

lim
23

22

−−+
+−

→ xxx
xx

x
;                                     2) 

3 2 1
1

1
lim

−

−
→ x

x
x

;                

3) 
x

xx
x 3sin

53
0

lim 2 −
→

;                                                  4) 
xxx

xx

23sin
76

0
lim 22

−
−

→

−

;         

5)
)23(4sin1

lim +







 +

∞→

x

xx
 . 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−−

=
.3,3
;32,)2(

;2,)2(
2







x
xx

xx

y                      2)  .
12

4
2 +−

=
xx

y  

3. Доказать непрерывность функции xy cos= . 
 
Вариант №4 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
22

)12(
1

lim
23

22

−−+
−−

→ xxx
xx

x
 ;                              2) 

9
1213

3
lim

2 −
+−+

→ x
xx

x
;     

3) 
xx

x
x 3cos7cos

2cos1
0

lim
−

−
→

;                                 4) 
xx

ee
x

xx

sin2sin0
lim 35

−
−

→
;              

5) 
xx

xx

+









+
+

∞→

2

2
1sin1

lim
2 . 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)    








≤
≤
∞−−

=
.32/,1
;2/0,sin
;0,2







x
xx

xx
y

π
π                      2)   .

12 −
=

x
xy  

3. Доказать непрерывность функции xy 3log= . 
 
Вариант №5 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя.  

1) 
xxx

xx
x 34

)32(
3

lim
23

22

++
−+

−→
  ;                                 2) 

8
26

2
lim

3

3

+
+−

−→ х
х

x
 ;          
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3) 
))2((tg

4
0

lim
x

х
x +→ π

;                                         4) 3

32

arctg
53

0
lim

хxx

xх

+
−

→
;            

5) 
32cos1

lim +







 +

∞→

x

xx
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−−

=
.3,3
;32,)2(

;2,)2(
2







x
xx

xx

y                      2)   
1

2

−
=

x
xy . 

3. Доказать непрерывность функции xy 3= . 
 
Вариант №6 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
12
)12(

1
lim

4

23

++
−−

−→ xx
xx

x
  ;                                2) 

4
2

16
lim 4

−
−

→ x
x

x
. 

3)  
)]2/1(2[tg

2
0

lim
+→ x
x

x π
;                             4)  2

32

arctg0
lim

xx
ee

x

xx

−
−

→
 ;                     

5)
2

43
42lim +









+
+

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤−

≤−−
−∞−

=

.0,1

;01),13(
;1,2

2 





xx

xx
x

y                       2)  .
4 2

3

x
xу
−

=  

3. Доказать непрерывность функции 12 −= xy . 
 
Вариант №7 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 5

3 )31()1(
0

lim
xx

xx
x +

+−+
→

;                              2) 
2

529
8

lim
3 −

−+
→ x

x
x

;      

3) 2

3

4
cos1

0
lim

x
x

x
−

→
 ;                                          4) 

xxx

xx

9sin
23

0
lim 5

−
−

→
;                       

5) 
1

6
11ln1

lim +















 ++

∞→

x

xx
. 
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2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤

≤
∞−

=

.3,

;32/,1
;2/,sin

2 





xx

x
xx

y π
π

              2)  .
1

222

−
+−

=
x

хxy  

3. Доказать непрерывность функции xy = . 
 
Вариант №8 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
12
12

1
lim

2

2

−−
+−

→ xx
xx

x
   ;                                    2) 

x
xxx

x
)1(21

0
lim 2 +−+−
→

;   3) 
22

3arcsin
0

lim
−+→ x

x
x

  ;                                 

4) 
xx

ee
x

xx

sinarctg20
lim 24

−
−

→

−

;             5) 
1

2 1
4tg1

lim +









−
+

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1) 








∞≤+

≤
∞−

=

.1,1

;10,1
;0,3

2 





xx

x
x

y

x

                 2)  2

3

1 х
ху
−

=    . 

3. Доказать непрерывность функции xy 2log= . 
 
Вариант №9 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
2
23

1
lim

2

3

−−
−−

−→ xx
xx

x
 ;                                    2) 2

3 2 238
0

lim
xx

xx
x +

−++
←

;          

3) 
)21ln(

12
0

lim
xx

x

+
−

→
  ;                                        4) 

xxx

xx

−
−

→

−

arcsin2
512

0
lim 3

;              

5) 

221
2

21
lim

+














+

∞→

x

xe
x

. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−−

=
.3,1
;32,)2(

;2,22
2







x
xx

xx

y                        2)
4−

=
x

xy . 

3. Доказать непрерывность функции 32 xy −= . 
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Вариант №10 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
254
375

1
lim

23

23

+++
+++

−→ xxx
xxx

x
;                           2)  

3 4

33

2
2727

0
lim

xx
xx

x +

−−+
→

;     

3) 
))10(2sin(

2arctg
0

lim
+→ x
x

x π
 ;                                4) 

xx
ee

x

xx

2sin0
lim 27

−
−

→

−

;                     

5) 
2

4
2lim x

x
x

x








+
+

∞→
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)   








∞≤
≤−

∞−−

=
.3,1
;32,)2(

;2,24
2







x
xx

xx

y                        2) ( )( )61
1

−−
=

xx
y . 

3. Доказать непрерывность функции xy 2cos= . 
 
Вариант №11 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
1

23
1

lim
23

3

+−−
+−

→ xxx
xx

x
;                                  2) 

xx
x

x 21
1

1
lim 3

−+
−

→
;               

3) 
))7(sin(

)71ln(
0

lim
+

−
→ x

x
x π

 ;                                    4) 
xxx

xx

−
−

→ arcsin
23

0
lim 75

;        

5) 2
12

2
1sin1

lim +
+







 +

∞→
x

x

xx
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)   










∞≤
≤−

∞−+

=
.5,3
;54,)2(

;4,82
2







x
xx

xx

y                      2)
2526

1
24 +−

=
xx

y . 

3. Доказать непрерывность функции xy 2= . 
 
Вариант №12 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
1
35

1
lim

23

23

+−−
+−+

→ xxx
xxx

x
;                                2) 

33 11
11

0
lim

xx
xx

x −−+
−−+

→
; 
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3) 22arcsin
tg)2/5cos(

0
lim

x
xx

x
π+

→
;                            4) 3

5

arcsin0
lim

xx
ee

x

xx

+
−

→
;                      

5)

26

2

2 1lim x

x
x

x 






 −
∞→

. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−−

=
.3,1
;31,)1(

;1,22
2







x
xx

xx

y                     2) 1
1

3 −= xy . 

3. Доказать непрерывность функции xy 2sin= . 
 
Вариант №13 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
23

254
1

lim
3

23

−−
+++

−→ xx
xxx

x
 ;                          2) 

xx
x

x 22
24

2
lim 3

−+
−

→
;       

3)
x
x

x 3arctg4
)21ln(9

0
lim −
→

;                                         4) 
xxx

xx

−
−

→ 3tg
24

0
lim 7

;                                 

5) 12

3

1
2
1sin

lim +






 +

∞→
x
x

xx
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤−

≤−−
−∞−

=

.0,1

;01,13
;1,2

2 





xx

xx
x

y                      2) xy −= 2
1

2 . 

3. Доказать непрерывность функции ( )22+= xy . 
 
Вариант №14 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
12

1
1

lim
24

4

−−
−

→ xx
x

x
 ;                                     2) 

1
1

1
lim

2 −
−

→ x
x

x
;                     

3) 
]2/)1(cos[

131
0

lim
+

+−
→ x

x
x π

 ;                               4) 
xx

ee
x

xx

sin2tg0
lim

−
−

→

−

;                       

5) 
11tg1

lim +







 +

∞→

x

xx
. 
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2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1) 











∞≤

≤

∞−

=

.2,1

;20,cos

;0,2







x

xx

x

y

x

π

π                       2)
( )22

1
−

=
x

y . 

3. Доказать непрерывность функции 2+= xy . 
 
Вариант №15 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
23

254
1

lim
3

23

−−
+++

−→ xx
xxx

x
 ;                            2)

xx
x

x 23
39

3
lim 3

−+
−

→
;        

3) 
xx

x
x π

π
+

+
→ 2

)1(7sin
0

lim
 ;                                     4) 

xxx

xx

arctgtg2
710

0
lim 2

−
−

→

−

. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  










∞≤−
≤−−

−∞−

=
.0,1
;01,1

;1,2
2

2







xx
xx

xx

y                     2)
x
xy

+
−

=
1
1  . 

3. Доказать непрерывность функции xy −= 4 . 
 
Вариант №16 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
43

485
2

lim
23

23

+−
−+−

→ xx
xxx

x
;                             2) 

2
26

2
lim 3

+
+−

−→ x
x

x
;        

3) 
x

x
x arctg3

24
0

lim −+
→

 ;                                        4) 
xx

ee
x

xx

5sin3sin0
lim 2

−
−

→
;                    

5) 
3

)2(
1sin1

lim +









+

+
∞→

x

xx
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)   













∞≤

≤−

−∞−

=

.0,

;01,

;1,1

2 





xx

xх

x
x

y                      2) xy
1

5
−

= . 

3. Доказать непрерывность функции xy lg= . 
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Вариант №17 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
43

8126
2

lim
23

23

+−
−+−

→ xx
xxx

x
;                            2) 

xx
x

x 24
416

2
lim 3

−+
−

→
;        

3)
)21ln(

)]1(sin[2
0

lim
x

x
x +

+
→

π  ;                                    4) 2

23

tg
37

0
lim

xxx

xx

+
−

→
;                         

5)
2

2

2
2

103
13lim +










+
−

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)








∞≤−
≤−

−∞−

=
.0,2
;01,

;1,1
2







xx
xx

x

y                            2) 
3

2

+
=

x
xy . 

3. Доказать непрерывность функции 25xy = . 
 
Вариант №18 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
12167
485

2
lim

23

23

+++
+++

−→ xxx
xxx

x
;                         2) 

4
529

8
lim

3 2 −

−−
→ x

x
x

;         

3)
x

xx
x cos1

cos2cos
0

lim
−

−
→

;                                     4) 
xx

ee
x

xx

sintg20
lim 24

−
−

→
;                      

5)
3

4

4
4

10
5lim +










+
+

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  










∞≤
≤−

∞−+

=
.3,1
;32,)2(

;2,7
2







x
xx

xx

y                      2)
x

xy 2
+= . 

3. Доказать непрерывность функции 15 += xy . 
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Вариант №19 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 22

3

)2(
23

1
lim

−−
−−

−→ xx
xx

x
;                                  2)

xx
x

x 22
26

2
lim 3

−+
−+

→
;       

3)
)]2(sin[

11
0

lim
+
−+

→ x
x

x π
 ;                                    4)

xxx

xx

53arcsin
73

0
lim 2

−
−

→
;                  

5)
3

112
812lim +









+
+

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−+

=
.5,9
;53,)2(

;3,42
2







x
xx

xx

y                        2) 13 += x
x

y . 

3. Доказать непрерывность функции 53 += xy . 
 
Вариант №20 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
2

23
2

lim 3

−
−−

→ x
xx

x
 ;                                      2) 

xx
x

x 36
326

3
lim 3

−+
−+

→
 ;    

3)
1

)](5sin[
0

lim
3 −

+
→ xe

x
x

π  ;                                     4) 
xx

ee
x

xx

tgsin20
lim 52

−
−

→

−

;                       

5) 
3

3

3
3

8
1lim +










+
+

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)      








∞≤
≤+

∞−
=

.3,3
;32,6
;2,3







x
xx
xx

y                        2) ( )( )32
1

+−
=

xx
y . 

3. Доказать непрерывность функции xy 3log= . 
 
Вариант №21 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
12
23

1
lim

2

3

++
−−

−→ xx
xx

x
;                                     2) 

xx

x

x
2

4
1

4
1

4

4
1

lim 3

−+

−

→ ;       
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3) 
xx
x

x sin
cos1

0
lim −
→

 ;                                           4) 3

25

sin
94

0
lim

tgxxx

xx

−
−

→

−

;                         

5) 

22

2

2

33
31lim x

x
x

x 








+
+

∞→
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−−

=
.5,9
;54,)2(

;4,)2(
2







x
xx

xx

y                    2) 29
2
x

y
−

= . 

3. Доказать непрерывность функции xy 3= . 
 
Вариант №22 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 
 

1)
1

12
1

lim
23

2

+−−
+−

→ xxx
xx

x
;                                  2) 

7
11

0
lim

x
xx

x
−−+

→
;      

3)
12

2arcsin
0

lim
3 −→ − x

x
x

 ;                                           4)
xx

x
x 2tg)(3sin

)12ln(
0

lim
−+

+
→ π

;             

5) 

33

3

3

23
21lim x

x
x

x 








+
+

∞→
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1) 








∞≤
≤−

∞−+

=
.3,1
;32,)2(

;2,32
2







x
xx

xx

y                        2) xy −= 3
1

2 . 

3. Доказать непрерывность функции 42 += xy . 
 
Вариант №23 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
12

1
1

lim
24

4

−−
−

→ xx
x

x
;                                        2) 

53 2

33 2727
0

lim

xx
xx

x +

−−+
→

;  

x – tg x3 
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3) 
))12/(sin(

1
0

lim 4

+
−

→ x
e

x

x

π
 ;                                 4) 2sin)2sin(

2cos1lim
xx

x
++

−
π

;               

5) 
32

33
34lim +









+
+

∞→

x

x
x

x
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)   








∞≤
≤+
∞−

=
.3,3
;32,2

;2,2







x
xx

xx
y                         2) 

2
2

+
−

=
x
xy . 

3. Доказать непрерывность функции 13 += xy . 
 
Вариант №24 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1) 
22

23
1

lim
23

2

−−+
++

−→ xxx
xx

x
;                              2) 

3 32

3 2 238
0

lim

xx
xx

x +

−−+
→

;   

3) 23 )1(
cos1

0
lim

−
−

→ xe
x

x
;                                           4) xx

ee
x

xx

2tg)(3sin0
lim 3

−π+
−

→ ;              

5) 
2

3
1arctg1

lim +







 +

∞→

x

xx
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤−

∞−+

=
.3,1
;32,)2(

;2,)2(
2







x
xx

xx

y                       2) 2
1

4 += xy . 

3. Доказать непрерывность функции ( )32+= xy . 
 
Вариант №25 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
22

12
1

lim
23

2

−−+
−−

→ xxx
xx

x
;                               2) 

3

2 )1(321
0

lim
x

xxx
x

+−+−
→

;  3)
12cos

tgsin
0

lim 22

−
−

→ x
xx

x
;                                    

4) 
xxx

xx

7)2(arctg
29

0
lim 3

−+
−

→ π
;          5) 

2

3
1sin1

lim +







 +

∞→

x

xx
. 
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2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1)  








∞≤
≤+
∞−

=
.3,3
;32,2

;2,2







x
xx

xx
y                           2) 

x
y 11+= . 

3. Доказать непрерывность функции 23 += xy . 
 
Вариант №26 
1. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

1)
xxx

xx
x 34

32
3

lim
23

2

++
−+

−→
;                                 2) 

2
529

8
lim

3 −
−+

→ x
x

x
;                    

3)
1)ln(

2arcsin
0

lim
−−→ xe
x

x
 ;                                      4) 2sin

4cos1
0

lim
xx
x

x −
−

→
;                          

5) 
)6(

2

2

5
1sin1

lim +







 +

∞→

x

xx
. 

2. Найти точки разрыва функции, указать их вид. Сделать чертеж. 

1) 








∞≤

≤+

∞−−

=

.3,3
;32,)6(

;2,)2(







x
xx

xx

y                   2) 22 += x
x

y . 

3. Доказать непрерывность функции xy 3sin= . 
 

Теоретические задания по разделу «Введение  
В математический анализ» 

 
1. Предел функции в точке, предел функции на бесконечности, 

односторонние пределы. 
2.Бесконечно малые и бесконечно большие функции, их свой-

ства и связь между ними. 
3. Замечательные пределы. Сравнение бесконечно малых функций.  
4. Эквивалентные бесконечно малые функции, их свойства. 
5. Основные теоремы тeopии пределов (о представлении функ-

ции, имеющей предел; пределе суммы, произведения и частного двух 
функций; пределе функций, связанных неравенствами). 

6. Непрерывные функции, определение и свойства. 
7. Точки разрыва, их классификация.  
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6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 
6.1. Производная функции. Правила дифференцирования. 

Таблица производных 
 

6.1.1. Основные определения 
 

Пусть )(xf  – функция, определённая в некоторой окрестности 
точки 0x . Введём обозначения: xxx ∆=− 0  (приращение аргумента 
x ), yxfxf ∆=− )()( 0  (приращение функции y ). 

Отношение ( )
x

xfxxf
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆ )( 00  называется средней скоро-

стью изменения функции )(xfy =  в промежутке[ ]xxx ∆+00 ; . 
Определение. Производной функции )(xf  в точке 0x  называет-

ся предел отношения приращения функции в этой точке к прираще-
нию аргумента, если он существует и обозначается 

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)()(lim)(
0

. 

Производную функции )(xfy =  в произвольной точке х приня-

то обозначать )(xf ′ , или )(xy′ , или 
dx
dy . Если же точка 0x задана, зна-

чение производной в этой точке записывают в виде )( 0xf ′ , 

0
0 ),(

xxdx
dyxy

=
′ . 

Пусть f(x) определена на некотором промежутке (a,b). Тогда 

−
∆
∆

=
x
fβtg  тангенс угла наклона секущей МР к графику функции. 

αβ tg)(limtglim 000
=′=

∆
∆

=
→∆→∆

xf
x
f

xx
, 

где α ‒ угол наклона касательной к графику функции f(x) в точке            
(x0, f(x0))(рис. 6.1). 
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               у 
                  f(x) 
     
                    f(x0 +∆x)    P 
                       ∆f 
              f(x0)    M 
          α                      β    ∆x  
                           0               x0         x0 + ∆x           x 
 
 

 

Рис. 6.1 
 

Угол между кривыми может быть определен как угол между ка-
сательными, проведенными к этим кривым в какой- либо точке. 

Уравнение касательной к кривой:  

))(( 000 xxxfyy −′=− . 

Уравнение нормали к кривой:  

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=− . 

Производная функции в заданной точке характеризует скорость из-
менения функции в этой точке. Например, производная от пути по време-

ни есть скорость движения, то есть 
dt
dstv =)( ; производная от скорости по 

времени дает ускорение движения 
dt
dvta =)( .  

Если функция )(tQQ =  выражает количество электричества, проте-

кающего за время t через сечение проводника, то )(ti
dt
dQ

=  есть сила тока в 
момент времени t. 

Теорема (необходимое условие существования производной). Если 
функция f(x) имеет производную в точке х0, то она непрерывна в этой точ-
ке. Понятно, что это условие не является достаточным.  

 
6.1.2.Основные правила дифференцирования 

 
Обозначим uxf =)( ; vxg =)(  – функции, дифференцируемые в 

точке x , тогда справедливы формулы: 
1) vuvu ′±′=′± )( ; 
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2) vuvuvu ′⋅+⋅′=′⋅ )( . 
Доказательство: 

( ) ( )
=

∆
−∆+∆+

=′⋅
→∆ x

xvxuxxvxxuvu
x

)()()(lim
0

 

( )
=

∆
−∆++∆+−∆+∆+

=
→∆ x

xvxuxxvxuxxvxuxxvxxu
x

)()()()()()()(lim
0

 

[ ] ( )[ ] .)(lim)()()()(lim
00

uvvu
x

xvxxvxu
x

xxvxuxxu
xx

′+′=
∆

−∆+
+

∆
∆+−∆+

=
→∆→∆

 
При вычислении последнего предела используем непрерывность 

дифференцируемой функции )(хv ; 

3) 20
lim

v
uvvu

v
u

x

′−′
=

′








→∆
, если 0≠v ;  

4) uccu ′=′)( ; 
5) пусть определена сложная функция ))(( xufy = , тогда если 

функция )(ufy =  имеет производную в точке u , а функция )(xuu =  
имеет производную в точке x , то сложная функция ))(( xufy =  имеет 
производную в точке x  и справедливо равенство xux uyy ′⋅′=′  или 

)()()( xuufxy ′⋅′=′ , равенство называется правилом дифференциро-
вания сложной функции. 

Доказательство.  

x
u

u
y

x
y

∆
∆

⋅
∆
∆

=
∆
∆ ; 

x
u

u
y

x
y

xux ∆
∆

⋅
∆
∆

=
∆
∆

→∆→∆→∆ 000
limlimlim . 

Так как u = u(x) – непрерывная функция, то если ∆x→0, то 
∆u→0.  

Тогда 
dx
du

du
dy

dx
dy

⋅= , 
 
что и требовалось доказать; 

6) пусть требуется найти производную функции у = f(x) при 
условии, что обратная ей функция x = g(y) имеет производную, от-
личную от нуля в соответствующей точке.  

Тогда 

dy
dxdx

dy 1
= . 

Доказательство.  
Для доказательства этого утверждения дифференцируем функ-

цию  x = g(y) по х: 

yyg ′′= )(1 . 
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Так как g′(y) ≠ 0, то 

)(
1

yg
y

′
=′ . 

Откуда 

dy
dxdx

dy 1
= , 

т.е. производная обратной функции обратна по величине произ-
водной данной функции. 

Пример. Найти формулу для производной функции хау = . 
Решение. Функция xх аlog=  является функцией, обратной функции 
хау = , т.е. ее производная может быть найдена следующим образом: 

( )
aaay

ay
y

dy
dxdx

dyy x

a

lnln

ln
1
1

log

11
===′===′ . 

Следовательно, 

( ) aaa xx ln=
′

. 
Пример. Найти формулу для производной функции у=arctgх. 
Решение. Функция у=arctgх является функцией, обратной функции 

tgу, т.е. ее производная может быть найдена следующим образом: 

ухху tg;arctg == . 

Известно, что 
у

ух 2cos
1)tg( =′=′ . 

По приведенной выше формуле получаем 

22

2
1

1
tg1
1

cos
1
11

хy
уdy

dxdx
dyy

+
=

+
====′ . 

Т.к. 22
2 1tg1

cos
1 ху

у
+=+= , то можно записать окончательную 

формулу для производной арктангенса: 

21
1)arctg(
х

х
+

=′ . 
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Пример. Найти производную функции ху sin= . 
Решение. По определению производной  

( ) ( )xxxxyxxy ∆+=∆+= sin,sin)( , 
тогда  

( ) ( ) ( ) xxxxyxxyy sinsin −∆+=−∆+=∆ .  

Так как 
2

sin
2

cos2sinsin βαβαβα −
⋅

+
=− , то  

2
sin

2
cos2 xxxy ∆

⋅





 ∆

+=∆ . 

По определению производной 

( )

,cos)cos(lim

2

2
sin

lim

)cos(
2

sin2
limlimsin

00

00

xxxx

x
x

xxx

x
уx

xx

xx

=∆+⋅
∆

∆

=

=
∆

∆+
∆

=
∆
∆

=′

→∆→∆

→∆→∆

 

так как 
t

t
t

sinlim
0→∆

 (первый замечательный предел) и функция xy cos=  

непрерывна. Следовательно, 

( ) xx cossin =′ . 

Пример. Найти производную функции ху alog= . 

Решение. По определению производной  

( )

.
log
1lnlnlim

ln
lim

1log
lim

)(log
lim)(log)(loglimlog

000

00

axx

a

x

a

x
aa

xa

xx
a

xx
ax

x

a
x
x

x
x
x

x
x

xx

x
xxxx

==
∆

∆
=

∆

∆

=
∆







 ∆

+
=

=
∆

∆+

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆→∆

→∆→∆  

Следовательно, 

( )
a

a x
x

log
1log =′  
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При вычислении воспользовались эквивалентностью 

( ) ( ) axxa ln)1(log αα ≈+ , где ( )
х
хx ∆

=α . 

Таблица производных основных элементарных функций  
и соответствующих им сложных функций 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Пример 1. Для xxy sin3 ⋅=  найти y′ . 
Решение. Воспользуемся формулой 

(U(x)⋅V(x))′=U′(x)V(x)+U(x)V′(x), где ( ) ( ) xxVxxU sin,3 == . Тогда для 
xxy sin3 ⋅= ; ( ) ( ) xxxxxxxxy cossin3sinsin 3233 +⋅=′+⋅=′ . 

Пример 2.  Для 32
sin

x
xy =  найти y′ .  

1 C′=0  
2 x’=1  
3 (xn)′=nxn-1 (un)′=nun-1u′   
4 (cosx)′=-sinx (cosu)′=-sinu u′ 
5 (sinx)′=cosx (sinu)′=cosu u′ 
6 

(tgx)′=
x2сos

1
 (tgu)′=

u2сos
1

u′ 

7 
(ctgx)′=-

x2sin
1

 (ctgu)′=-
u2sin

1
u′ 

8 
(arctgx)′= 21

1
x+

 (arctgu)′= 21
1
u+

u′ 

9 
(arcctgx)′=- 21

1
x+

 (arcctgu)′=- 21
1
u+

u′ 

10 
(arcsinx)′=

21

1

x−
 (arcsinu)′=

21

1

u−
u′ 

11 
(arccosx)′=-

21

1

x−
 (arcosu)′=-

21

1

u−
u′ 

12 (ax)′=axlna (au)′=aulna u′ 
13 (ex)′=ex (eu)′=euu′ 
14 

(logax)′=
ax ln

1
 (logau)′=

au ln
1

u′ 

15 
(lnx)′=

x
1

 (lnu)′=
u
1

 u′ 
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Решение. Воспользуемся формулой 

'

)(
)(








xV
xU  = 2))((

)()()()(
xV

xVxUxVxU ′−′
, где ( ) ( ) 32,sin xxVxxU == . 

( ) ( )

.
2

sin3cos

3sincos
2
1sinsin

2
1

2
sin

4

6

23

6

33

3

x
xxx

x
xxxx

x
xxxx

x
xy

−
=

=
⋅−⋅

⋅=
′

⋅−⋅′
⋅=

′






=′

 

Пример 3. Для 102
5
213 2

23 −+⋅+−+= xxx
xx

xy  найти y′ . 
Решение. Вводя дробные и отрицательные показатели, преобра-

зуем данную функцию: 

.102
5
23 2

5
23

1
2
1

−++−+= −−
xxxxxy  

Применяя правила и таблицу производных, получим 

.221
2

1

02
2
5

5
2)2()

3
1(3

2
1

3
33 4

111
2
5

121
3
11

2
1

+++−=

=−+⋅+−−−⋅+=′ −−−−−−−

x
xxx

xxxxxy
 

Пример 4. Найти производную функции xy 2cos
2
1

= . 
Решение. Воспользуемся формулой для сложной функции 

(u2)′=2u2-1u′, где xu cos= . 

Получим 

 

Пример 5. Найти производную функции 3 3 32 −+= хxy . 
Решение. Данная функция является сложной функцией: 

3
1

uy = , где .323 −+= хxu  
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Следовательно, 

).23()32(
3
1)32()32(

3
1

3
1 23

2
333

2
31

3
1

+⋅−+=′−+⋅−+=′⋅=′
−−−

ххxхxхxuuy

 

Пример 6. Найти производную функции 
12

2 2

+
=

x
exy

x
. 

Решение. Воспользуемся формулой 

'

)(
)(








xV
xU  = 2))((

)()()()(
xV

xVxUxVxU ′−′
, где ( ) ( ) 1, 22 2

+== xxVexxU x ,  

получим  

( ) ( )
( )

.
1

11

1 22

2222

2

2
22

2

+

′
+⋅−+⋅

′







=

′















+
=′

x

xexxex

x
exy

xx
x

 

Применим правило дифференцирования произведения: 

(U(x)⋅V(x))′=U′(x)V(x)+U(x)V′(x), где ( ) ( ) 2
;2 хеxVxxU == . 

Тогда 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )[ ]
( )

( )
( )

.
1

12

1

112

1

2122

1

11

1

22

24

22

222

22

222

22

2222

2

2

2

2
222

22
2

+

++⋅
=

=
+

−++⋅
=

+

⋅−+




 ⋅+⋅

=

=
+

′
+⋅−+⋅

′







=

′















+
=′

x

ххеx

x

хххеx

x

хехxхехеx

x

xexxex

x
exy

x

x
xxx

xx
x

 Пример 7. Найти производную функции xy 3sinln= . 
Решение. Применяя правило дифференцирования сложной 

функции и таблицу производных, получим 

.ctg3
sin
cos3)(sin)(sin3

sin
1)(sin

sin
1 2

3
3

3 x
x
xxx

x
x

x
y ==′⋅⋅=′⋅=′  

Пример 8. 
x

xy
3sin1

3sinln
+

= . Вычислить )(πy′ . 
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Решение. Преобразуем данную функцию: 

))3sin1ln(ln3(ln
2
1))3sin1ln(3sin(ln

2
1

3sin1
3sinln xxxx

x
xy +−+=+−=

+
= . 

Затем дифференцируем функцию по формуле (lnu)′=
u
1  u′: 

( ) .
2

31
01
131

2
1

3sin1
3cos31

2
1)(

;
3sin1

3cos31
2
1

3sin1
)3sin1(1

2
1

π
π

ππ
π

π
π +

=







+
−

−=







+
−=′









+
−=








+
′+

−=′

y

x
x

хx
x

х
y

 

Пример 9. Найти производную функции )(cos 22 xy = . 
Решение. Применяя правило дифференцирования сложной 

функции и таблицу производных, получим 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )222222 2sin2sincos2coscos2 xxxxxxxy ⋅−=
′

⋅
′

−⋅=
′

⋅=′ . 
 
 

Задания для решения в аудитории 
 
Вычислить производные функций: 

1. 
32

3 24 32

7
446943

xxx
xxxxxxy −+−+−= . 

Указание. Каждое слагаемое записать в виде степенной функции с 
дробным показателем степени. 

2. .
12

точкев3cosln π
== xxy  

3. 
21 x

xy
+

= . 

4. ( ) xxy 32 sin3/2cos ⋅+= . 
5. .0точкевtg)2( 2 =⋅−= xxxxy  

6. 21
1arctg
x

y
+

= . 

7. .
8

точкевcossin 44 π
=+= xxxy  

8. ( )1arctgln −= xy . 
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9. 
( )32

2

26

2ln
x

xy
−

−
= . 

Указание. Целесообразно предварительно выполнить логарифмиро-

вание ( ) ( )22 26ln
2
32ln xxy −−−= . 

10. xy arcsin= . 
 
Ответы. 

1. 
333

4 33

3
423677

xxxxxx
xxxy +−−+−=′ .  2. –3.  

3. 
( )321

1

x
y

+
=′ .  

4. xxy 32 cossin5 ⋅=′ .  5. 0.  6. 4222
2

xx
xy
+⋅

−
=′ .  7. –1.  

8. 
232

1
1arctg

1
xxx

y
−

⋅
−

=′ .  9. ( )( )22

3

32 xx
xy

−−
=′ .  

10. 
22

1
xx

y
−

=′ . 

 

Индивидуальные задания 

Найти производные данных функций, используя правила вычис-
ления производных. 

1. а)
x

xxxy 2

2
3 3

sin
41 −

−−= ; б) xey x 3tg= ; 

в) 7
2

2
5 )

2
32( x
x

xy +−= ; г) xy 3arcsinln= . 

2. а) ( )xxexy x ln)
2
1( 3cos4 −+= ; б) x

x
xy 2

2

3
tg

cos
sin4

− ; 
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в) 
2

arccos xey = ; г) )653( 3 22 x
x

xy −+= . 

3. а) 23
sin

x
xy

−
= ; б) 

2
2ctg5 xxy −= ; 

в) 3arctg 2 += xy ; г) )12ln(5 3sin +⋅= xy x . 

4. а) 3 352)53( xxxy −−⋅+= ; б) 
7

5 4cos
5
1

x
xy −= ; 

в) )5ln(
2xxy += ; г) 

21
arcsin

x
xy

−
= . 

5. а) 22

234
xaxa

xy
x

−−
+

= ; б) 24 sintg
2
1 xxy += ; 

в) 3arctgxey x ⋅= ; г) )lgln(cos xxy += . 

6. а) 2

2

22

22
x

x
y

−

+
= ; б) xy 3arcsin2= ; 

в) )1(3 3 2tg xy x +⋅= ; г) 
5

32





 −+= xxey x . 

7. а) xx
x

xy 2
3

2 3 7
2

+−
+

−
= ; б) xexy ⋅+= )2ln(cos ; 

в) 2xxxy −⋅= ; г) xy 2arccos= . 
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8. а)
25

31
2

2

+
+

=
x

xy ; б) )tg1( 22
xey x +⋅= ; 

в) ( )xxy x sin32arctg +⋅= ; г) xy lnctg5= . 

9. а) 
2

3

1
arcsin

x
xy

−
= ; б) xy xx ln2

3
⋅= − ; 

в) ( )3 2 13ln += xy ; г) xy 5tg10= . 

10. а) x

x

x
xey

33
1

5 −
+

= ; б) 2
2

4 7 101 x
x

xy ++= ; 

в) xxy ln)2tg1( 2 ⋅−= ; г) 
3

arctg xey = . 

11. а)
32

2
+−

+
=

xx
xxy ; б) xxy ln2ctg

5
1 5 += ; 

в) )5(2arctg 2 xxy x −⋅= ; г) 
2sin xey = . 

12. а) 
22

sin3
3

2

+
−

=
x

xy ; б) xxy 25 3cos −⋅= ; 

в) ( )73arcsin xy = ; г) xxy ln
4

tg4 ⋅= . 

13. а) )3ln(32 22 xxxxy ++−= ; б) 5sin arctgxey x ⋅= ; 
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в) 
xx

xy
2

5ctg3
2 +

−
= ; г) 

3arccos xey = . 

14. а) 
xx

xy
5sin
56 2

−
+

= ; б) 3arcsinln xxy ⋅= ; 

в) 53)3( xxxy += ; г) xy 10arctg= . 

15. а) 3

2

2
1sin

x
xy

−
+

= ; б) xy 4arccos2= ; 

в) 23 arctg1 xey x ⋅+= ; г)
35

3
2

2

−
+= −

x
xey xx . 

16. а) x

x

x
y

2
32

+
+

= ; б) )cos1(ln2 xy −= ; 

в) 
2

arcsin xexy ⋅= ; г) xy sinln= . 

17. а) 53 )3sin( xxy −= ; б) xey x cos
3

⋅= ; 

в) xy x 2arctg ln2 ⋅= ; г) 
21

arcsin
x

xy
−

= . 

18. а) 
52
3sin

3

52

+
−

=
x

xxy ; б) ( )1lntg
2
1 24 +⋅= xxy ; 

в) 41arccos xy −= ; г) 5arctg )2(3 xey xx +⋅= . 
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19. а) xy x arctg2
33 ⋅= − ; б) ( ) xxxy 53 cos22ln2 ++−= ; 

в) 
3sin

3
3

2

+
−

=
x

xxy ; г) ( )2lnarcsin +−= xey x . 

20. а) 2

2

1
ctg
x

xxy
−
+

= ; б) 





 −+⋅= 2515 3

sin x
x

y x ; 

в) xy lnarctg
3
1 3= ; г) 32

5 1)14(log15
x

xxy −−+−⋅= . 

21. а) 
32

2 2

−
−+

=
x

xxy ; б) xxy arcsintg2 ⋅= ; 

в) 3cos )2(7 xx exy −+= ; г) )tg(log3 xxy −= . 

22. а) 
5++

=
xx

xy ; б) xy x ctg2sin ⋅= ; 

в) 
x

xxy 233 3 3 −−⋅= ; г) 
25

3arccos
23 +

+
=

x

xxy . 

23. а)
xx

xy
3

2

−
= ; б) x-xey x 3sin arctg)( ⋅= ; 

в) 5
3 2 1ln

x
xy += ; г) xy arcsin2= . 

24. а) xy 3lncos= ; б) ( )xxxy 35arctg 2 −⋅= ; 
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в) 
xx

xy
2cos
12sin

+
−

= ; г) 5 32
xey x += . 

25. а) 
x

exy
x

−
−

=
10

; б) 52 )13(arcsin +⋅= xxy ; 

в) 3
4 5)4ln(

x
xy +−= ; г) 3 2arctg4 xy x += . 

 

6.2. Дифференциал функции 

 

Пусть функция y = f(x) имеет производную в точке х: 

)(lim
0

xf
x
y

x
′=

∆
∆

→∆
. 

Тогда можно записать  

α+′=
∆
∆ )(xf

x
y , где α→0 при ∆х→0. 

Следовательно, xxxfy ∆⋅+∆⋅′=∆ α)( . 
Величина α∆x ‒ бесконечно малая более высокого порядка, чем 

хxf ∆⋅′ )( , т.е. хxf ∆⋅′ )(  ‒ главная часть приращения ∆у. 
Определение. Дифференциалом функции f(x) в точке х назы-

вается главная линейная часть приращения функции. Обозначается dy 
или df(x). Из определения следует, что  

хxfdy ∆⋅′= )(  или dхxfdy ⋅′= )(  

Можно также записать 
dx
dyxf =′ )( . 

Геометрический смысл дифференциала можно проиллюстриро-
вать рис. 6.2. 

Из треугольника ∆MKL  KL = dy = tgα⋅∆x = y′⋅∆x. 
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Таким образом, дифференциал функции f(x) в точке х равен 
приращению ординаты касательной к графику этой функции в рас-
сматриваемой точке. 
 

                     y 
                       K                f(x)    
                                dy 
               M                    ∆y  
                L 
         
 
                    α 
                      x     x + ∆x             x   
 
 

Рис. 6.2 
 

Свойства дифференциала. Если u = f(x) и v = g(x)‒ функции, 
дифференцируемые в точке х, то непосредственно из определения 
дифференциала следуют следующие свойства: 

1. d(u ± v) = (u ± v)′dx = u′dx ± v′dx = du ± dv. 
2. d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = vdu + udv. 
3. d(Cu) = Cdu. 

4. 2v
udvvdu

v
ud −

=





  . 

 
6.3. Правило Лопиталя 

 
6.3.1. Теоремы о среднем 

 
Теорема Ролля (Ролль (1652‒1719) ‒ французский математик). 
Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], дифференциру-

ема на интервале (а, b) и значения функции на концах отрезка равны 
f(a) = f(b), то на интервале (а, b) существует точка ε, a < ε < b, в кото-
рой производная функция f(x) равная нулю: ( ) 0=′ εf . 

Доказательство. По свойству функций, непрерывных на отрез-
ке, функция f(x) на отрезке [a, b] принимает наибольшее и наимень-
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шее значения. Обозначим эти значения М и m соответственно. Воз-
можны два различных случая: М = m и M ≠ m. 

1. Пусть M = m. Тогда функция f(x) на отрезке [a, b] сохраняет 
постоянное значение и в любой точке интервала ее производная равна 
нулю. В этом случае за ε можно принять любую точку интервала. 

2. Пусть М ≠ m. Так как значения на концах отрезка равны, то хотя 
бы одно из значений М или m функция принимает внутри отрезка [a, b]. 

Обозначим через ε, a < ε < b, точку, в которой f(ε) = M. Так как М ‒ 
наибольшее значение функции, то для любого ∆х ( будем считать, что 
точка ε + ∆х находится внутри рассматриваемого интервала) верно 
неравенство  

∆f(ε) = f(ε + ∆x) – f(ε) ≤ 0. 

При этом 





<∆≥
>∆≤

=
∆

∆
.0если,0
;0если,0)(

x
x

x
f ε  

Но так как по условию производная в точке ε существует, то 

существует и предел 
x

f
x ∆

∆
→∆

)(lim
0

ε . Т.к. 0)(lim
0
0

≤
∆

∆

>∆
→∆ x

f

x
x

ε  и 0)(lim
0
0

≥
∆

∆

<∆
→∆ x

f

x
x

ε , 

то можно сделать вывод: 

0)(т.е.,0)(lim
0

=′=
∆

∆
→∆

εε f
x

f
x

, 

что и требовалось доказать. 
Геометрический смысл теоремы Ролля состоит в том, что при вы-

полнении условий теоремы на интервале (a, b) существует точка ε, такая, 
что в соответствующей точке кривой y = f(x) касательная параллельна 
оси Ох. Таких точек на интервале может быть и несколько, но теорема 
утверждает существование по крайней мере одной такой точки. 

Следствия теоремы Ролля: 
1. Если функция f(x) на отрезке [a, b] удовлетворяет теореме 

Ролля, причем 
f(a) = f(b) = 0, 

то существует по крайней мере одна точка ε, a < ε < b, такая, что 
( ) 0=′ εf , т.е. между двумя нулями функции найдется хотя бы одна 

точка, в которой производная функции равна нулю. 
2. Если на рассматриваемом интервале (а, b) функция ( )хf  имеет 

производную (n‒1) - го порядка и n раз обращается в нуль, то существует 
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по крайней мере одна точка интервала, в котором производная (n – 1) - го 
порядка равна нулю.  

Теорема Лагранжа (Жозеф Луи Лагранж (1736‒1813) ‒ фран-
цузский математик). 

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференци-
руема на интервале (а, b), то на этом интервале найдется по крайней 
мере одна точка ε, a < ε < b, такая, что 

)()()( εf
ab

afbf ′=
−
− . 

Это означает, что если на некотором промежутке выполняются 
условия теоремы, то отношение приращения функции к приращению 
аргумента на этом отрезке равно значению производной в некоторой 
промежуточной точке. 

Рассмотренная выше теорема Ролля является частным случаем 
теоремы Лагранжа. 

Отношение 
ab

afbf
−
− )()(  равно угловому коэффициенту секущей АВ 

(рис. 6.3). 
                                     у 
 
 
                                             В 
 
 

                                        А 
  
                                              0   а  ε                b       x 

 
Рис. 6.3 

 
Если функция f(x) удовлетворяет условиям теоремы, то на ин-

тервале (а, b) существует точка ε, такая, что в соответствующей точке 
кривой y = f(x) касательная параллельна секущей, соединяющей точки А и 
В. Таких точек может быть и несколько, но одна существует точно. 

Доказательство. Рассмотрим некоторую вспомогательную функцию 

F(x) = f(x) – yсек АВ. 

Уравнение секущей АВ можно записать в виде 
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).()()()()()(

);()()()(

ax
ab

afbfafxfxF

ax
ab

afbfafy

−
−
−

−−=

−
−
−

=−
 

Функция F(x) удовлетворяет теореме Ролля. Действительно, она 
непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (а, b). 
По теореме Ролля, существует хотя бы одна точка ε, a < ε < b, такая, 
что ( ) 0=′ εF .  

Т.к. 
ab

afbfxfxF
−
−

−′=′ )()()()( , то 0)()()()( =
−
−

−′=′
ab

afbffF εε ,  

следовательно, 

ab
afbff

−
−

=′ )()()(ε , 

что и требовалось доказать. 
Теорема Коши ( Коши (1789‒1857) ‒ французский математик). 
Если функции f(x) и g(x) непрерывны на отрезке [a, b] и диффе-

ренцируемы на интервале (a, b) и g′(x) ≠ 0 на интервале (a, b), то су-
ществует по крайней мере одна точка ε, a < ε < b, такая, что 

)(
)(

)()(
)()(

ε
ε

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
− , 

т.е. отношение приращений функций на данном отрезке равно отно-
шению производных в точке ε. 
Доказанная выше теорема Коши очень широко используется для рас-
крытия так называемых неопределенностей. Применение полученных 
результатов позволяет существенно упростить процесс вычисления 
пределов функций. 
 

6. 3.2.Раскрытие неопределенностей. Правило Лопиталя 
 

К разряду неопределенностей принято относить следующие со-
отношения: 

[ ] [ ] [ ] [ ]∞−∞∞⋅∞




∞
∞





 ∞ ;1;;0;;
0
0 0 . 

Теорема (правило Лопиталя) (Лопиталь (1661‒1704) – фран-
цузский математик). 
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Если функции f(x) и g(x) дифференцируемы вблизи точки а, не-
прерывны в точке а, g′(x) отлична от нуля вблизи а и f(a) = g(a) = 0, то 
предел отношения функций при х→а равен пределу отношения их произ-
водных, если этот предел (конечный или бесконечный) существует. 

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

. 

Доказательство. Применив формулу Коши, получим 

)(
)(

)()(
)()(

ε
ε

g
f

agxg
afxf

′
′

=
−
− , 

где ε ‒ точка, находящаяся между а и х. Учитывая, что f(a) = g(a) = 0, 

)(
)(

)(
)(

ε
ε

g
f

xg
xf

′
′

= . 

Пусть при х→а отношение 
)(
)(

xg
xf

′
′

 стремится к некоторому пределу. 

Т.к. точка ε лежит между точками а и х, то  при х→а получим ε→а, а сле-

довательно, и отношение 
)(
)(

ε
ε

g
f
′
′

 стремится к тому же пределу.  

Таким образом, можно записать 

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

, 

что и требовалось доказать. 

Пример. Найти предел 
ee

xx
xx −

+−
→

ln1lim
2

1
. 

Решение. Как видно, при попытке непосредственного вычисле-

ния предела получается неопределенность вида 
0
0 . Функции, входя-

щие в числитель и знаменатель дроби, удовлетворяют требованиям 
теоремы Лопиталя. 

Пусть ;ln1)( 2 xxxf +−= ( ) xexg = . Тогда 
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( )
( )

( ) .312
12

lim

ln1lim
)(
)(lim

0
0ln1lim

1

2

11

2

1

eee
x

x

ee

xx
xg
xf

ee
xx

xx

xxxxx

=
+

=






 +

=

=′
−

′
+−

=
′
′

=



=

−
+−

→

→→→

 

Пример. Найти предел 

1

arctg2lim 3

−

−
∞→

x
x

e

xπ . 

Решение. Пусть ( ) 1
3

−= xexg , а xxf arctg2)( −= π . Тогда 

2

3 3)(
x

exg x −
⋅=′ ; 21

2)(
х

xf
+

=′ .  

( ) ( )
.

3
2

103
2

113

2lim
13

2lim

3
1

2

lim
)(
)(lim

0
0

1
0

1

2
2

1

arctg2lim

03

2

3
2

2

2

3

2

033

=
+−

−
=







 +−

−
=

+−

−
=

=
−

⋅

+
−

=
′
′

=



=





−
=

















−

⋅−
=

−

−

∞→∞→

∞→∞→
∞

∞→

е
e

х
eх

x
x

e

х
xg
xf

е
еe

x

x
x

x
x

x
xx

x
x

πππ

  

Если при решении примера после применения правила Лопиталя 
попытка вычислить предел опять приводит к неопределенности, то 
правило Лопиталя может быть применено второй раз, третий и т.д., 
пока не будет получен результат. Естественно, это возможно только 
в том случае, если вновь полученные функции в свою очередь удо-
влетворяют требованиям теоремы Лопиталя. 

Пример. Найти предел 
xx

xee xx

x sin
2lim

0 −
−− −

→
. 

Решение. Пусть ( ) xeexg xx 2−−= − , а xxxf sin)( −= . Тогда 

2)( −+=′ −xx eexf ; xxg cos1)( −=′ ; 



=





−
−+

=
−

−+ −

→ 0
0

11
211

cos1
2lim

0 x
ee xx

x
. 
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Опять получилась неопределенность. Применим правило Лопиталя 
еще раз. 

xx eexf −−=′′ )( ; xxg sin)( =′′ ; 



=



 −

=
− −

→ 0
0

0
11

sin
lim

0 x
ee xx

x
.  

Получилась неопределенность. Применяем правило Лопиталя 
еще раз. Получим 

xx eexf −+=′′′ )( ; xxg cos)( =′′′ ; 2
1
2

cos
lim

0
==

+ −

→ x
ee xx

x
. 

 
6.4. Исследование функции с помощью производных 

 высших порядков 
 

6.4.1. Возрастание и убывание функций 
 
Теорема. 1. Если функция f(x) имеет производную на отрезке [a, b] и 

возрастает на этом отрезке, то ее производная на этом отрезке неот-
рицательна, т.е. f′(x) ≥ 0. 

2. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифферен-
цируема на промежутке (а, b), причем f′(x) > 0 для a < x < b, то эта 
функция возрастает на отрезке [a, b]. 

Доказательство.  
1. Если функция ( ) 0>хf  возрастает, то  

( ) ( )хfxхf >∆+ при ∆x>0 и ( ) ( )хfxхf <∆+  при ∆х<0. 
Следовательно, 

0)()(
>

∆
−∆+

x
xfxxf . 

Переходя к пределу, получим 

0)()(lim
0

≥
∆

−∆+
→∆ x

xfxxf
x

. 

Последнее неравенство и означает, что ( ) 0≥′ хf . 
2. Пусть ( ) 0>′ хf  для любых точек х1 и х2, принадлежащих от-

резку [a, b], причем x1<x2. 
Тогда по теореме Лагранжа  

( ) ( ) ( )( )1212 ххfхfхf −′=− ε , где x1 < ε < x2. 

По условию ( ) 0>′ εf , следовательно, ( ) ( ) 012 >− хfхf , т.е. 
функция ( )хf возрастает, что и требовалось доказать. 
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=δ

Аналогично можно сделать вывод о том, что если функция ( )хf  
убывает на отрезке [a, b], то ( ) 0≤′ хf на этом отрезке. Если ( ) 0<′ хf  в 
промежутке (a, b), то ( )хf  убывает на отрезке [a, b]. 

Конечно, данное утверждение справедливо, если функция ( )хf  
непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (a, b). 

 
6.4.2. Экстремум функции 

 
Определение. Точка 0xx =  называется точкой локального 

максимума (минимума) функции )(xf , если в   - окрестности этой 
точки функция непрерывна и удовлетворяет неравенству  

)()( 0xfxf <  ( )()( 0xfxf > ). 
Точки максимума и минимума функции называются точками 

экстремума.  
Теорема (необходимое условие существования экстремума). 
Если функция )(xf  дифференцируема в точке cx =  и точка 

cx =  является точкой экстремума, то производная функции обраща-
ется в нуль в этой точке. 

Доказательство. Предположим, что функция )(xf  имеет в точ-
ке cx =  максимум. 

Тогда при достаточно малых положительных 0>∆x верно нера-
венство 

)()( cfxcf <∆+ , т.е. 0)()( <−∆+ cfxcf . 
Тогда 

0при0)()(
<∆>

∆
−∆+ х

x
cfxcf ; 

0при0)()(
>∆<

∆
−∆+ х

x
cfxcf . 

По определению производной 

)()()(lim
0

cf
x

cfxcf
x

′=
∆

−∆+
→∆

. 

Значит, если 0→∆x  при 0<∆x , то ( ) 0≥′ сf , а если 0→∆x  при 
0>∆x , то ( ) 0≤′ сf . 
Это возможно только в том случае, если при 0→∆x ( ) 0=′ сf . 
Для случая, если функция )(xf  имеет в точке cx = минимум, 

теорема доказывается аналогично, что и требовалось доказать. 
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; 

Следствие. Обратное утверждение неверно. Если производная 
функции в некоторой точке равна нулю, то это еще не значит, что в этой 
точке функция имеет экстремум. Красноречивый пример этого – функ-
ция у = х3, производная которой в точке х = 0 равна нулю, однако в этой 
точке функция имеет только перегиб, а не максимум или минимум. 

Критическими точками функции называются точки, в кото-
рых производная функции не существует или равна нулю. 

Теорема (достаточные условия существования экстремума). 
Пусть функция )(xf  непрерывна в интервале ),( ba , который 

содержит критическую точку cx = , и дифференцируема во всех точ-
ках этого интервала (за исключением, может быть, самой точки).  

Если при переходе через точку cx =  слева направо производная 
функции )(xf ′  меняет знак с “+” на “–“, то в точке cx =  функция 

)(xf  имеет максимум, а если производная меняет знак с “–“ на “+”, то 
функция имеет минимум. 

Доказательство.  

Пусть 




><′
<>′

.при,0)(
;при,0)(

сxxf
сxxf

 

По теореме Лагранжа 
( ) ( ) ( )( )схfсfхf −′=− ε , где x < ε < с. 

Тогда 1. Если сx < , то ε < с; ( ) 0>′ εf  и ( ) ( ) 0<−⋅′ схf ε , следо-
вательно, 

( ) ( ) 0<− сfхf или ( ) ( )cfxf < . 
2) Если сx > , то ε > с; ( ) 0<′ εf  и ( ) ( ) 0<−⋅′ схf ε , следовательно, 

( ) ( ) 0<− сfхf или ( ) ( )cfxf < . 
Т. к. ответы совпадают, то можно сказать, что ( ) ( )cfxf <  в лю-

бых точках вблизи c, т.е. c – точка максимума. 
Доказательство теоремы для точки минимума производится 

аналогично. 
Пример. Исследовать на экстремум функцию 22 )1( хху −= . 
Решение. Найдем точки, подозрительные на экстремум. Для 

этого возьмем производную у′  и приравняем ее нулю. 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ).121221121121212

11212111
22

22222222

−−=−−=−−−=−−−=

=−−⋅+−=
′

−+−
′

=
′

−=′

хххххххххххххх

хххххххххху

0=′у  при  
2
1,1,0 321 === ххх . ; 
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На тех интервалах, где 0<′у , функция убывает; где 0>′у , 

функция возрастает. Поэтому интервалы возрастания функции: 







2
1,0  

и ( )∞,1 , интервалы убывания функции: ( )0,∞−  и 





 1,

2
1 . 

                                                                                                          

              у′                       +                             +                                       

       y                 0           0,5 1                                                       

                        min       max        min                                        

 
  Рис. 6.4 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ).121221121121212

11212111
22

22222222

−−=−−=−−−=−−−=

=−−⋅+−=
′

−+−
′

=
′

−=′

хххххххххххххх

хххххххххху

0=′у  при  
2
1;1;0 321 === ххх . 

На тех интервалах, где 0<′у , функция убывает; где 0>′у , 

функция возрастает. Поэтому интервалы возрастания функции: 







2
1,0  

и ( )∞,1 , интервалы убывания функции: ( )0,∞−  и 





 1,

2
1 . 

По рис.  6.4 видно, что в точках 0=x  и 1=x  функция принима-

ет свои минимальные значения, а при  
2
1

=x  ‒ максимальное. Найдем 

эти значения: 

 
.

16
1

4
1

4
1

2
11

2
1

2
1

;0)1(у; 0)0(
22

max

minmin

=⋅=





 −






=








==

y

y
 

Ответ.
16
1

2
1;0)1()0( maxminmin =






== yyy . 

 
 

 

у
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6.4.3. Выпуклость графика функции. Точка перегиба 
 

Определение. Кривая обращена выпуклостью вверх на интервале 
),( ba , если все ее точки лежат ниже любой ее касательной на этом ин-

тервале. Кривая, обращенная выпуклостью вверх, называется выпуклой, а 
кривая, обращенная выпуклостью вниз, – называется вогнутой (рис. 6.5). 
 
    у 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                         x 
 

Рис. 6.5 
 

Теорема. Если во всех точках интервала ),( ba  вторая производ-
ная функции )(xf  отрицательна, то кривая )(xfy =  обращена выпук-
лостью вверх (выпукла), если во всех точках интервала ),( ba  вторая 
производная функции )(xf  положительна, то кривая )(xfy =  обра-
щена выпуклостью вниз (вогнута). 

Доказательство. Пусть х0 ∈ (a, b). Проведем касательную к 
кривой в этой точке. 

Уравнение кривой: )(xfy = . 
Уравнение касательной: ).)(()( 000 xxxfxfy −′=−  
Следовательно, ))(()()( 000 xxxfxfxfyy −′−−=− . 
По теореме Лагранжа, ( ) ( ) ))(( 00 xxcfхfхf −′=− , следовательно, 

))(())(( 000 xxxfxxcfyy −′−−′=− , где x0 < c < x.  

Преобразуем 

)]()()[( 00 xfcfxxyy ′−′−=− . 

По теореме Лагранжа для :)()( 0xfcf ′−′  
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ccxxxxccfyy <<−−′′=− 10001 ),)()(( . 
Пусть х > x0, тогда x0 < c1 < c < x. Т.к. x – x0 > 0 и c – x0 > 0, и 

кроме того, по условию  
0)( 1 <′′ cf , следовательно, 0<− yy . 

Пусть x < x0,  тогда x < c < c1 < x0 и x – x0 < 0, c – x0 < 0; т.к. по усло-
вию ,0)( 1 <′′ cf то 0<− yy . Следовательно, график функции лежит ниже 
касательной, т.е. кривая )(xfy =  обращена выпуклостью вверх (выпукла). 

Аналогично доказывается, что если ( ) 0>′′ xf  на интервале (a, b), то 
кривая y=f(x) вогнута на интервале (a, b), что и требовалось доказать. 

Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой, назы-
вается точкой перегиба. 

Теорема (достаточные условия существования точек перегиба). 
Если вторая производная )(xf ′′  при переходе через точку 0x , в 

которой она равна нулю или не существует, меняет знак, то точка 
графика с абсциссой 0x  – точка перегиба. 

Пример. Найти точки перегиба функции хеху −⋅= . 

Решение.  Так как точками перегиба являются те точки из обла-
сти допустимых значений, где вторая производная у ′′  меняет знак, то 
сначала найдем у′ , затем у ′′  и приравняем у ′′  нулю. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).22 −=+−=−−−=

′
−=′′=′′

−=
′

+′=
′

=′

−−−−−−−−

−−−−−

хехеехееехееуу

хееехеххеу
хххххххх

ххххх

 

0=′′у  при 2=х , так  как  0>−хе  для всех  x . 

                                                                                   

                                                                            
                                                                          

Рис. 5 
Рис. 5.5 

 
 

Рис. 6.6 
 

Так как в точке ух ′′= 2  изменила знак, то функция у  измени-
ла выпуклость на вогнутость, т.е. 2=х  ‒ точка перегиба (рис. 6.6). 

Ответ. 2=х  ‒ точка перегиба. 

у ′′  

        ‒                            +  
 у                       2                   х  

 

 

 

; 
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6.4.4. Асимптоты графика функции 

 
Определение. Прямая называется асимптотой кривой, если 

расстояние от переменной точки кривой до этой прямой при удалении 
точки в бесконечность стремится к нулю. 

Асимптоты могут быть прямые и наклонные. Исследование 
функций на наличие асимптот имеет большое значение и позволяет более 
точно определить характер функции и поведение графика кривой. 

Вообще говоря, кривая, неограниченно приближаясь к своей 
асимптоте, может и пересекать ее, причем ни в одной точке, как пока-

зано на приведенном ниже графике функции xexy
x

sin3
−

+=  (рис. 6.7). 
Её наклонная асимптота у = х. 
 

-10 -5 5 10

-20

-15

-10

-5

5

10

 
 

Рис. 6.7 
 

Рассмотрим подробнее методы нахождения асимптот кривых. 
Определим вертикальные асимптоты. 
Из определения асимптоты следует, что если ∞=

+→
)(lim

0
xf

ax
, или 

∞=
−→

)(lim
0

xf
ax

, или ∞=
→

)(lim xf
ax

, то прямая х = а – вертикальная 

асимптота кривой )(xfy = . 

Например, для функции 
5

2)(
−

=
x

xf  прямая х = 5 является вер-

тикальной асимптотой. 
Определим наклонные асимптоты. 
Предположим, что кривая )(xfy =  имеет наклонную асимптоту 

bkxy += . Для точного определения этой прямой необходимо найти 
способ вычисления коэффициентов k и b. 
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; 

Из определения асимптоты следует  

0)]()([lim =+−
∞→

bkxxf
x

. 

В полученном выражении выносим за скобки х: 

0)(lim =



 −−

∞→ x
bk

x
xfx

x
. 

Т.к. х→∞, то 0)(lim =



 −−

∞→ x
bk

x
xf

x
, т.к. b = const, то 

kk
x
b

xx
==

∞→∞→
lim,0lim . 

Тогда 00)(lim =−−
∞→

k
x
xf

x
, следовательно,  

x
xfk

x

)(lim
∞→

= . 

Т.к. [ ] 0)()(lim =+−
∞→

bkxxf
x

, то  [ ] 0lim)(lim =−−
∞→∞→

bkxxf
xx

, следо-

вательно, 

[ ]kxxfb
x

−=
∞→

)(lim . 

Таким образом, прямая bkxy +=  – наклонная асимптота кри-

вой, где 
x
xfk

x

)(lim
∞→

= ; [ ]kxxfb
x

−=
∞→

)(lim . 

Отметим, что горизонтальные асимптоты являются частным случаем 
наклонных асимптот при k =0. 

Пример. Найти асимптоты и построить схематично график 

функции 
x

xxy 122 −+
= . 

Решение. 1. Вертикальные асимптоты: 

+∞=





 −+=

−+
−→−→ x

x
x

xx
xx

12lim12lim
00

2

00
,  

т.е. y→+∞ при x→0‒0. Аналогично  y→-∞ при x→0+0, следовательно, 
х = 0 ‒ вертикальная асимптота. 

2. Наклонные асимптоты: 



~ 220 ~ 
 

1121lim12lim 22

2
=






 −+=

−+
=

∞→∞→ xxx
xxk

xx
; 

.212lim12lim

12lim12lim))((lim
222

=





 −=






 −

=

=






 −−+
=








−

−+
=−=

∞→∞→

∞→∞→∞→

xx
x

x
xxxx

x
xxxxfb

xx
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Таким образом, прямая у = х + 2 является наклонной асимпто-
той. 
Построим график функции (рис. 6.8). 
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Рис. 6.8 
 

6.4.5. Схема исследования функций 
 

Процесс исследования функции состоит из нескольких этапов. 
Для наиболее полного представления о поведении функции исследо-
вание проводят в следующей последовательности: 

1. Определить область существования функции (это понятие 
включает в себя и область значений, и область определения функции). 

2. Исследовать функцию на четность и нечетность. Тригономет-
рические функции исследовать на периодичность. 

3. Исследовать функцию на непрерывность, определить харак-
тер точек разрыва (если они имеются). 

4. Найти интервалы возрастания и убывания функции. Опреде-
лить экстремумы. 

5. Найти интервалы выпуклости и вогнутости. Определить точ-
ки перегиба функции. 

6. Найти асимптоты графика функции. 
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7. Найти координаты точек пересечения графика функции с 
осями координат. 

8. Построить график. 
Применение этой схемы рассмотрим на примере. 

Пример. Исследовать функцию 
12

3

−
=

x
xy и построить ее график. 

Решение. 1. Находим область существования функции. Очевидно, 
что областью определения функции является область                           
(‒∞;‒1) ∪ (‒1; 1) ∪ (1; ∞).  

Областью значений данной функции является интервал (‒∞; ∞). 
2. Исследуем функцию на четность или нечетность: 

( ) ( )
( )

( )xf
x

x
x

xxf −=
−

−
=

−−
−

=−
11 2

3

2

3

. 

Функция является нечётной, т.е. симметрична относительно начала 
координат. 

3. Исследуем функцию на непрерывность, определим характер то-
чек разрыва. Точками разрыва функции являются точки х = 1; х = ‒1. 

В свою очередь видно, что прямые х = 1; х = ‒1 являются вертикаль-
ными асимптотами кривой. 

4. Найдём интервалы возрастания и убывания функции. Определим 
экстремумы. Находим критические точки. 

Для этого необходимо найти производную функции: 

22

24

22

424

22

322

)1(
3

)1(
233

)1(
2)1(3

−
−

=
−

−−
=

−
⋅−−

=′
x

xx
x

xxx
x

xxxxy . 

Критические точки: 0=х ; 3−=х ; 3=х ; 1=х ; 1−=х . 
Находим промежутки возрастания и убывания функции. Для этого 

определяем знаки производной функции на промежутках. 
На промежутке 3−<<∞− х , 0>′у , функция возрастает; 

13 −<<− х ,   0<′у , функция убывает; 
01 <<− х ,        0<′у , функция убывает; 

10 << х ,            0<′у , функция убывает; 
31 << х ,         0<′у , функция убывает; 

∞<< х3 ,          0>′у  функция возрастает; 
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Точка 3−=х является точкой максимума, а точка 3=х является 
точкой минимума. Значения функции в этих точках равны соответственно 

2
33

− и 
2

33 .  

5. Найдём интервалы выпуклости и вогнутости. Определим точки 
перегиба функции. 

Для этого необходимо найти вторую производную функции: 

=
−

−−−−−
=′′

42

224223

)1(
)1(4)3()1)(64(

x
xxxxxxxy  

=
−

−−−+−−
= 42

324243

)1(
)44)(3()12)(64(

x
xxxxxxxx  

=
−

−++−−+−+−
= 42

355735357

)1(
1212446126484

x
xxxxxxxxxx  

32

2

42

22

42

24

42

35

)1(
)3(2

)1(
)1)(3(2

)1(
)32(2

)1(
642

−
+

=
−

−+
=

−
−+

=
−

−+
=

x
xx

x
xxx

x
xxx

x
xxx . 

Определим выпуклость и вогнутость кривой на промежутках. 
3−<<∞− х ,   y′′ < 0,  кривая выпуклая; 
13 −<<− х ,    y′′ < 0,  кривая выпуклая; 

01 <<− х ,          y′′ > 0,  кривая вогнутая; 
10 << х ,             y′′ < 0,  кривая выпуклая; 

31 << х ,          y′′ > 0,   кривая вогнутая; 
∞<< х3 ,        y′′ > 0,   кривая вогнутая. 

6. Найти асимптоты графика функции. 
Про вертикальные асимптоты было уже сказано выше. Теперь 

найдем наклонные асимптоты. 

;1
11

1lim
1

lim

2

2

2
=

−
=

−
=

∞→∞→

x
x
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xx
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2
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2

3
=

−
=

−
=
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=
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x
x

x
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xxxx
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xxxx

 Итак, уравнение наклонной асимптоты – y = x. 
Построим график функции (рис. 6.9). 
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Рис. 6.9 
 
 

Задания для решения в аудитории 
 

1. Исследовать функции на возрастание и убывание: 
а) 33 23 ++= xxy ; б) 533 +−= xxy . 
2. Исследовать на максимум и минимум функции: 

а) xxy 123 −= ;   б) 4223 xxy −+= ; в)
x

xy
ln

= ;   г) xexy −⋅= 2 . 

3. Определить направление выпуклости и точки перегиба кривых: 
а) 453 45 +−= xxy ;  б)  432 236 хxxхy −−+= . 

4. Найти асимптоты кривой 
2
92 2

+
−

=
x
xy . 

5. Исследовать функции и построить их графики: 

а) 43

4
1 xxy −= ;  б)

2
)1( 2

−
+

=
x
xy ;  в)

1
4
3

3

−
=

x
xy . 

 
Ответы. 

 
1. а) функция возрастает при ),0()2,( +∞∪−−∞∈х  и убывает при 

)0,2(−∈х ; б) функция возрастает при ),1()1,( +∞∪−−∞∈х  и убывает 
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при )1,1(−∈х . 2. а) 16)2(max =−= yy ; ;16)2(min −== yy  б) =maxy  

4)1( =±= y ; ;3)0(min == yy в) ;)(min eeyy ==  г) =maxy  2
4)2(
e

y == ; 

.0)0(min == yy       3. а) точка перегиба );2;1(  при )1,(−∞∈х  кривая вы-
пукла вверх, а при ),1( +∞∈х  выпукла вниз; б) точки перегиба 

)294;3(−  и )114;2( ; при ),2()3,( +∞∪−−∞∈х  кривая выпукла вверх, а 
при )2,3(−∈х  выпукла вниз. 4. 2−=x  и 42 −= xy . 5. а) функция 
определена и непрерывна на всей числовой оси. График пересекает 

оси координат в точках )0;0(  и )0;4( . Асимптот нет. 
4

27)3(max == yy . 

Точки перегиба )0;0(  и )4;2( ; б) функция определена и непрерывна 
всюду, кроме точки 2=x , которая является точкой бесконечного раз-

рыва. График пересекает оси координат в точках )0;1(−  и 





 −

2
1;0 . 

Асимптоты 2=x  и 4+= xy . 12)5(;0)1( minmax ===−= yyyy . Точек 
перегиба нет; в) функция определена и непрерывна всюду, кроме точ-
ки 1=x , которая является точкой бесконечного разрыва. График пе-
ресекает оси координат в точке )0;0( . Асимптоты 1=x  и 4=y .Точек 

экстремума нет. Точки перегиба )0;0(  и 







−

3
4;

2
1

3 . 

 
Индивидуальные задания 

 
Исследовать методами дифференциального исчисления функцию 

)(xfy =  и, используя результаты исследования, построить график.  

1. а) ;183
3

2
3

−+−= xxxy  б) 
( )3

4

1+
=

x
xy . 

 2. а) ;110
2

3
3

23
+−−= xxxy  б) 

x
xy
−

=
1

2
. 

 3. а) ;22
23

23
−−+= xxxy  б) 

2

2

−
=

x
xy . 

 4. а) ;12
3

2
3

+−= xxy  б) 2
43

x

xy +
= . 

 5. а) ;
3
42

2
3

3

23
++−= xxxy  б) 2

3

1 x
xy
−

= . 
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 6. а) ;36
23

23
+−−= xxxy  б) 3

4 13
x

xy +
= . 

 7. а) ;12 34 +−= xxy  б) 2

3

)1(2 +⋅
=

x
xy . 

 8. а) ;15 35 +−= xxy  б) 
3
52

−
−

=
x

xy . 

 9. а) ;143 34 +−= xxy  б) 
3
12

−
−

=
x
xy . 

10. а) ;43 24 +−= xxy  б) 
12

3

−
=

x
xy . 

11. а) );3()1( 2 +−= xxy  б) 
1

2

−
+

=
x

xxy . 

12. а) );1()2( 2 −+= xxy  б) 2

3

)1(2 +
=

x
xy . 

13. а) ;54 24 +−= xxy  б) 2

3 4
x

xy +
= . 

14. а) ;168 24 +−= xxy  б) 
xx

xy
4
3

2

3

−
+

= . 

15. а)
4

2
4

2 xxy −+= ; б) 
92

3

−
=

x
xy . 

16. а) 22
4

2
4

+−= xxy ; б) 
x

xy 52 +
= . 

17. а) );2()1( 2 ++= xxy  б) 2

3

4
4

x
xy −

= . 

18. а) ;1
35

35
−−=

xxy  б) 
1
52

+
−

=
x

xxy . 

19. а) ;34 42 −−= xxy  б) 
2

3 2

−
−

=
x

xy . 

20. а) ;1
23

23
+−=

xxy  б) 
42

3

−
=

x
xy . 

21. а) ;1
23

2 23
+−−= xxxy  б) 

( )2

3

2−
=

x
xy . 

22. а) ;2
2

3
3

4 23
+−−= xxxy  б) 2

34
x

xy +
= . 
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23. а) ;12
2

3
3

5 23
+−−= xxxy  б) 

2
352

+
+−

=
x

xxy . 

24. а) );3()2( 2 +−= xxy  б) 
1

2

−
=

x
xy . 

25. а) ;22
3

5 2
3

+−−= xxxy  б) 3

4 13
x

xy +
= . 

 
Теоретические задания по разделу «Дифференциальное 

исчисление функции одной действительной переменной» 
 

1. Предел функции на бесконечности. 
2. Предел функции в точке. 
3. Бесконечно малые и бесконечно большие функции. 
4. Основные теоремы теории пределов. 
5. Первый замечательный предел. 
6. Второй замечательный предел. 
7. Эквивалентные бесконечно малые функции. 
8. Непрерывность функций. Классификация точек разрыва. 
9. Основные теоремы о непрерывных на отрезке функциях. 
10. Производная функции. 
11. Производная функция. Определение. 
12. Основные правила дифференцирования. 
13. Производные обратных тригонометрических функций. 
14. Производная сложной функции. 
15. Дифференциал функции. 
16. Свойства дифференциала функции. 
17. Теоремы Ферма, Ролля, Логранжа, Коши. 
18. Правило Лопиталя. 
19. Необходимые и достаточные условия возрастания и убыва-

ния функции.  
20. Локальный экстремум функции. 
21.Вогнутость и выпуклость графика функции. 
22.Необходимые и достаточные условия существования точек 

перегиба. 
23.Асимптоты графика функции. 
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