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Первое условие, которое надлежит выполнять 
в математике, – это быть точным, второе – 
быть ясным и, насколько можно, простым.  

Г. Лейбниц 

ВВЕДЕНИЕ 

Цель изучения общего курса математики вузов состоит в том, 
чтобы углубить знания по изученным разделам и ознакомиться с не-
которыми новыми разделами математики, которые обогащают общую 
культуру, развивают логическое мышление и широко используются в 
математическом моделировании задач, с которыми встречается со-
временный инженер в своей деятельности. 

Данное пособие предназначено для студентов технических, строи-
тельных направлений бакалавриата и специалитета для всех форм обуче-
ния, изучающих курс математики. Пособие содержит материал по 2 раз-
делам курса математики: «Дифференциальные уравнения» и «Прибли-
женные методы решений дифференциальных уравнений» . 

В каждом разделе изложены необходимые теоретические сведе-
ния, основные определения и формулы, достаточные для решения за-
дач. Пособие составлено таким образом, что наряду с теоретической 
частью содержит подробный разбор типовых задач, решение которых 
позволит читателю глубже понять и закрепить изученный материал. 
Предлагаются также задачи для самостоятельной работы, к которым 
приведены ответы в конце каждого раздела. Предложенные в учебном 
пособии задачи для самостоятельной работы могут использоваться 
преподавателем для работы на практических занятиях, а также при 
подготовке к контрольной работе и итоговой форме контроля. 

В конце каждого раздела содержатся контрольная работа и зада-
ния для самостоятельного решения, которые являются заданиями по 
целому разделу курса. Задания выдаются по вариантам и являются 
индивидуальными для студента в каждой академической группе. 
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ГЛАВА 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
(Видео 1) 

§1. Дифференциальные уравнения первого порядка

Решение различных задач методом систематического моделиро-
вания сводится к отысканию неизвестной функции из уравнения, со-
держащего независимую переменную, искомую функцию и произ-
водные этой функции. Такое уравнение называется дифференциаль-
ным [1]. 

Определение. Решением дифференциального уравнения называет-
ся всякая функция, которая обращает данное уравнение в тождество.  

Рассмотрим задачу, приводящую к дифференциальному уравнению. 
Пример 1. Найти функцию, график которой обладает тем свой-

ством, что отрезок любой касательной, заключенной между осями ко-
ординат, делится пополам в точке касания. 

Решение. Пусть ( )xfy = – искомая функция, а ( )yxM , – произ-
вольная точка кривой, определяемой этим уравнением; предположим 
для определенности, что кривая расположена в первой четверти 

(рис. 1.1). По условию задачи имеем 
MABM = , а следовательно, xPAOP == . 

Из рис.2.1 видно, что ( )
PA
MPPAM =∠tg ,

т.е. ( )
x
y

=−α180tg , или
x
y

=− αtg .

Учитывая, что αtg  есть угловой ко-
эффициент касательной, который в точке

( )yxM ,  равен y′ , получаем дифференци-
альное уравнение  

.
x
yy −=′  (1.1) 

Решением уравнения (1.1) является всякая функция вида 

,
x
Cy =    (1.2) 

гдеС– постоянная. В самом деле, заменив в уравнении (1.1) y  его зна-
чением из равенства (1.2), получим 

Рис. 1.1. Криваяя,  
рассмотренная в примере 1 
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,
x
x
C

x
C

−=
′






  т.е. 22 x

C
x
C

−=− .

Следовательно, равенство (1.2) определяет множество функций, 
обладающих указанным в задаче свойством. Графики этих функций 
представляют собой семейство гипербол (рис.1.2). 

В дальнейшем рассмотрим еще 
ряд примеров, которые показывают, 
каким мощным математическим ап-
паратом являются дифференциаль-
ные уравнения при решении различ-
ных и весьма непростых практиче-
ских задач.  

Определение. Дифференциаль-
ным уравнением называется уравне-
ние, содержащее независимую пере-
менную x , искомую функцию y  и ее 
производные y′ , y ′′ ,, ( )ny . Симво-
лически дифференциальное уравне-
ние записывается так: 

( )( ) .0,,,, =′ nyyyxF   (1.3) 

Определение. Порядком дифференциального уравнения называет-
ся наибольший порядок производных, входящих в данное уравнение. 

Определение. Дифференциальным уравнением первого порядка 
называется уравнение вида 

( ) .0,, =′yyxF  (1.4) 

Разрешая уравнение (1.4) относительно производной y′ , если 
это возможно, получим 

( )., yxfy =′                          (1.5) 
Рассмотренный выше пример показывает, что дифференциальное 

уравнение имеет, вообще говоря, бесконечное множество решений. 

Рис. 1.2. Семейство интегральных кривых 
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При различных значениях постоянной С равенство 

x
Cy =    (1.6) 

определяет различные решения уравнения 

.
x
yy −=′   (1.7) 

Например, непосредственной подстановкой можно убедиться, 
что функции ( )1/1 == Cxy ; ( )3/3 == Cxy  являются решениями 
уравнения (1.1). 

Таким образом, каждому дифференциальному уравнению соот-
ветствует, как правило, бесконечная совокупность его решений. 

Определение. Всякое отдельно взятое решение дифференци-
ального уравнения называется его частным решением. С геометриче-
ской точки зрения совокупность всех решений дифференциального 
уравнения представляет собой семейство кривых, называемых инте-
гральными кривыми, а каждое частное решение представляет отдель-
ную интегральную кривую. 

Определение. Функция ),( Cxy ϕ=  представляет общее решение 
дифференциального уравнения (1.4) или (1.5), если при любом значе-
нии C  эта функция является решением уравнения (1.4) или (1.5) и 
любое его частное решение может быть получено из ( )Cxy ,ϕ=  при 
некотором значении постоянной C. 

Иногда не удается получить решение дифференциального урав-
нения в явной форме ( )xy ϕ=  или ( )Cxy ,ϕ= , а получают их в неяв-
ной форме, т.е. решение задается формулой вида 

( ) 0, =yxФ , или ( ) .0,, =CyxФ      (1.8) 

Определение. Выражение ( ) 0, =yxФ или ( ) 0,, =CyxФ  в этом 
случае называют интегралом (частным, общим) дифференциального 
уравнения. 

При решении конкретных задач часто необходимо выделить из 
всей совокупности решений дифференциального уравнения то част-
ное решение, которое является ответом на поставленный вопрос. Для 
того чтобы из всей совокупности решений выделить отдельную инте-
гральную кривую, задают так называемое начальное условие. 
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В случае дифференциальных уравнений первого порядка (1.5) 
под начальными условиями для его решения ( )xyy =  понимают усло-
вия, состоящие в том, что 0yy =  при 0xx =  , т.е. 

( ) ,00 yxy =    (1.9) 

где  0x  и 0y – заданные числа (начальные данные), такие, что при 
0xx =  и 0yy =  функция имеет смысл, т.е. существует ( )00 , yxf . 
Определение. Задача нахождения частного решения дифферен-

циального уравнения, удовлетворяющего заданным начальным усло-
виям, называется задачей Коши. 

В случае дифференциального уравнения первого порядка задача 
Коши формулируется следующим образом: найти решение ( )xyy =  
уравнения ( )yxfy ,=′ , удовлетворяющее при заданных начальных 
данных ( )00 , yx  начальному условию ( ) 00 yxy = , или, в другой записи,

00
yy xx == , где  00 , yx – заданные числа. 

Пусть даны начальные данные 3;2 00 == yx , требуется найти 
частное решение ( )xyy =  уравнения (1.7), удовлетворяющее началь-
ному условию ( ) 32 =y . Выше показано, что функция (1.6) при любом 
C является решением уравнения (1.7).  

Подставим в формулу (1.6) начальные данные 2=x ; 3=y , най-
дем 2/3 C= , т.е. 6=C . Таким образом, искомым частным решением 
уравнения (1.7) является функция 2/6=y . 

Геометрически решение, удовлетворяющее начальному условию 
( ) 00 yxy = , представляет интегральную кривую, проходящую через

данную точку ( )00 , yx .
Так, общее решение xCy /=  уравнения xyy /−=′  определяет 

семейство равносторонних гипербол (см. рис.1.2). Частное решение 
xy /6=  определяет гиперболу, проходящую через точку (2;3). 

Рассмотрим различные типы дифференциальных уравнений 
первого порядка. 
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1.1. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
 (Видео 2) 

Определение. Дифференциальное уравнение называется урав-
нением с разделяющимися переменными, если имеет следующий вид:  

( ) ( ).21 yfxfy ⋅=′  (1.10) 

Для уравнения (1.10) теорема Коши о существовании и единст-
венности решения может быть сформирована следующим образом. 

Теорема. Если функция ( )xf1  непрерывна в интервале ( )ba; ,
функция ( )yf2  и ее производная по y непрерывна в интервале ( )dc; ,
то для любых начальных данных ( )bax ;0 ∈ , ( )dcy ;0 ∈  существует,
причем единственное, решение ( )xy ϕ=  уравнения (1.10), удовлетво-
ряющее начальному условию ( ) 00 yx =ϕ .

Другими словами, при указанных условиях через любую точку 
прямоугольника bxa << , dyc <<  проходит, и притом единствен-
ная, интегральная кривая уравнения (1.1). 

Если ( ) 02 ≠yf , то уравнение с разделяющимися переменными
(1.10) можно переписать в виде (разделить переменные) 

( ) ( ) .1
2

dxxf
yf

dy
=    (1.11) 

Определение. Уравнение вида (1.11) называется уравнением 
с разделяющимися переменными. 

Теорема. Если существуют интегралы ∫ )(yf
dy  и ( )∫ dxxf1 , то об-

щий интеграл уравнения с разделенными переменными (1.11) задает-
ся уравнением 

( ) ( ) ,12 CxFyF +=

где ( )yF2  и ( )xF1  – некоторые первообразные соответственно функ-

ций  ( )yf2

1  и ( )xf1

1 .
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Доказательство. Допустим, что функция ( )xy ϕ=  является ре-
шением уравнения (1.11). Подставляя в (1.11), получим тождество от-
носительно переменной x : 

( )
( )( ) ( )dxxf
xf
dxx

1
2

=
′
ϕ

ϕ . 

Интегрируя это тождество по x , найдем 

( )
( )( ) ( )∫ +=∫

′
Cdxxf

xf
dxx

1
2 ϕ
ϕ

или, учитывая, что ( )xy ϕ=  и ( )dxxdy ϕ′= , по правилу подстановки в 
неопределенном интеграле имеем  

( ) ( )∫ +=∫ Cdxxf
yf

dy
1

2
 (1.12) 

или 
( ) ( ) ,12 CxFyF +=     (1.13) 

где ( )yF2  и ( )xF1 – некоторые первообразные соответственно функ-

ций ( )yf2

1  и ( )xf1 . 

Итак, любое решение дифференциального уравнения (1.11) 
удовлетворяет уравнению (1.13). Обратно, если некоторая функция 

( )xy ϕ=  удовлетворяет равенству (1.13), то она удовлетворяет и ра-
венству (1.12), но тогда имеют место все предыдущие равенства, 
включая и (1.11). Таким образом, равенство (1.13) определяет общий 
интеграл уравнения (1.11).  

При решении дифференциальных уравнений с разделяющимися 
переменными (1.10) можно руководствоваться следующим алгоритмом: 

1) разделить переменные;
2) интегрируя почленно полученное уравнение с разделяющи-

мися переменными (1.11), найти его общий интеграл (1.13); 
3) выяснить, имеет ли уравнение (1.10) решения, не получаю-

щиеся из общего интеграла (1.13); 
4) найти частный интеграл (или решение), удовлетворяющий

начальным условиям (если это требуется). 
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Пример 2. Найти частное решение уравнения 
2312 xyy −=′ ,если 30 =y  при 10 =x . 

Решение. Заменяем y′  на 
dx
dy , получим 2312 x

dx
dyy −= ,отсюда

( )dxxdyy 2312 −= .
Интегрируя обе части последнего неравенства,найдем 

( )∫ −=∫ dxxdyy 2312 , или ∫∫ −=∫ dxxdxdyy 232 ,

или Cxxy
+−=⋅

3
3

2
2

22
, т.е. Cxxy +−= 22 .

Подставив начальные значения 10 =x ; 30 =y , найдем C: 
C+−= 119 , т.е. C= 9. 

Следовательно, искомый частный интеграл будет 932 +−= xxy , 
или 0923 =−−+ xyx . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

( ) 02222 =−− dxxydyyxyx , 0≠x ; .0≠y

Решение. Разделим переменные. Для этого преобразуем данное 
уравнение, вынося общий множитель слева 2x : ( ) dxxydyyyx 222 =− .

Разделим правую и левую части уравнения на 22 yx : 

( ) dx
yx

xydyyy
yx

x
22

2
2

22

2
=− , или ( )

x
dxdy

y
yy

=
−
2

1 , 

или 
x

dxdy
y

y
=

−1 . Проинтегрируем обе части последнего равенства:

∫=∫
−

x
dxdy

y
y 1 ; ∫=∫ 








−

x
dxdy

y
11 , или ∫=∫−∫ x

dx
y

dydy , откуда 

1lnln Cxyy +=− – общий интеграл данного уравнения. 
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1.2. Однородные дифференциальные уравнения первого 
порядка 

Определение. Функция ( )yxg ,  называется однородной функци-
ей −κ го порядка, если при любом t  имеет место тождество 

( ) ( ).,, yxgttytxg k=  (1.14) 

Например, ( ) 23 52, xyxyxg −=  - однородная функция третьего 
порядка, т.к.  

( ) ( ) ( )
( ) ( ).,52

5252,
3233

233323

yxgtxyxt

xytxttytxtxtytxg

=−=

=−=−=

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 
( )yxfy ,=′  называется однородным, если ( )yxf ,  – однородная функ-

ция нулевого порядка. 
Однородное дифференциальное уравнение приводится к диффе-

ренциальному уравнению с разделяющимися переменными подста-
новкой xzy ⋅= , где )(xzz=  – новая неизвестная функция. 

Пример 4. Найти решения уравнения 

( ) 022 22 =+− dyxydxyx .

Решение. В данном уравнении функции ( ) 22 2, yxyxP −= ;
( ) xyyxQ 2, = – однородные второго порядка, тогда 

( ) ,22 22

dx
dyxyyx −=−

xy
yxy

dx
dy

2
2 22 −

−=′= – однородная нулевого по-

рядка. 
Положим xzy ⋅= , откуда zxzxzxzy xxx +⋅′=′⋅+⋅′=′ . Подста-

вим эти выражения в данное уравнение 
xzx
xzxzxzx ⋅⋅
⋅−

−=+⋅′
2

2 222
, т.е. 

z
zzxzx 2

12 2 −
=+⋅′ , или z

z
zx

dx
dz

−
−

=⋅
2

12 2
, приведем правуючасть к 

общему знаменателю, получим 
z

zzx
dx
dz

2
212 22 −−

=⋅ , или 
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z
x

dx
dz

2
1

−=⋅ .

Умножим правую и левую части на dx : .
2
1 dx
z

xdz −=⋅  

Умножим правую и левую части на z2  и разделим на x , получим 

x
dxdzz −=2 .

Проинтегрируем почленно это уравнение: 

∫−=∫ x
dxdzz2 ,откуда Cxz lnln2 +−= , т.е.

x
C

z ln2 −= ,или 2ze
x
C
=

,откуда 
2zecx −⋅= .

Возвращаясь к прежней функции y , находим общий интеграл 

2

2

x

y

eCx
−

⋅= . 
Пример 5. Найти частное решение уравнения 

,2 22 yxyxy +=′  если 2=y  при 1=x . 

Решение. Запишем данное уравнение в виде 

.
2

22

xy
yxy +

=′    (1.15) 

Пусть ( )
xy

yxyx
2

,
22 +

=ϕ . Тогда 

( ) ( )yx
xy

yx
xyt

ytxttytx ,
22

,
22

2

2222
ϕϕ =

+
=

+
= , т.е. оно однородное. Поло-

жим zxy = , откуда zxzy +⋅′=′ . Подставляя значения y  и y′  в урав-

нение (1.15), имеем 2

222

2zx
xzxzxz +

=+⋅′ ,откуда после сокращения на 

2x
z
zzxz

2
1 2+

=+⋅′ ; z
z
zx

dx
dz

−
+

=⋅
2

1 2
;

z
zzx

dx
dz

2
21 22 −+

=⋅ ;
z
zx

dx
dz

2
1 2−

=⋅

. 
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Умножим на dx  правую и левую части, получим .
2

1 2
dx

z
zdzx −

=  

Разделим правую и левую части уравнения на x  и 
z
z

2
1 2− . Получаем 

x
dx

z
dzz

=
− 21

2 . 

Интегрируем почленно это уравнение: 
( )

∫=∫
−
−

−∫ ⇔∫=
− x

dx
z
zd

x
dx

z
dzz

2

2

2 1
1

1
2 , т.к. ( ) ( ) dzzdzzzd 211 22 −=

′
−=− . 

Получаем Cxz lnln1ln 2 +=−− , 
C
xz ln1ln

12 =−
−

,откуда 

C
x

x
=

− 21
1 , или ( ) Czx =− 21 .

Возвращаясь к прежней функции y , находим общий интеграл 

C
x
yx =








− 2

2
1 . 

Подставив в найденное решение начальное условие, найдем 

C=







− 2

2

1
211 , т.е. C=− 41 , или 3−=C . 

Итак, искомое частное решение будет 

31 2

2
−=








−

x
yx , или x2 − y 2 + 3x = 0 . 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 
( )yxfy ,=′ называется линейным, если имеет следующий вид: 

( ) ( ),xQyxPy =⋅+′   (1.16) 

где ( )xP  и ( )xQ – заданные функции от x . Приведем теорему Коши 
для линейных уравнений первого порядка. 

1.3. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 
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Теорема Коши. Пусть ( )ba; – интервал, в котором функции ( )xP  
и ( )xQ  непрерывны. Тогда для любых ( )bax ;0 ∈  и ( )+∞∞−∈ ;0y  за-
дача Коши с начальными значениями ( )00 ; yx  имеет единственное
решение, т.е. существует единственное решение ( )xyy =  уравнения 
(1.16), удовлетворяющее начальному условию ( ) 00 yxy = .

Нахождение общего решения линейного дифференциального 
уравнения первого порядка (1.16) сводится к решению двух диффе-
ренциальных уравнений с разделенными  переменными с помощью 
подстановки 

,vuy ⋅=     (1.17) 
где u  и v– неизвестные функции от x .  
Из выражения (1.17) находим xx vuvuy ′+′=′ , или 

.
dx
dvuv

dx
du

dx
dyy +==′  (1.18) 

Подставив значения y  и y′  в уравнение (1.16), получаем 

( ) ( )xQvuxP
dx
duv

dx
dvu =⋅⋅++ , или

( ) ( ).xQuxP
dx
duv

dx
dvu =






 ⋅++   (1.19) 

Так как искомая функция y  подстановкой (1.17) представлена в 
виде произведения двух функций u  и v , то одну из них, например u , 
мы можем выбрать по нашему усмотрению, кроме 0=u .  

Выберем функцию так, чтобы 

( ) ,0=⋅+ uxP
dx
du    (1.20) 

т.е. в качестве функции возьмем одно из частных решений ∗u уравне-
ния (1.20). Решая уравнение (1.20) как уравнение с разделяющимися 
переменными, найдем отличную от нуля функцию ( )∫−∗ = dxxPeu . 
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Так как функция *u  является решением уравнения (1.20), то по-
сле ее подстановки в уравнение (1.19) получим  

( )xQ
dx
dvu =* , т.е. ( )

( )
.* dx

xu
xQdv =       (1.21) 

Решив уравнение (1.21) как уравнение с разделенными перемен-
ными, в котором *u  известна, найдем функцию ( )Cxvv ,= , содержа-
щую произвольную постоянную C и являющуюся общим решение 
уравнения (1.21). 

Заменив в равенстве vuy ⋅=  функции u  и v  найденными значе-
ниями, получим решение ( ) ( )Cxvxuy ,* ⋅=  уравнения (1.16), содер-
жащее вместе с функцией v  и произвольную постоянную C.

Пример 6. Найти общее решение уравнения 

( ) xxyyx 21 2 =−′+ .

Решение. Разделив все члены данного уравнения на ( ) 01 2 ≠+ x ,
приведем его к виду (1.16) 

.
1

2
1 22 x

x
x

xyy
+

=
+

−′   (1.22) 

Здесь ( ) 21 x
xxP
+

−= ; ( ) 21
2

x
xxQ

+
= . 

Положим vuy ⋅= , откуда 
dx
duv

dx
dvuy +=′ . 

Подставим эти значения y  и y′  в уравнение (1.22): 

22 1
2

1 x
x

x
xuv

dx
duv

dx
dvu

+
=

+
−+ . 

Сгруппируем члены, содержащие, например v , и вынесем v  за 
скобку: 

22 1
2

1 x
x

x
ux

dx
duv

dx
dvu

+
=








+
⋅

−+ .     (1.23) 
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Выберем функцию 0≠u  так, чтобы выражение в скобках обра-
тилось в нуль, т.е. 

.0
1 2 =
+

−
x

xu
dx
du    (1.24) 

Тогда уравнение (1.23) примет вид 

.
1

2
2x

x
dx
dvu

+
=     (1.25) 

Решаем уравнение (1.24) как уравнение с разделяющимися пе-
ременными (при 0≠u ): 

0
1 2 =
+

−
x

xu
dx
du , т.е. 21 x

dxx
u
du

+
= . 

Интегрируем почленно это уравнение: 

∫
+

=∫ 21 x
dxx

u
du  ,или ( )

∫
+
+

=∫ 2

2

1
1

2
1

x
xd

u
du . 

т.к. ( ) ( ) dxxdxxxd 211 22 =
′

+=+ , откуда ( )21
2
1 xddxx +=

т.е. 21ln
2
1ln xu += , откуда

.1 2xu +=  (1.26) 

Подставив значение функции u  в уравнение (1.25), найдем

2
2

1
21

x
x

dx
dvx

+
=+ , т.е. 

( ) 2
3

21

2

x

dxxdv

+

= .

Интегрируем почленно 

( )
∫

+

=∫
2
3

21

2

x

dxxdv , или ( ) ( )22
3

2 11 xdxdv +∫ +=∫
−

, т.к. ( ) dxxxd 21 2 =+ .
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Откуда ( ) Cxv +
+−

+
=

+−

1
2
3

1
1

2
3

2
, или ( ) Cxv +

−

+
=

−

2
1

1 2
1

2
 или 

C
x

v +
+

=
21

2 .      (1.27) 

Заменив в подстановке vuy ⋅=  функции u  и v  их выражениями 
из равенств (1.26) и (1.27), получим искомое общее решение данного 
уравнения:  










+
−+=

2
2

1

21
x

Cxy , или 21 2 −+= xCy . 

Пример 7. Найти частное решение уравнения 
3xyyx =−′ , если 2/1=y  при 1=x . 

Решение. Разделив все члены данного уравнения на 0≠x , при-
ведем его к виду (1.16): 

.1 2x
x

yy =−′  (1.28) 

Здесь ( )
x

xP 1
−= , ( ) 2xxQ = .

Положим vuy ⋅= , откуда
dx
duv

dx
dvuy +=′ . 

Подставим эти значения в уравнение (1.28): 

.1 2x
x

vu
dx
duv

dx
dvu =⋅⋅−+

Сгруппируем члены, содержащие, например, v , и вынесем v  за
скобку: 

2x
x
u

dx
duv

dx
dvu =






 −+ .     (1.29)

Выберем функцию u так, чтобы выражение в скобках обрати-
лось в нуль, т.е. чтобы  
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0=−
x
u

dx
du .        (1.30) 

Тогда уравнение (1.29) примет вид 

2x
dx
dvu = .   (2.31) 

Решаем уравнение (1.30) как уравнение с разделяющимися пе-
ременными (при 0≠u ): 

x
u

dx
du

= ;
x

dx
u
du

= .

Интегрируем почленно уравнение 

∫=∫ x
dx

u
du , или xu lnln = ,или xu = .         (1.32) 

Подставим это значение в уравнение (1.31), найдем 

2x
dx
dvx = , т.е. dxxdv = .

Интегрируем почленно ∫=∫ dxxdv  или 

Cxv +=
2

2
.                               (1.33)

Заменив в подстановке vuy ⋅=  функцииu  и v  их выражениями
из равенств (1.32) и (1.33), получим искомое общее решение данного 
уравнения: 









+= Cxxy

2

2
, или Cxxy +=

2

3
.            (1.34)

Найдем частное решение, удовлетворяющее начальным данным 

2
1

=y  при 1=x . Для этого подставим в выражение (1.34)
2
1

=y  и

1=x , получим 1
2

1
2
1 3

⋅+= C  или C=0 . 
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Искомое частное решение данного уравнения 
2

3xy = . 

Рассмотренные выше типы дифференциальных уравнений можно 
классифицировать в виде табл. 1.1. 

Таблица 1.1 

1.Уравнения с разделяющимися
переменными

( ) ( )yfxfy 21 ⋅=′
∫ )(yf

dy = ( )∫ dxxf1

2. Однородные уравнения 1 -го
порядка 






=′

x
yfy  ( ) zxz

x
y

== , zxy ⋅= , 

zxzy ′⋅+=′
3. Линейные уравнения 1-го по-
рядка

( ) ( )xQyxPy =⋅+′ ,vuy ⋅= xx vuvuy ′+′=′  

4. Уравнения Бернулли ( ) ( ) αyxQyxPy =⋅+′  ,vuy ⋅= xx vuvuy ′+′=′

Задачи для решения в аудитории 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-
чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 
1. ( ) ( ) 022 =+++ dyyxydxxxy .

2. ( ) 01
2

=++ dyydxyxex . 
3. ( ) ,01 2 =′++ yeyx x  если 0=y  при 0=x .
4. dxxyydyxydyxdx 22 2432 −=+ .
5. ( ) yyyx =′+ .
6. yxyyxy ′=′+ 22 .

7. 
x
yxyyx 2cos⋅=−′ .

8. xxyy sinctg =−′ .
9. 10−=+′ xyyx .
10. 322 −=−′ xyyx , если 1=y  при 1−=x .

11. .0)1(,1
==+′ y

xex
yy x

12. .sin1
x

xy
x

y =+′

13. .ln2 xyyyx ⋅=+′⋅
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14. ( ) .0при3если,1
1

2 3 ==+=⋅
+

− xyxy
xdx

dy  

Ответы 

1. ( )( ) Сxy =++ 22 11 . 2. Сyyex =++ ln
2
1 2

. 

3. .1arctg −=+−− −− yexe xx 4.
( )

С
y

x
=

+

−
22

2

1

34 . 5. y
x

еСy ⋅= . 6. x
y

еСy ⋅= . 

7. Сx
x
y

+= lntg . 8. ( ) xСxy sin+= .  9. 





 +−= С

xx
y 99

11 . 

10. .12 2

x
xy += 11. .11

xxeех
y −= 12. ( ).cos1 Сx

x
y +−⋅=

13. xСx
y

++= 1ln1
.  14.

( ) ( ) .1
2
5

2
1 2

4

+⋅+
+

= xxy

Индивидуальные задания 

1. Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы
начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

1. а) ( ) ( )dyyxydxxxy 22 −=+ ;
    б) ( ) 02 =−− dyxdxyyx ; 

в) ( ) xxyyx 21 2 =−′+ , если 0=y  при 0=x .

2. а) 011 22 =−−− dxydyx ;
    б) 222 xxyyyx +−=′ ; 

    в) xy
x

y =−′
3 , если 1=y  при 1=x .

3. а) dxxydyyx sincossincos = ;
б) ( ) ( ) 02 22 =−−− dxyxydyxyx ;

    в) xeyy =−′2 , если 5=y  при 0=x . 
4. а) ( ) ( ) 011 =+++ dyeedxee xyyx ;

    б) )( 223 yxydyx +− ; 

    в) 
2

2 xexy
dx
dy

=− , если oy =  при 2=x . 
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5. а) ( ) 1=+
dy
dxxxy ;

б) ( ) 02 =+− dyxdxyxy ;

   в) xxyyx cos2=−′ , если 
2
π

=y при 
2
π

=x . 

6. а) ( ) ( ) 01 2 =+−+ dxxxydyx ;
    б) 22 yxyxy +=′ ; 

    в) xyyx sin=+′ , если 
π
1

=y  при
2
π

=x . 

7. а) xyyyx 232 +=′ ;
    б) 022 22 =−+′ yxyxy ; 

    в) 422 −=+′ xyyx , если 
2
1

−=y  при 1−=x .

8. а) yxy +=′ 1tg , если
2
1

−=y  при
6
π

=x ; 

    б) 22 yxyyx +=−′ ; 
    в) 332 yxyxy +=′ . 

9. а) ( ) xydydxy =+ 21 , если 1=y  при 1=x ;
б) ( ) 0222 =−+ dyxydxyx ;
в) 43 xyyx =−′ . 

10. а) ( ) 01 2 =+′− xyyx , если 4=y  при 0=x ;
    б) ( ) 0=−′− yyyx ; 

в) .2 xey
dx
dy

=+

11. а) 0=+ dxxydy tg , если 1=y  при 0=x ;

    б) 
x
yxyyx ctg=−′ ;

    в) xeyy −=−′ 3 . 
12. а) dxxydyyx sincossincos = , если π=y  при π=x ;

    б) 0)(2 22 =++ dxyxxydy ; 

    в) 
2

22 xxexyy =+′ . 
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13. а) 2

213
y

xy +
=′ ; 

    б) 332 yxyxy +=′ , если 3=y  при 1=x ; 

    в) ( ) 22121 xexy
dx
dy

x
⋅−=−⋅ . 

14. а) 02 =+ dyxdxy ;
    б) ( ) 0=+− dyxdxyx , если 0=y  при 1=x ; 
    в) 1sincos =+′ xyxy . 

15. а) yxey −=′ , если 0=y  при 1=x ;
    б) 0)( =+− xdydxyx , если 0=y  при 1=x ; 

    в) ( ) ( )4121 +=−+ xy
dx
dyx . 

16. а) ( )312 −=′ yxy ;
б) ( ) 022 =−+ dyxyxdxy , если 1=y  при 1=x ;

    в) ( ) xyyx cos1 =+′+ . 
17. а) yyyxx ′=+ 222 ;

б) ( ) 02 22 =′+−+ yxyxyxy , если 1=y  при 1=x ;
    в) xyyx −=−′ . 

18.а) 045 22 =+++ dyxydxyx ; 
   б) 22 yxyyx +=′ , если 1=y  при 1=x ; 
   в) xeyy −=+′ . 

19. а) 21 xyxy −=′ ;
б) ( ) 22 yxyxy =+′ , если 2=y  при 2=x ;

   в) xyyx sin=+′ . 
20. а) ( ) ( ) 022 =−++ dyyxydxxxy ;

б) ( ) 02 22 =′+− yxxyy ;

   в) xyyx sin=+′ , если 1=y  при 
2
π

=x . 

21. а) 0=+′ yxeyy , если 1=y  при 0=x ;
б) ( ) xyyyx 222 =′+ ;

    в) xxyy ctgctg =−′ . 
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22. а) 0)1()1( 22 =+++ xdxyx , если 1=y  при 0=x ;
    б) 03 222 =′−++ yxyxyx ; 
    в) 322 =−′ xyyx . 

23. а) ( ) 0412 =+′+ xyyx , если 1=y  при 0=x ;
б) ( ) ( ) 0=++− dyyxdxyx ;
в) ( ) xexxyyx 21+=−′ .

24. а) 049 22 =+−− dyxydxyx , если 0=y  при 0=x ; 

б) x
y

xeyyx −=′ ; 
   в) ( ) ( )4121 +=−′+ xyyx . 

25. а) 0ln1 =++ dxxydyy , если 1=y  при 1=x ;

б) 
x
yey x

y

+=′ ; 

в) ( ) ( )222 121 xxyyx +=−′+ .
26. а) ( ) ( )yyxyxxy ′+=+ 22 ;

    б) ( ) 02 =−− dyxdxyyx ; 
    в) xxyy costg =−′ , если 0=y  при 0=x . 

27. а) 011 22 =−−− dxyxdyx ; 
    б) 222 xxyyyx +−=′ ; 

    в) xy
x

xy =
+

+′
12 , если 1=y  при 0=x . 

28. а) dxxydyyx sincossincos2 = ;
б) ( ) ( ) 02 22 =−−′− yxyyxyx ;

    в) xxyy =+′ 2 , если 1=y  при 0=x . 
29. а) ( ) 011 2 =+++ dyeedxee xyyx ;

   б) )( 223 yxyyx +−′ ; 

   в) xey
dx
dy 22 =− , если 0=y  при

2=x . 

1.30. а) ( ) 12 =+
dy
dxxxy ;

б) ( ) 02 =′+− yxyxy ;
      в) 2xyyx =−′ , если 

1=y  при 1=x . 
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§2. Дифференциальные уравнения второго порядка,
допускающие понижение порядка 

Определение. Дифференциальным уравнением второго поряд-
ка называется уравнение вида 

F (x, y, y′,..., y (n) ) = 0 . 

В некоторых случаях это уравнение можно разрешить относи-
тельно y (n) : 

y (n) = f (x, y, y′,..., y (n−1) ). 

Так же, как и уравнение первого порядка, уравнения второго по-
рядка имеют бесконечное количество решений. 

Определение. Решение )(xy ϕ= удовлетворяет начальным усло-
виям 

)1(
0000 ,...,,, −′ nyyyx , 

если 
,....,)(,)( 0000 yxyx ′=′= ϕϕ .)( )1(

00
)1( −− = nn yxϕ  

Определение. Нахождение решения уравнения 
0),...,,,( )( =′ nyyyxF , удовлетворяющего начальным условиям 

)1(
0000 ,...,,, −′ nyyyx , называется решением задачи Коши. 

Теорема Коши (теорема о необходимых и достаточных услови-
ях существования решения задачи Коши) [2]. 

Если функция (n-1)-й переменных вида ),...,,,( )1( −′ nyyyxf в не-
которой области D (n-1)- мерного пространства непрерывна и имеет 
непрерывные частные производные по )1(,...,, −′ nyyy , то какова бы не 
была точка ( )1(

0000 ,...,,, −′ nyyyx ) в этой области, существует единст-
венное решение )(xy ϕ=  уравнения ),...,,,( )1()( −′= nn yyyxfy , опреде-
ленного в некотором интервале, содержащем точку х0, удовлетво-
ряющее начальным условиям )1(

0000 ,...,,, −′ nyyyx . 
Дифференциальные уравнения высших порядков, решение ко-

торых может быть найдено аналитически, можно разделить на не-
сколько основных типов. 
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Рассмотрим некоторыетипыдифференциальных уравнений, реше-
ние которых сводится к решению дифференциальных уравнений на по-
рядок ниже.Понижение порядка дифференциального уравнения – ос-
новной метод решения уравнений высших порядков. Этот метод дает 
возможность сравнительно легко находить решение, однако он приме-
ним далеко не ко всем уравнениям. Рассмотрим случаи, когда возможно 
понижение порядка. Для простоты объяснения рассмотрим уравнения 
второго порядка. 

2.1.  Дифференциальные   уравнения,   содержащие   только 
п производную и некоторую функцию от х 

Это уравнения вида y(n) = f(x). 
Если f(x) – функция непрерывная на некотором промежутке 

a<x<b, то решение может быть найдено последовательным интегри-
рованием. 

;)( 1
)1( Cdxxfy n +∫=−  

( ) ;)()( 2121
)2( CxCdxxfdxCdxCdxxfy n ++∫∫=+∫ ∫ +=−  

;...
)!2()!1(

)(....
2

2

1

1 n

nn
C

n
xC

n
xCdxxfdxdxy ++

−
+

−
+∫∫∫=

−−

 

Простейший тип таких уравнений второго порядка – это 
( ).xfy =′′  Данное уравнениене содержит функцию yв явном виде, ни 

её первую производную y′ .  
Уравнение такого типа решается последовательным интегриро-

ванием два раза.Если f(x) – функция непрерывная на некотором про-
межутке a<x<b, то решение может быть найдено последовательным 
интегрированием. 

;)( 1Cdxxfy +∫=′  

( ) 21)( CdxCdxxfy +∫ ∫ += . 
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Пример 1. Решить уравнение xey 2=′′  с начальными условиями 

x0 = 0;y0 = 1; .10 −=′y  
Решение. 

;
2
1

1
2

1
2 CeCdxey xx +=+∫=′′

;
4
1

2
1

21
2

1
2 CxCedxCey xx ++=∫ 






 +=′  

Подставим начальные условия: 

y0 = 1: ;
2
10;

4
11 12 CC +=+=−  

10 −=′y : 12 2
10;

4
11 CC +=+=− . 

Решив систему из двух уравнений с двумя неизвестными, получим 

4
5;

2
1

21 −=−= CC . 

Следовательно, частное решение (решение задачи Коши) имеет вид: 

xxey x

4
5

4
1

8
1 22 −−= . 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

.4cos xy =′′  

Решение. 

;4sin
4
14cos 1∫ +==′ cxdxxy  

Получили уравнение первого порядка 

14sin
4
1 cxy +=′ .

Откуда 

∫ ++−=





 += 211 4cos

16
14sin

4
1 cxcxdxcxy . 
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Общее решение исходного уравнения (содержит две произволь-
ные постоянные 1c и 2c ). 

      Аналогично решаются и дифференциальные уравнения порядков 
выше второго, если они имеют такой же вид, например, 

( ) ( ).; xffxfy iv ==′′′  

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

.3 2xey −=′′′  
Решение. 

,
2
3

1
2 cey x +−=′′ −  

,
4
3

21
2 cxcey x ++=′ −  

22

2

1
2

28
3 cxcxcey x ++⋅+−= −  –

общее решение данного уравнения. 
Пример 4. Найти общее решение уравнения 

.3
2

2
xxy IV +=  

Решение. 

.
2

3
6 1

23
cxxy ++=′′′  

.
224 21

34
cxcxxy +++=′′  

.
28120 32

2

1

45
cxcxcxxy ++⋅++=′  

Окончательно общее решение уравнения имеет вид 

43

2

2

3

1

56

2640720
cxcxcxcxxy ++⋅+⋅++= .
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Обратите внимание, общее решение дифференциального урав-
нения третьего порядка содержит три произвольные постоянные 

(c1 , c2 , c3 ), а дифференциального уравнения четвертого порядка –
уже четыре  (c1 , c2 , c3 , c4 ).

2.2. Уравнения, не содержащие явно искомой функции                      
и ее производных до порядка k – 1 включительно 

Это уравнения вида .0),...,,,( )()1()( =+ nkk yyyxF  
В уравнениях такого типа возможно понижение порядка на k 

единиц. Для этого производят замену переменной: 

....;; )()()1()( knnkk рyрyрy −+ =′==  

Тогда получаем .0),...,,,( )( =′ −knрррxF  
Теперь допустим, что полученное дифференциальное уравнение 

проинтегрировано и совокупность его решений выражается соотно-
шением 

).,...,,,( 21 knCCCxр −=ψ  

Делая обратную подстановку, имеем 

),...,,,( 21
)(

kn
k CCCxy −=ψ . 

Интегрируя полученное соотношение последовательно k раз, 
получаем окончательный ответ 

).,...,,,( 21 nCCCxy ϕ=  

Пример 5. Решить уравнение 

.x
x
yy =
′

+′′

Решение. Положим pypy ′=′′=′ ; ,тогда уравнение примет 
вид 

x
x
pp =+′ .
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Получили линейное уравнение первого порядка относительно 
функции ( ).xpp =  

Решаем его подстановкой ,vup ⋅= где ( ) ( ) ;, xvvxuu ==
.vuvup ′⋅+⋅′=′  

Получим 

;x
x
vuvuvu =
⋅

+′⋅+⋅′  

;xvu
x
uuv =′⋅+





 +′  

;0;0;0 =+=+=+′
x

dx
u
du

x
u

dx
du

x
uu

x
uxu 1;0lnln ==+ ; 

;;;1; 22 x
dx
dvxvxv

x
xvu ==′=′⋅=′⋅  

dxxdv 2= . 

Откуда .
3 1

3
cxv +=  

Функция 

.
3

1
1

3









+⋅= cx

x
p  

Исходное уравнение решалось подстановкой .py =′  Поэтому 

.
33

1 1
2

1

3

x
cxcx

x
y +=








+=′  

Интегрируя последнее уравнение, получим 

21

3
ln

9
cxcxy ++= . 

Это и есть общее решение исходного уравнения. 

29

Си
бА
ДИ



Пример 6. Найти частное решение уравнения ( ) ,212 yxxy ′=+⋅′′
удовлетворяющее начальным условиям y(0) =1; y′(0) = 3. 

Решение. Применим подстановку y′ = p ; y′′ = p′. Получим урав-
нение  

p′ ⋅ (x2 + 1)= 2 x ⋅ p .

Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменны-
ми относительно функции р. Разделим переменные: 

( ) ( ) .
1

2;21;21 2
22

+
=⋅=+⋅⋅=+⋅

x
dxx

p
dpdxpxxdppxx

dx
dp  

Интегрируя, получим 

( )∫ ∫ ++=
+

= ;ln1lnln;
1

2
1

2
2 cxp

x
dxx

p
dp ( ).12

1 +⋅= xcp

Откуда 

( ).12
1 +=′ xy c

Используем второе начальное условие ( ) ,30 =′y   получим 

( ) .3;103 1 =+= cc

Следовательно, 

( ),13 2 +⋅=′ xy

а после интегрирования 

.3 2
3 cxxy ++=  

Применим первое начальное условие ( ) 10 =y ,получим 

.1,001 22 =++= cc  

Искомым частным решением будет 

.133 ++= xxy  
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Пример 7. Найти общее решение уравнения 
x
yy
′′

=′′′ . 

Решение. Применяем подстановку ,yр ′′= ,yр ′′′=′ получим 
уравнение 

x
рр =′ .

Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменны-
ми относительно функции р. Разделим переменные: 

x
р

dx
dр

= ,
x

dx
р

dр
= .

Интегрируя, получим 

∫ ∫= ,
x

dx
р

dр xCрCxр 11,lnlnln =+= . 

Произведя обратную замену, получаем 

xCy 1=′′ . 

Интегрируем последнее выражение последовательно два раза: 

,
2 2

21
1 CxCxdxCy +=∫=′

32
31

2
21

62
CxCxCdxCxCy ++=∫ 






 += . 

Откуда общее решение исходного дифференциального уравне-
ния имеет вид 

.32
3 CxCCxy ++=  

Отметим, что это соотношение является решением для всех зна-
чений переменной х, кроме значения х =0. 

2.3. Уравнения, не содержащие явно независимой переменной х 

Это уравнения вида 0),...,,( )( =′ nyyуF или второго порядка
( ) .0,, =′′′ yyуF Это уравнение, не содержащее явно независимую 

переменную х.  
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Порядок таких уравнений может быть понижен на единицу с 
помощью замены переменных: 

( )уpy =′ ; 

;p
dy
dp

dx
dy

dy
yd

dx
ydy =⋅

′
=
′

=′′  

;
2

2
2

2
p

dy
dpp

dy
pdp

dy

p
dy
dpd

p
dy
yd

dx
dy

dy
yd

dx
ydy 








+=










=
′′

=⋅
′′

=
′′

=′′′  и т.д. 

Подставляя эти значения в исходное дифференциальное уравне-
ние, получаем 

0,...,,, 1

1

1 =







−

−

n

n

dy
pd

dy
dppyF . 

Если это уравнение проинтегрировать, и 
0),...,,,,( 121 =−nCCCpyФ - совокупность его решений, то для решения 

данного дифференциального уравнения остается решить уравнение 
первого порядка 

.0),...,,,,( 121 =′ −nCCCyyФ  

Для дифференциального уравнения второго порядка получим 
замену ( ),уpy =′  где ( )−= уpp вспомогательная функция.  

Тогда 

р
dу
dp

dx
dу

dу
уdy =
′

=′′

Подставив pрyиpy ′⋅=′′=′  в данное уравнение, получим 
уравнение ( ) 0,, =′ppуF  – дифференциальное уравнение первого по-
рядкаотносительно р как функции от у,в котором под р′  понимается 
производная по переменной у. 

Пример 8. Найти общее решение уравнения 

.02 2 =′+′′⋅ yyy  
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Решение. Полагая ,,
dy
dppypy ⋅=′′=′ получим 

02 2 =+⋅⋅ p
dy
dppy . 

Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. 
Приведя его квиду 

y
dy

p
dp

2
−=

и интегрируя, получим 

;lnln
2
1ln 1cyp +−= ,lnln 1

y
cp = .1

y
cp =  

Так как исходное уравнение решалось с помощью подстановки 

,yp ′=  получим −=′
y

cy 1  дифференциальное уравнение с разде-

ляющимися переменными относительно искомой функции у от х . 

.1 dxcdyy ⋅=⋅  

∫ ∫ +⋅=+== .
2
3

2
3;

3
2; 21

2/3
21

2/3

1 cxcycxcydxcdyy  

Но так как −21 и cc произвольные постоянные, 





 ⋅ 12

3 c

−





 ⋅ 22

3 c также произвольные постоянные. Поэтому полученный 

общий интеграл данного дифференциального уравнения можно запи-
сать в виде 

,21
2/3 cxcy +⋅=

т.е.  
,21

3 cxcy +=  
или 

( )3 2
2 .cxcy 1 +=
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Пример 9. Найти частное решение уравнения 

( ) 012 =−′+′−′′ yyyy  

при начальных условиях ( ) ( ) .20;20 =′= yy  
Решение. Применим  подстановку ;py =′ Тогда 

.
dy
dppy ⋅=′′  

Получим уравнение первого порядка 

( ) .012 =−⋅+−⋅ ypp
dy
dpp  

Разделив уравнение на ,0≠p получим 

.1 yp
dy
dp

−=−  

Это линейное уравнение первого порядка относительно функ-
ции p  от переменной у. 

Решаем его подстановкой 

( ) ( )yvvyuuvup ==⋅= ;где, . 

Дифференцируя функцию р по переменной у, получим 

.vuvup ′⋅+⋅′=′

Подставляя р в исходное уравнение, имеем 

;1 yvuvuvu −=⋅−′⋅+⋅′ ( ) yvuuuv −=′⋅+−′⋅ 1 . 

Приравнивая выражение uu −′  к нулю и решая его относительно 
u , получим 

∫ ===
u
dudy

u
duu

dy
du ;; ∫ .dy  

Интегрируя последнее, имеем 

.;ln yeuyu ==  
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Подставим найденное значение ив исходное уравнение 
yvu −=′⋅ 1 , получим 

yve y −=′⋅ 1 ; 

( ) ( ) ,1,11 yy
y ey

dy
dvey

e
yv −− ⋅−=⋅−=

−
=′  

( ) dyeydv y−⋅−= 1 ; 
( ) ( )∫ ∫ ∫ ⋅−=⋅−= −− .1,1 dyeyvdyeydv yy  

Интеграл справа берем по частям с помощью подстановки 

;1 ty =− ;dydt −= ;dsdye y =− .∫ −== −− yy edyes  

Тогда 

( )∫ =⋅− − dyey y1 ( ) ( )∫ ++⋅−−=−⋅−− −−−− .11 1ceeydyeey yyyy

Таким образом, 

( ) .1 1ceyev yy +⋅−−= −−

Тогда функция р равна 
( ) 11а,где, ceyevеuvup yyу +⋅−−==⋅= −−

Таким образом, yecyp ⋅+= 1 ,  или .1
yecyy ⋅+=′  

Найдем значение 1c из начальных условий 

( ) ( ) .20,20 =′= yy  

.0;0;22 1
22

1 ==⋅⋅+= cecec 1  

Таким образом, ;yy =′ ;y
dx
dy

= ;dxydy ⋅= .dx
y

dy
=

Интегрируя последнее равенство, получаем 

∫ =
y

dy
∫ ;dx ,ln 2cxy += .22 xcxcx eceeey ⋅=⋅== +  

Заметим, что константа 2ce  может быть обозначена как с, т. к. 

2c  – произвольная константа −2, ce  тоже произвольная постоянная. 
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Таким образом, 

.xecy ⋅=  

Найдем с из первого начального условия ( ) :20 =y  

.2;2 0 =⋅= cec  

Искомое частное решение имеет вид .2 xey ⋅=  
Пример 10. Найти общее решение уравнения 

.04)( 2 =′−′−′′ yyyyy  

Решение.Замена переменной: ;; p
dy
dpyyp =′′′=  

;04;042 =







−−=−− yp

dy
dpypypp

dy
dpyp  

Приравнивая выражение в скобках и решив его относительно 
переменной и,получим 

;4;04
y
p

dy
dpyp

dy
dpy +==−−

Для решения полученного дифференциального уравнения про-

изведем замену переменной .
y
pu =  

;4;4
y

dyduuy
dy
duu =+=+  

;ln4;ln4ln4;4 11 yCuCyu
y

dydu =+=∫=∫  

yCyp 1ln4= . 

С учетом того, что 
dx
dyp = , получаем

;
ln4

;ln4
1

1 ∫ ∫== dx
yCy

dyyCy
dx
dy

;lnln
4
1

ln
)(ln

4
1

21
1

1 CyC
yC
yCd

x +=∫=  
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Общий интеграл имеет вид CxyC += 4lnln 1 . 
Если 0=р ,то 0=′y  или Cy = . 
Таким образом, получили два общих решения. 

Задачи для решения в аудитории 

1. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального
уравнения 

а) ( ) 2cos1 =+⋅′′ xy ;

б) ( ) ( ) yyxyx ′=′⋅+′′⋅+ 21 .
2. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального

уравнения 
а) xхy sin+=′′ ; 
б) 02 =′−′′⋅ yyх . 
3. Найти решение задачи Коши

14 43 −=′′ yyу , y(0)= ,2 y ' (0)=1/(2 )2 .
4. Найти решение задачи Коши

12 2 +=′′ yyу , y(0)=1,y ' (0)=0.

Ответы 

1. а) 212
cosln4 cxcxy ++−= , б) 2

11
1

2 tgarc2ln c
c
x

c
cxy +⋅++= ;

2. а) 21

3
sin

6
cxcxхy ++−= , б) 2

3
1 cxcy += ; 

3. 1+= хеy ; 4.
4

42 +
=

xy . 

Индивидуальные задания 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-
чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

1. а) 13cos2 =⋅′′ xy ;
б) 1=′+′′ yyx ; 
в) ).22/(1)0(,2)0(,128 '3" === yyyy  
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2. а) 1
3

1cos2 =
−

⋅′′
xy ; 

б) yyx ′=′′2 ; 
в) 2)0(,4)0(,064 '3' ===+ yyyy . 

3. а) xxy 3cos920 3 −=′′ ;
б) 1+=′+′′ xyух ; 
в)y '' +2sinycos 3 y=0, y(0)=0, 1)0(,0)0( ' == yy . 

4. а)
x

y
3sin

9
2=′′ ; 

б) 0
sin

1'" =+−⋅
x

yytgx ; 

в) 4)1(,2/)1(,cossin32 '3" == yyyyy π . 

5. а)
x

y 2cos
1

=′′ ;

б) 123 =′+′′ yxyx ; 
в) 2/1)0(,2/2)0(,1164 '4"3 ==−= yyyyy . 

6. а)
x

y
2sin

2
2=′′ ; 

б) 1'"2 =+ xyyx ; 
в) 7,1)1(,98 '3" === yyyy . 

7. а)
x

y
2cos

2
2=′′ ; 

б) 022 =′+′′ yxctgy ; 
в) 1)3(,7)3(,049 '3" −=−==+ yyyy . 

8. а) 





 −⋅=′′ xxy

3
2cos12

2
1 ; 

б) yytgx ′=′′⋅ 2 ; 
в) 2)0(,0)0(,0cossin8 '3" ===+ yyyyy . 

9. а) xxy 3cos920 3 −=′′ ;
б) yctgxy ′=′′ ; 
в) .6)2(,1)2(,72 '3" === yyyy  
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10. а) ( )xxy 2cos24
2
1 2 −⋅=′′ ; 

б) 1'3"4 =+ yxyx ; 
в) 2)0(,3)0(,036 '3" ===+ yyyy . 

11. а) xxy 3cos93 −=′′ ;
б) 02 "'" =+ yxy ; 
в) 3)1(,2/)1(,cossin18 '3" === yyyyy π . 

12. а) 03 3 =−′′ xey ;
б) 3'"2 2)1( xxyyx =++ ; 
в) 2/1)0(,22)0(,164 '4"3 ==−= yyyyy . 

13. а) 063cos =−−′′ xxy ;
б) 1"4'"5 =+ yxyx ; 
в) 5)3(,1)3(,50 '3" === yyyy . 

14. а) 02sin2 =−′′ хy ;

б) 01
=+′−′′

x
yyx ; 

в) 1)2(,5)2(,025 '3" −=−==+ yyyy . 
15. а) 04 4 =+′′ xey ;

б) 0=+′+′′ xyyx ; 
в) 3)0(,0)0(,0cossin18 '3" ===+ yyyyy . 

16. а) 05 5 =+′′ xey ;
б) yytgx ′′=′⋅ ; 
в) 2)1(,2/)1(,cossin8 '3" === yyyyy π . 

17. а) ( )xxy 3sin2
5
1

−⋅=′′ ; 

б) xyyx =′+′′ ; 
в) 2)1(,1)4(,32 '3" === yyyy . 

18. а) xxy −=′′
2

sin ; 

б) 1+′=′′ ytgxy ; 
в) 2)1(,2)1(,016 '3" ===+ yyyy . 
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19. а) 03 =+⋅′′ −xey ;
б) yxtgy ′=′′ 55 ; 
в) 4)0(,0)0(,0cossin32 '3" ===+ yyyyy . 

20. а) ( ) 321 3 =′′⋅+ yx ;
б) yxtgy ′=′′ 77 ; 
в) 5)1(,2/)1(,cossin50 '3" === yyyyy π . 

21. а) xxy 2cos2 −=′′ ;
б) yxy ′′−=′ ; 
в) 3)1(,1)1(,18 '3" === yyyy . 

22. а) 





 −⋅=′′ xxy

3
2cos3

2
1 ;

б) 0=′+′′⋅ yyx ; 
в) 3)1(,1)1(,09 '3" ===+ yyyy . 

23. а)
x

y
2cos

3
2=′′ ; 

б) ( ) 021 2 =′′−′⋅+ yxyx ;
в) 5)0(,2)0(),1(4 '4"3 ==−= yyyyy . 

24. а) 2
2

sin2 =⋅′′
xy ;

б) 0ln =′′⋅⋅−′ yxxy ; 
в) 5)0(,0)0(0cossin50 '3" ===+ yyyyy . 

25. а) 1
2

1cos2 =
−

⋅′′
xy ; 

б)( ) 03 =′+′′⋅+ yyx ; 
в) 2)0(,1)0(,8 '3" === yyyy . 
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§3. Комплексные числа

Определение. Комплексным числом z называется выражение              
z = a + ib , где a и b – действительные числа; i – мнимая единица, 
которая определяется соотношением [3] 

.1;12 −=−= ii  

При этом число a называется действительной частью числа          
z (a = Rez), а b- мнимой частью (b = Imz). 

Если a =Re;z =0,то число z будет чисто мнимым, если                      
b = Imz= 0, то число z будет действительным. 

Определение. Числа z = a + ib и z = a − ib называются ком-
плексно сопряженными. 

Определение. Два комплексных числа z1 = a1 + ib1 и 
z2 = a2 + ib2 называются равными, если соответственно равны их 
действительные и мнимые части: 

a1 = a2 ; b1 = b2 ; 

Определение. Комплексное число равно нулю, если соответст-
венно равны нулю действительная и мнимая части: 

a = b = 0. 

Понятие комплексного числа имеет геометрическое истолкова-
ние. Множество комплексных чисел является расширением множест-
ва действительных чисел за счет включения множества мнимых чи-
сел. Комплексные числа включают в себя все множества чисел, кото-
рые изучались ранее. Так, натуральные, целые, рациональные, ирра-
циональные, действительные числа являются, вообще говоря, част-
ными случаями комплексных чисел. 

Если любое действительное число может быть геометрически 
представлено в виде точки на числовой прямой, то комплексное число 
представляется точкой на плоскости, координатами которой будут 
соответственно действительная и мнимая части комплексного числа. 
При этом горизонтальная ось будет являться действительной число-
вой осью, а вертикальная – мнимой осью (рис. 1.3). 
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у(Zmz) 

A(a, b) 
rb 

ϕ 
0 a x(Rez) 

Рис. 1.3. Геометрическое представление комплексного числа 

Таким образом, на оси Ох располагаются действительные чис-
ла, а на оси Оy – чисто мнимые. 

С помощью подобного геометрического представления можно 
представлять числа в так называемой тригонометрической форме. 

3.1. Тригонометрическая форма числа

Из геометрических соображений видно, что 
a = r cosϕ ; b = r sinϕ . Тогда комплексное число можно представить 
в виде 

z = a + ib = r cosϕ + ir sinϕ = r(cosϕ + i sinϕ ) . 

Такая форма записи называется тригонометрической формой 
записи комплексного числа. 

При этом величина r называется модулем комплексного числа, 
а угол наклона ϕ – аргументом комплексного числа. 

zАrgzr == ϕ; . 

Из геометрических соображений видно: 

;;22

a
barctgzаrgbaibar =+=+=  

Модуль комплексного числа определяется однозначно: 

22 baibaz +=+= . 
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Аргумент комплексного числа определяется с точностью до 
слагаемого, кратного 2π. Главным значением аргумента называется 
значение, заключенное в интервале ( ]ππ ,− . Обозначается оно

.arctg
a
bz = Таким образом, ππ ≤<− zarg .

Очевидно, kzаrgzArg π2+= . 
Главное значение аргумента определяется однозначно. 

Так как 
a
bz =argtg ,

( )

( )

( )













∈−

∈+

∈

=

.четвертиIIIесли,arctg

;четвертиIIесли,arctg

;четвертямIVI,если,arctg

аrg

a,b
a
b

a,b
a
b

a,b
a
b

z

π

π

Тригонометрическая форма комплексного числа будет иметь вид 

Для модуля и аргумента произведения и частного справедливы 
следующие утверждения: 

1. 2121 zzzz ⋅=⋅ ; 2121 zArgzArgzzArg +=⋅ .

Пример 1. Найти модуль и аргумент произведения iz ⋅ . 
Решение. zzziziz =⋅=+⋅=⋅=⋅ 110 22 . 

( ) 





 ++=+=⋅ kzArgiArgzArgizArg ππ 2

2
. 

Таким образом, умножение наiсоответствует повороту вектора  z  

на угол 
2
π  . 

2. 
2

1

2

1

z
z

z
z

= ; 21
2

1 zArgzArg
z
zArg −= . 

( ) ( )( )kzkzzibaz ππ 2argsin2argcos +++=+=
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Пример 2. Написать в тригонометрической форме комплексное 
число iz +−= 1  (рис. 1.4). 

Рис. 1.4. Комплексное число iz +−= 1

Решение. ( ) 211 22 =+−=z ; 

( ) πππππ
4
3

4
1-arctg

1
1arctgаrg =+−=+=+
−

=z , т.к. число лежит во 

второй четверти. Хотя из рис. 1.4 видно, что π
4
3аrg =z .Тогда

( ) 













 ++






 +=+= kikArgziArgzzz ππππ 2

4
3sin2

4
3cos2sincos . 

Очевидно, что комплексно сопряженные числа имеют одина-
ковые модули и противоположные аргументы. 

.; zArgzArgzz −==  

3.2. Действия с комплексными числами

Основные действия с комплексными числами вытекают из дей-
ствий с многочленами. 

1) Сложение и вычитание.

)()()()( 2121221121 bbiaaibaibazzz ±+±=+±+=±= ;
2

21
2

21 )()( bbaaz ±+±= . 

у 

z 

-1  0       x 
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Пример 3. Даны два комплексных числа .27;
2
71 21 iziz −−=−=

Найти 21 zz + . 

Решение. ( ) iizz
2

1162
2
77121 −−=






 −−+−=+ . 

2) Умножение.

21
2

212121221121 ))(( bbiaibbiaaaibaibazzz +++=++==
)()( 2121212121 abbaibbaazzz ++−==  

В тригонометрической форме: 

)sin(cos)sin(cos 1111111 ArgziArgzzirz +=+= ϕϕ , 
).sin(cos)sin(cos 2222212 ArgziArgzzirz +=+= ϕϕ  

Тогда 

))sin()(cos( 21212121 ϕϕϕϕ +++== irrzzz  или 
))sin()(cos( 21212121 ArgzArgziArgzArgzzzzzz +++== ϕ / 

В случае комплексно сопряженных чисел 

.))(( 2222 zzbaibaibazz ==+=−+=  

Пример 4. Вычислить )32()2( ii −⋅+ . 
Решение. Выполним умножениекомплексных чисел в алгебраи-

ческой форме: 

( ) =−−−=−+−=⋅−⋅+⋅−⋅=−⋅+ 13443264323222)32()2( 2 iiiiiiiiii  
ii 47344 −=+−= . 

3) Деление.

iyx
iba
iba

z
z

z +=
+
+

==
22

11

2

1 ; 

2
2

2
2

21122121

2222

2211 )()(
))((
))((

ba
babaibbaa

ibaiba
ibaiba

z
+

−++
=

−+
−+

= ; 
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2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

ba
baba

i
ba

bbaa
z

+

−
+

+

+
= . 

В тригонометрической форме 

))sin()(cos( 2121
2

1

2

1 ϕϕϕϕ −+−== i
r
r

z
zz , или 

))sin()(cos( 2121
2

1

2

1 ArgzArgziArgzArgz
z
z

z
zz −+−== ϕ . 

Пример 5. Вычислить (2 )
(2 3 )

i
i

+
−

. 

Решение. 

( )
=

−
+++

=
−

⋅+⋅+⋅+⋅
=

+−
++

=
−
+

2

2

22 94
3264

32
323222

)32)(32(
)32)(2(

32
2

i
iii

i
iiii

ii
ii

i
i  

( )
( ) iii

13
8

13
1

13
81

194
1384

−−=
+

=
−−
−++

= . 

4) Возведение в степень.

Из операции умножения комплексных чисел следует, что

)2sin2(cos22 ϕϕ irzzz +== . 

В общем случае получим 

)sin(cos ϕϕ ninrz nn += , или )sin(cos nArgzinArgzzz nn += ,

где n – целое положительное число. 
Это выражение называется формулой Муавра [Абрахам де 

Муавр (1667 – 1754) – английский математик]. Формулу Муавра 
можно использовать для нахождения тригонометрических функций 
двойного, тройного и т.д. углов. 
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Пример 6. Вычислить ( 3 − i)5 
.

Решение. 
Число iz −= 3  представим в тригонометрической форме 

)sin(cos ArgziArgzzz += , где модуль и аргумент находим по формулам: 

( ) ( ) 2413 2222 ==−+=+== bаzr ;

63
1-arctg

3
1arctgarctgаrg π

−=





=

−
==

a
bz ,т.к. z лежит в IV четверти. 

( ) 













 +−+






 +−=+= kikArgziArgzzz ππππ 2

6
sin2

6
cos2sincos . 

Для нахождения 5z  воспользуемся формулой Муавра: 

).2
6

5sin2
6

5(cos2)sin(cos 5 





 +−+






 +−=+= kiknArginArgzzz nn ππππ

).10
6

5sin10
6

5(cos325 





 +−+






 +−= kikz ππππ  









−=






−






=






−+






−=

2
1

2
332)

6
5sin

6
5(cos32)

6
5sin

6
5(cos325 iiiz ππππ = 









−=






−






−=






 −−






 −=

2
1

2
332)

6
sin

6
cos(32)

6
sin

6
(cos32 iii ππππππ . 

Окончательно получим 

( ) ii 163163
5

−−=− . 
Пример 7. Найти формулы sin2ϕ и cos2ϕ. 
Решение. Рассмотрим некоторое комплексное число в форме 

).sin(cos ϕϕ irz +=  
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Возведя правую и левую части в квадрат получим
)sinsincos2(cos 2222 ϕϕϕϕ −+= irz .Но по формуле Муавра квадрат 

комплексного числа равен 

)2sin2(cos22 ϕϕ irz += . 

Приравнивая левые части равенств, получим 

ϕϕϕϕϕϕ sincos2sincos2sin2cos 22 ii +−=+ . 

Два комплексных числа равны, если равны их действительные 
и мнимые части.Приравнивая их, получили известные формулы 
двойного угла: 

ϕϕϕ cossin22sin = , ϕϕϕ 22 sincos2cos −= . 

5) Извлечение корня из комплексного числа.

)sin(cos)sin(cos ψψρϕϕ iirz nn +=+= . 

Возводя в степень, получим: 

)sin(cos)sin(cos ϕϕψψρ irninn +=+ . 

Отсюда .;2; Zkknrn ∈+== πϕψρ  







 +

+
+

=+=
n

ki
n

krirz nnn πϕπϕϕϕ 2sin2cos)sin(cos , или







 +

+
+

==
n

kzi
n

kzzz nn ππ 2argsin2argcos .

Таким образом, корень n-ой степени из комплексного числа 
имеет n различных значений. 

Пример 8. Найти все значения 3 − 8 и построить их (рис. 1.5). 
Решение. 

88 =− ; ( ) π=−8аrg . 
Следовательно, 

( ) ( ) ( )( )kikArgziArgzzz ππππ 2sin2cos8sincos8 +++=+==− .
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Откуда по формуле 





 +

+
+

=
n

kzi
n

kzzz nn ππ 2argsin2argcos

имеем 

=





 +

+
+

=
3

2argsin
3

2argcos33 kzikzzz ππ

.,
3
2sin

3
2cos83 Zkkik

∈





 +

+
+

=
ππππ

 









+=






 +==

2
3

2
12

3
sin

3
cos2,0 1 iiwk ππ

; 

( ) 2012
3
2sin

3
2cos2,1 2 −=⋅+−=






 +

+
+

== iiwk ππππ
; 

31
2
3

2
12

3
4sin

3
4cos2,2 1 iiiwk −=








−=






 +

+
+

==
ππππ

. 
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Пример 9. Даны два комплексных числа .27;
2
71 21 iziz −−=−=  

Требуется 

а) найти значение выражения 

4

27
2
71

−



















−−

−

i

i
в алгебраической форме; 

б) для числа iz 322 −=  найти тригонометрическую форму, найти 
z20, найти корни уравнения .03 =− zw  

Решение. 
а) Очевидно, справедливо следующее преобразование: 

.
72
2716

72
272

72
414

414
72

27
2
71 44

4
44

4









−
−−

=







−
−−

=







−
−−

=







−−
−

=
















−−

− −

−

i
i

i
i

i
i

i
i

i

i

Далее производим деление двух комплексных чисел, умножая 
числитель на сопряженное к знаменателю: 

.
53
53

494
1444914

)72)(72(
)72)(27(

72
27 iiii

ii
ii

i
i

−=
−

=
+

+−−−
=

+−
+−−

=
−
−−  

Возводя полученное выражение в четвертую степень, получим 

16(-i)4 = 16i4=16 (i2)2=16(-1)2=16. 

б) Число iz 322 −=  представим в тригонометрической форме 
)sin(cos ArgziArgzzz += , где модуль и аргумент находим по формулам: 

( ) 4124322
2222 =+=+=+== bаzr ; 

( ) 060
3

3-arctg
2

32arctgarctgаrg −=−==
−

==
π

a
bz , т.к.  z  лежит  в 

IV четверти. 

( ) 













 +−+






 +−=+= kikArgziArgzzz ππππ 2

3
sin2

3
cos4sincos . 
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Для нахождения 20z  воспользуемся формулой Муавра 

).2
3

20sin2
3

20(cos4)sin(cos 20 





 +−+






 +−=+= kiknArginArgzzz nn ππππ

( ) ( ) =⋅−+⋅−= )2060sin2060(cos4 002020 iz  
=−= )1200sin1200(cos4 002020 iz

=+⋅−+⋅= ))1203603sin()1203603(cos(4 000020 i

.
2
3

2
14)120sin120(cos4 200020









+−=−= ii  

Если 03 =− zw , то 3 zw =

Откуда по формуле 





 +

+
+

=
n

kzi
n

kzzz nn ππ 2argsin2argcos

имеем 

=





 +

+
+

=
3

2argsin
3

2argcos33 kzikzzz ππ

.,
3

2
3sin

3

2
3cos4 Zk

k
i

k
∈















 +
−

+
+

−

=
ππππ

 







 −=






 −

+
−

==
9

sin
9

cos4
9

sin
9

cos4,0 1
ππππ iiwk ;







 +=















 +
−

+
+

−

==
9

5sin
9

5cos4
3

2
3sin

3

2
3cos4,1 2

ππππππ

iiwk ; 







 +=















 +
−

+
+

−

==
9

11sin
9

11cos4
3

4
3sin

3

4
3cos4,2 1

ππππππ

iiwk . 
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3.3. Показательная форма комплексного числа

Рассмотрим показательную функцию w = e z ; z = x + iy. 
Можно показать, что функция w может быть записана в виде 

w = e x+iy = e x (cos y + i sin y) . 

Данное равенство называется уравнением Эйлера. Вывод этого 
уравнения рассмотрен не будет.  

Для комплексных чисел справедливы следующие свойства, ко-
торые основываются на свойствах показательных выражений: 

1) ;2121 zzzz eee =+

2) ;
2

1
21

z

z
zz

e
ee =−

3) ;)( mzmz ee =  где m – целое число.

Если в уравнении Эйлера показатель степени принять за чисто 
мнимое число (х=0), то получим 

yiyeiy sincos += . 

Для комплексно сопряженного числа получим 

yiye iy sincos −=− . 

Из этих двух уравнений выражаем yy sinиcos : 










−
=

+
=

−

−

i
eey

eey

iyiy

iyiy

2
sin

2
cos

Этими формулами пользуются для нахождения значений сте-
пеней тригонометрических функций через функции кратных углов. 

Рассмотрим комплексное число в тригонометрической форме: 

)sin(cos ϕϕ irz += . 
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Для правой части этого равенства воспользуемся формулой Эйлера 

ϕϕϕ sincos iei += . 

Получим 
ϕirez = или iArgzezz = . 

Полученное равенство и есть показательная форма комплексного числа. 
Рассмотрим примеры действий с комплексными числами. 
Пример 10. Представить в показательной форме комплексное 

число iz −−= 1 (рис. 1.6). 
Решение. Показательная форма комплексного числа имеет вид 
iArgzezz = . Найдём zАrg  и z  по формулам, рассмотренным выше. 

( ) ( ) 211 2222 =−+−=+= baz , 

πππππ
4
3

4
arctg1

1
1arctgаrg −=−=−=+

−
−

=z , т.к. число лежит в 

III четверти,хотя из рис. 1.6 сразу видно, что π
4
3аrg −=z .Тогда

ik
Argz eeziz







 +−

==−−=
ππ 2

4
3

21 . 

Пример 11. Вычислить πie . 
Решение. По формуле Эйлера 

101sincos −=⋅+−=+= iiei πππ . 

y 

-1

 х 
z 

-1

Рис. 1. 6. Комплексное число iz −−= 1
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Задачи для решения в аудитории 

1. Выполнить действия:

1) (2 3 ) (2 3 )i i+ ⋅ − ; 2) 2(3 2 )i− ; 3) 3(2 )i+ ; 4) 1
1

i
i

+
−

; 5) 2
1

i
i+
. 

2. Следующие комплексные числа изобразить векторами на
плоскости и представить в тригонометрической форме записи: 

1) 2 2z i= − ; 2) 1 3z i= + ⋅ ; 3) 3z i= − − ; 4) 2z = − ; 5) 2z i= − .
3. Вычислить по формуле Муавра:
1) 10(1 )i+ ; 2) 6(1 3)i− ; 3) 5( 1 )i− + .
4. Найти все значения корней:
1) 3 1 ; 2) 3 i ; 3) 6 1− ; 4) 3 2 2i− + .
5. Решить двучленные уравнения:
1) 3 8 0x + = ; 2) 4 4 0x + = ; 3) 6 64 0x + = .

Ответы 

1. 1) 12 5z i= + ; 2) 5 12z i= − ; 3) 2 2z i= − + ; 4) z i= ; 5) 1z i= + .

2. 1) 2 2(cos sin )
4 4

z iπ π
= − ; 2) 2(cos sin )

3 3
z iπ π
= + ; 

3) 5 52(cos sin )
6 6

z iπ π
= − ; 4) 2(cos sin )z iπ π= + ;  

5) 2(cos sin )
2 2

z iπ π
= − . 

3. 1) 32i ; 2) 64; 3) 4 4i− . 4. 1) 1 31,
2
i− ± ; 2) 3,

2
ii ±

− ; 

3) 3,
2

ii ± ±
± . 

5. 1) 2,1 3i− ± ; 2) 1 i± ± ; 3) 2 , 3i i± ± ± .

Вопросы и задания для самопроверки 

1.Дайте определение комплексного числа и его геометрическую
иллюстрацию на плоскости. 

2. Как определяются модуль и аргумент комплексного числа?
3. Какие три формы записи комплексных чисел вы знаете (ал-

гебраическая, тригонометрическая и показательная)? 
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4. Как выполняются сложение и вычитание комплексных чисел?
5. По каким правилам выполняют умножение и деление ком-

плексных чисел? 
6. Какая формула применяется для возведения комплексного

числа в натуральную степень? 
7.Как извлекается корень n -й степени из комплексного числа?

сколько будет при этом различных значений корня? 
8. Как решаются двучленные уравнения вида Axn = ?

Индивидуальные задания 

Выполнить указанные действия: 

1. ( )
i

i
32

243

+
+ . 2. ( )

i
ii 2442 2 +

+− .

3. ( )
i
ii

−
+

+
3
212 . 4. ( )

i
ii

33
4317

+
−

+ .

5. ( )
i

ii
+
+

+
2

727 . 6. 
i
ii

21
5722

−
+

+ .

7. ( )
i
iii

21
571

−
−

+− . 8. 
i
ii

+
−

+
2

2722 .

9. ( )
i

i
21

518

+
+ . 10. ( )

i
ii
−
+

+
1

14 .

11. ( )
i

ii
5
122 2 ++ . 12. ( )

i
ii

−
−

+
1

61723 .

13. 
ii 31

43
+

+ . 
14. ( )( )

1
123 9

−
+

+−+
i
iii .
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15. ( )( )
i

iii −
++

512 21 . 16. ( ) ( ) ( )266,05,03,02,0 iii ++⋅− . 

17. ( ) ( ) ( )333333 iii +−⋅+ . 18. 
i
i

i
i

+
−

+
−
+

1
1

1
1 . 

19. ( )
i
ii

21
5737

−
+

+ . 20. ( )
i
ii

34
4325

−
−

+ .

21. 
ii

i
2

73
331

32
−

+
. 

22. 

( )2
2

1
13

i
ii

+
−

++ .

23. 
i

ii −
−

144 . 24. ( ) ( )3535,035,05,0 ii +−− . 

25. 4

2
71







 + i .
26. ( )2 1 i2 2 i

i
+

− +

27. 
( )i

ii
−

−
3
217 . 28. ( ) ( ) ( )2

62 i
1 i 2 2 i

3 i
−

⋅ + + −
+

29. ( ) 1
2

113
+

+
−⋅
i

ii . 
30. ( )

i
ii

−
+

−
2
16 2

15 . 

Задача 1. 

Представить комплексное число в тригонометрической форме: 

1. i+1 ; 2. i−1 ; 3. i+−1 ;

4. i−−1 ; 5. i2− ; 6. i33− ;

7. i+− 3 ; 8. i22 −− ; 9. i+3 ;
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10. i35,05,0 + ; 11. i33 +− ; 12. i333 − ;

13. i35,05,0 + ; 14. i4 ; 15. i7,07,0 +− ;

16. i31− ; 17. i22 +− ; 18. i3 ;

19. i22 +− ; 20. 
i

2
1

2
3
− ;

21. i62 −− ;

22. i−3 ; 23. 
i2

3
32
+− ;

24. i5− ;

25. i333− ; 26. i31+ ; 27. i2222 −− ;

28. i
2
1

2
1
−− ; 29. i8 ; 30. i22 +− .

Задача 2. 

Вычислить корень: 

1. 0223 =−− i ; 2. 0314 =+− i ; 3. 033 =− i ;

4. 015 =−i ; 5. 0623 =−− i ; 6. 077 =+ i ; 

7. 
0

3
14 =−

i ;
8. 0333 =−i ; 9. 02,12,1 =−− i ;

10. 0333 =−i ; 11. 014 =− i ;
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Решить уравнение: 

12. 0222 =−+ iz ; 13. 0314 =+− iz ; 14. 015 =++ iz ;

15. 0623 =+− iz ; 16. 0224 =+− iz ; 17. 0314 =++ iz ;

18. 036 =−− iz ; 19. 2z 7 7i 0− + = ; 20. 4 1z 1 i 0;
3

− − =

21. 0333 =−+ iz ; 22. 0623 =−− iz ; 23. 0134 =+− iz ;

24. 3z 1 3 i 0+ + = ; 25. 0263 =+− iz ; 26. 0333 =−− iz ;

27. 034 =+− iz ; 28. 03 =− iz ; 29. 083 =− iz ;

30. 0
8

3 =−
iz .

Задача 3. 

Представить число в показательной форме: 

1. 
i

2
3

2
1
+ ; 

2. 1 3i− ; 3. i333+ ;

4. i2222 −− ; 5. i1010 −− ; 6. i22 + ;

7. i333− ; 8. i22 − ; 9. i
32

7
2
7
+ ; 
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10. i55 +− ; 11. 
i

2
3

2
1
− ; 

12. i
2
1

2
1
+− ;

13. i31+ ; 14. i4 ; 15. 
i2

3
32
+− ;

16. i62 −− ; 17. 1 i− ; 18. i2 ;

19. i+− 3 ; 20. 2− ; 21. i ;

22. i+1 ; 23. i+−1 ; 24. i−−1 ;

25. i3− ; 26. i22 + ; 27. i322 − .

Контрольная работа по теме «Комплексные числа»

Вариант 1 

1.Выполнить действия ( )7 5 1
1 2

i i i
i

−
+ −

−
. 

2. Вычислить корень 3 2 6 i− − . 
3. Решить уравнение 4 1 3 0z i− + = .
4. Определить и построить множество точек, удовлетворяющих

данным неравенствам: 

а) Re 2z≥ − ; б) arg
4 4

zπ π
− ≤ ≤ . 
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Вариант 2 

1.Выполнить действия ( ) ( )9 13 2
1

ii i
i
+

+ ⋅ − +
−

. 

2. Вычислить корень 4 1 3 i+ . 
3. Решить уравнение 3 3 3 0z i− − = .
4. Определить и построить множество точек, удовлетворяющих

данным уравнениям или  неравенствам: 
а) ; б) . 

Вариант 3 

1.Выполнить действия 
4

1 7
2

i +
 
 

. 

2. Вычислить корень 3 2 6 i− − . 
3. Решить уравнение 4 2 2 0z i− + = .
4. Определить и построить множество точек, удовлетворяющих

данным неравенствам: 
а) Re z 2≥ − ; б) 2 2z i+ + ≥ . 

Вариант 4 

1.Выполнить действия ( )2
15 6 1

2
i

i
i

+
+

−
. 

2. Вычислить корень 3 3 i− .
3. Решить уравнение 4 1 3 0z i− + = .
4. Определить и построить множество точек, удовлетворяющих

данным уравнениям или неравенствам: 

а) arg
4

z π
= − ; б) Im 3z > . 

1 Re 2z− ≤ ≤ 2 4z i+ − =
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§4. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго
порядка с постоянными коэффициентами 

(Видео 3) 

Определение. Линейным однородным дифференциальным урав-
нением второго порядка с постоянными коэффициентами называет-
ся уравнение вида [4] 

0=+′+′′ qyypy ,     (1.35) 

где p  и q – постоянные величины. 
Теорема Коши для линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами (1.35) 
формируется следующим образом. 

Теорема Коши. При любых начальных данных ( )000 ;; yyx ′  зада-
ча Коши имеет, причем единственное, решение, т.е. при любых на-
чальных данных 000 ,, yyx ′  существует, причем единственное, решение 
уравнения (1.35), удовлетворяющее начальным условиям 
( ) ( ) 0000 ,` yxyxxy ′=′= . 

Определение. Два частных решения )(1 xy  и ( )xy2  уравнения (2.35)
образуют фундаментальную систему решений, если для любого x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .02121 ≠⋅′−′⋅= xyxyxyxyxW    (1.36)

Определение. Выражение ( )xW  называется определителем 
Вронского, или вронскианом, решений ( )xy1  и ( )xy2 .

Пример 1. Известно, что функции xey 2
1 = ; xey =2  и xey 2

3 5=
являются частными решениями уравнения 023 =+′−′′ yyy . 

Доказать, что решение 1y  и 2y  образуют фундаментальную сис-
тему решений, а 1y  и 3y  не образуют. 

Решение. xey 2
1 2=′ , xey =′2 , xey 2

3 25 ⋅=′ . 
Найдем вронскиан пары решений 1y  и 2y : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.02 322

21211

≠−=⋅−⋅=

=⋅′−′⋅=
xxxxx eeeee

xyxyxyxyxW
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Найдем вронскиан пары решений 1y  и 3y : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.010105210 442222

31312

=−=⋅−⋅=

=⋅′−′⋅=
xxxxxx eeeeee

xyxyxyxyxW

Вронскиан ( ) 01 ≠xW , следовательно, ( )xy1  и ( )xy2 образуют
фундаментальную пару решений. 

Вронскиан ( ) 02 =xW , следовательно, ( )xy1  и ( )xy3  не образуют
фундаментальную пару решений. 

Теорема (о структуре общего решения). Если два частных ре-
шения ( )xy1  и ( )xy2  линейного однородного дифференциального
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами образу-
ют фундаментальную систему, то общее решение этого уравнения 
имеет вид  

2211 yCyCy += ,      (1.37) 

где 1C  и 2C –произвольные постоянные. 
Выражение 2211 yCyC +  называется линейной комбинацией 

функций ( )xy1  и ( )xy2 .
Доказательство: докажем, что функция (1.37) является решением 

уравнения (1.35). Для этого подставим в уравнение (1.35) вместо y ли-
нейную комбинацию (1.37) и докажем, что оно превращается в тожде-
ство. Так как 1y , 2y  и являются решениями уравнения (1.35), то 

0111 =+′+′′ qyypy  и 0222 =+′+′′ qyypy .      (1.38) 

Далее имеем 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .022221111

221122112211

221122112211

=+′+′′++′+′′=
=++′+′+′′+′′=
=++′++″+

qyypyCqyypyC
yqCyqCypCypCyCyC
yCyCqyCyCpyCyC

Это означает, что функция (1.37) является решением уравнения (1.35). 
Теперь докажем, что формула (1.37) представляет общее реше-

ние уравнения (1.35). Для этого надо показать, что любое решение 
уравнения (1.35) можно получить из формулы (1.37) при некоторых 
значениях постоянных 1C  и 2C . Пусть ( )xy ϕ=  – какое-либо частное
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решение уравнения (1.35). Пусть, далее, 0x –некоторое число из об-
ласти определения решения ( )xy ϕ= ; обозначим ( ) 00 yx =ϕ ,
( ) 00 yx ′=′ϕ . Отсюда следует, что решение ( )xy ϕ=  удовлетворяет на-

чальным условиям с начальными данными ( )000 ,, yyx ′ . Осталось по-
казать, что решение ( )xy ϕ=  может быть получено из формулы (1.37) 
при надлежащих значениях 101 CC =  и 202 CC = . Для этого рассмот-
рим систему алгебраических уравнений 

( ) ( )
( ) ( )




′+′=′
+=

,
,

22110

22110

xyCxyCy
xyCxyCy

    (1.39) 

где ( )xy1  и ( )xy2 – решение из данной фундаментальной системы ре-
шений; ( )−′000 ,, yyx полученные выше начальные данные; 1C  и 2C –
неизвестные, которые предстоит определить.  

Умножая первое уравнение из (1.39) на ( )02 xy′ , второе – на
( )02 xy  и вычитая второе уравнение из первого, получим

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ),020020

102020201

xyyxyy
Cxyxyxyxy

⋅′−′⋅=
=⋅⋅′−′⋅

или )()()( 02002010 xyyxyycxW ⋅′−′⋅=⋅ , 
откуда ввиду того, что ( ) 00 ≠xW , найдем

( ) ( )
( )0

020020
101 xW

xyyxyyCC ⋅′−′⋅
== . 

Аналогично получаем 

( ) ( )
( )0

010020
202 xW

xyyxyyCC ⋅′−′⋅
−== . 

Рассмотрим частное решение, которое получается из выражения 
(1.37), если взять 101 CC =  и 202 CC = : ( ) ( ) ( )xyCxyCxy 220110 ⋅+⋅= .
Ввиду (1.39) составленное решение ( )xy  удовлетворяет начальным 
условиям с начальными данными ( )000 ,, yyx ′ , т.е. ( ) ( )00 xxy ϕ= , 
( ) ( )00 xxy ϕ′=′ . 
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Следовательно, согласно теореме Коши о единственности реше-
ния, удовлетворяющего данным начальным условиям, имеем 

( ) ( ) .220110 yCyCxyx ⋅+⋅==ϕ  (1.40) 

Найдем решение линейных однородных дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Для нахождения общего решения уравнения (1.35) достаточно най-
ти два его частных решения, образующих фундаментальную систему. 

Будем искать эти частные решения уравнений (1.35) в виде 

kxey = ,     (1.41)

где k=const. 
Тогда 

kxkey =′ ; kxeky ⋅=′′ 2 . 

Подставим выражение для yy ′,  и y ′′  в уравнение(1.35), получим 
 

02 =++ kxkxkx qepkeek , т.е. ( ) 02 =++ qpkkekx .

Так как 0≠kxe , то 

.02 =++ qpkk  (1.42) 

Определение. Уравнение (1.42) называется характеристиче-
ским уравнением линейного однородного дифференциального урав-
нения второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Для составления характеристического уравнения (1.42) доста-
точно в уравнении (1.35) заменить y ′′ , y′  и y  соответственно на 2k , 
k  и 1.  

Решив характеристическое уравнение по формуле 

2
42

2,1
qpp

k
−±−

=
, найдем его корни 1k  и 2k , а следовательно, и ча-

стные решения уравнения (1.35): 

., 21
21

xkxk eyey ==  (1.43) 
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При решении характеристического уравнения возможны три 
случая. 

Случай 1. Корни характеристического уравнения действитель-
ны и различны. 

В этом случае имеем два частных решения уравнения (1.35): 

xkey 1
1 =  и xkey 2

2 = . 

Покажем, что эти решения образуют фундаментальную систему 
решений. Для этого рассмотрим вронскиан: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,012121

22121

21212121

21

≠−=−=−

−=′−′=
+++ kkeekekeek

ekexyxyxyxyxW
xkkxkkxkkxkxk

xkxk

т.е. ( ) 021 ≠+ xkke  и 12 kk ≠ .
Следовательно, в этом случае решение общего уравнения (1.35) 

имеет вид 

xkxk eCeCy 21
21 += .      (1.44) 

Случай 2. Корни характеристического уравнения действитель-
ны и равны: kkk == 21 . 

В этом случае непосредственно находим лишь одно частное ре-
шение: kxxey =2 . 

Вторым частным решением является решение kxxey =2 . 
Действительно,  

( ) ( ) ( )kxexkeeexexxey kxkxkxkxkxkx +=+=
′

+′==′ 12 , 

( ) ( ) ( ) ( )
( ).2

111
2

2

xkke

kekxkekxekxey
kx

kxkxkxkx

+=

=++=′+++
′

=′′

Подставим выражение для y , y′  и y ′′  в уравнение (1.35), получим 

( ) ( )
( )[ ] .02

12
2

2

=++++=

=++++

pkqpkkxe

qxekxpexkke
kx

kxkxkx

65

Си
бА
ДИ



Так как k  является корнем характеристического уравнения 
02 =++ qpkk , корни квадратного трехчлена находятся по формуле 

2
42

2,1
qpp

k
−±−

= . 

Если kkk == 21 , то 042 =− qp , т.е. 
2
pk −=  или 02 =+ pk .

Покажем, что kxey =1  и kxxey =2  образуют фундаментальную 
систему решений. Для этого рассмотрим вронскиан: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] .01

1
22

2121

≠=−+=

=+=′−′=
kxkx

kxkx

ekxkxe

kxeexyxyxyxyxW

Таким образом, в этом случае общее решение уравнения (2.35) 
имеет вид 

( )xCCey kx
21 += .     (1.45) 

Случай 3. Корни характеристического уравнения комплексные: 

2
42

2,1
qpp

k
−±−

= ; 042 <− qp . 

Тогда 
( )

2
4

22
4 222

2,1
pqippqip

k
−

±−=
−±−

= . 

Обозначив 
2
pa −

= и 
2

4 2pq
b

−
= , получим: biak +=1  и 

( )02 ≠−= bbiak .
В этом случае bxey ax cos1 =  и bxey ax sin2 =  являются реше-

ниями уравнения (1.35), вычисляя вронскиан, убедимся, что они со-
ставляют фундаментальную систему. Действительно, 

( ) ( )
( ) ( ).sincossin

coscoscos1

bxbbxaebbxe

bxeabxebxey
axax

axaxax

⋅−⋅⋅=⋅−⋅+

+⋅⋅=′⋅+⋅
′

=′

( ) ( )
( ).cossincos

sinsinsin2

bxbbxaebbxe

bxeabxebxey
axax

axaxax

⋅+⋅=⋅⋅+

+⋅⋅=′⋅+⋅
′

=′
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Подставим выражения для ( )xy1 , ( )xy1′ , ( )xy2  и ( )xy2′  в вронски-
ан (1.36), получим 

( ) ( )−+=′−′= bxbbxaebxeyyyyxW axax cossincos2121

( ) ( )−+=−− bxbbxabxebxebxbbxae axaxax cossincossinsincos 2

( ) ( −+=−− bxbbxbxaebxbbxabxe axax 222 cossincossincossin
) ( ) .0sincossincossin 22222 ≠=+=+− bebxbxbebxbbxbxa axax

При вычислении воспользовались основным тригонометриче-
ским тождеством 1sincos 22 =+ αα . 

Таким образом, общее решение уравнения (1.35) в случае ком-
плексных корней характеристического уравнения имеет вид  

bxeCbxeCy axax sincos 21 += , или 

( )bxCbxCey ax sincos 21 += .    (1.46) 

Рассмотрим примеры решения дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами. 

Пример 2. Найти частное решение уравнения 0127 =+′+′′ yyy  
удовлетворяющее начальным условиям ( ) 10 =y ; ( ) 20 −=′y . 

Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y ′′ , 
y′ , y  на 2k , k , 1 соответственно, получим 01272 =++ kk . 

Корни найдем по формуле 

2
17

2
17

2
12477 2

2,1
±−

=
±−

=
⋅−±−

=k , 

откуда 31 −=k  и 42 −=k . 
Подставляя найденные значения 1k  и 2k  в формулу (1.44), полу-

чим общее решение xx eCeCy 4
2

3
1

−− += . 
Дифференцируя общее решение, получим 

( ) ( ) xxxx eCeCeCeCy 4
2

3
1

4
2

3
1 4343 −−−− −−=−+−=′ . 

Согласно заданным начальным условиям имеем 







−−=−

+=
⋅−⋅−

⋅−⋅−

04
2

03
1

04
2

03
1

432

1

eCeC

eCeC
, или 





−−=−
+=

21

21

432
1

CC
CC

  , 
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или ( )



−−−=−
−=

11

12

1432
1

CC
CC

, или




=
−=

1

12

2
1

C
CC

, 

откуда 21 =C  и 12 −=C . 
Таким образом, искомым частным решением является функция 

xx eey 432 −− −= . 

Пример 3. Найти решение уравнения  .06 =−′−′′ yyy  
Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y ′′ , 

y′ , y  на 2k , k , 1 соответственно, получим 062 =−− kk  . 

Корни найдем по формуле 
2

51
2

6411
2,1

±
=

⋅+±
=k , откуда 

31 =k  и 22 −=k . Подставляя найденные значения 1k  и 2k  в формулу 
(1.44), получим общее решение .2

2
3

1
xx eСeСy −⋅+⋅=  

Пример 4. Найти решение уравнения .0y16y8y =+′+′′  
Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y ′′ , 

y′ , y  на 2k , k , 1 соответственно, получим 01682 =++ kk . 

Корни найдем по формуле 4
2

08
2

164648
2,1 −=

±−
=

⋅−±−
=k , 

откуда 421 −== kk . Подставляя найденные значения k  в формулу 
(1.45), получим общее решение  

( ).21
4 xCCey x ⋅+⋅= −  

Пример 5. Найти решение уравнения .09 =+′′ yy  
Решение. Составим характеристическое уравнение 092 =+k ;

( ) .3199;9 2,1
2 ikk ⋅±=−⋅±=−±=−=  Уравнение имеет ком-

плексные корни 
По формуле (1.46) общим решением будет 

( ),3sin3cos 21
0 xСxСey x +⋅=

или .3sin3cos 21 xСxСy ⋅+⋅=  
Пример 6. Найти частное решение уравнения y′′ − 6y′ + 10y = 0 , 

удовлетворяющее начальным условиям ( ) ( ) .30,10 =′= yy  

( ).3;032,1 ==±= baik
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Решение. Составим характеристическое уравнение
.01062 =+− kk  

Корни найдем по формуле 

.3
2

26
2

46
2

104366
2,1 iik ±=

±
=

−±
=

⋅−±
= ( ).3;3 == ba  

По формуле (1.46) общим решением будет 

( ).sincos 21
3 xСxСey x ⋅+⋅⋅=

Дифференцируя общее решение, получим 
( ) ( ).cossinsincos3 21

3
21

3 xCxCexCxCey xx ⋅+⋅−++⋅=′
Подставив начальные условия ( ) ( ) 30,10 =′= yy , получим сис-

тему для определения :21 CиC  

( )
( ) ( )





⋅+⋅−+⋅+⋅⋅=

⋅+⋅⋅=

,0cos0sin0sin0cos33

,0sin0cos1

21
0

21
0

21
0

CCeCCe

CCe

или 
( )
( ) ( )




⋅+⋅−+⋅+⋅⋅=
⋅+⋅⋅=

,10101133
,0111

2121

21

CCCC
CC

или 





=+=
==

.0;33
.1;1

221

11

CCC
CC

Подставив полученные значения 0,1 21 == CC  в общее решение, 
получим xey x cos3 ⋅=  – искомое частное решение. 

Задачи для решения в аудитории 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-
чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

1. ;02 =−′+′′ yyy 2. ;02 =′−′′ yy
3. ;054 =+′−′′ yyy 4. ;04 =+′′ yy
5. при02 =+′−′′ yyy

( ) ( ) ;30,40 −=′= yy
6. при022 =+′+′′ yyy

( ) ( ) ;10,00 −=′= yy
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7. при0158 =+′−′′ yyy
( ) ,20 =y ( ) ;80 =′y

8. при052 =+′−′′ yyy
( ) ( ) ;30,10 =′= yy

9. при,016 =+′′ yy  
( ) ,10 =y ( ) ;40 =′y

10 при096 =+′−′′ yyy
( ) ,20 =y ( ) ;70 =′y

11. при,065 =+′+′′ yyy
( ) ( ) ;80,30 −=′= yy

12. ;044 =++′′ yy

13. ;09 =+′′ yy 14. при0106 =+′−′′ yyy
( ) ( ) ;30,10 =′= yy

15. ;06 =−′−′′ yyy 16. ;0107 =+′−′′ yy
17. ;0168 =+′+′′ yyy 18. .086 =+′−′′ yyy

Ответы 

1. 21y = C ex + C e−2x . 2. 21 ( ).sincosy = C + C e2x . 3. 21
2 xСxСey x +=  

4. y = (C1 cos 2x + C2 sin 2x). 5. y = 4ex − 7ex ⋅ х. 6. y = −e−x ⋅ sin x .
7. y = e3x + e5x . 8. y = ex (cos 2x + sin 2x). 9. y = cos 4x + sin 4x.

10. y = 2 ⋅ e3x + e3x ⋅ х.11. y = e−2x + 2 ⋅ e−3x . 12. ( ).21
2 xССey x ⋅+⋅= −  

13. y = С1 ⋅ cos3x + С2 ⋅ sin 3x. 14. y = e3x ⋅ cos x .
15. y = С1 ⋅ e

3x + С2 ⋅ e
−2x . 16. .5

2
2

1
xx eСeСy ⋅+⋅=  

17. ( ).21
4 xССey x ⋅+⋅= −  18. .2

2
4

1
xx eСeСy ⋅+⋅=  

Индивидуальные задания 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-
чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 
1.а) 065 =+′+′′ yyy , если ( ) 10 =y , ( ) 20 =′y ;

   б) 016 =+′′ yy ; 
   в) 096 =+′+′′ yyy . 

2. а) 02 =′−′′ yy , если ( )
2
30 =y , ( ) 10 =′y ;

 б) 0168 =+′+′′ yyy ; 
    в) 0256 =+′+′′ yyy . 

3. а) 0158 =+′+′′ yyy , если ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y ;
     б) 052 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ; 
     в) 02510 =+′−′′ yyy . 
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4 .а) 03 =′+′′ yy ; 
     б) 09 =+′′ yy , если ( ) 10 =y , ( ) 60 =′y ; 
     в) 03612 =+′+′′ yyy . 

5. а) 04914 =+′+′′ yyy ;
     б) 04 =′+′′ yy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ; 
     в) 044 =+′−′′ yyy . 

6.а) 04 =+′′ yy ;
     б) 082 =−′−′′ yyy ; 
     в) 0168 =+′−′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy . 

7. а) 023 =+′+′′ yyy , если ( ) 10 −=y , ( ) 10 =′y ;
     б) 0168 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ; 
     в) 016 =+′′ yy . 

8.а) 052 =+′+′′ yy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;
     б) 02 =−′′ yy ; 
     в) 04914 =+′−′′ yyy . 

9. а) 0=−′′ yy , если ( ) 20 =y , ( ) 10 =′y ;
     б) 064 =+′′ yy ; 
     в) 010020 =+′−′′ yyy . 

10.а) 0208 =+′−′′ yyy , если ( ) 20 =y , ( ) 80 =′y ;
б) 0127 =+′−′′ yyy ;
в) 02 =+′−′′ yyy . 

11. а) 043 =−′+′′ yyy ;
б) 052 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;

в) 0
4
1

=+′−′′ yyy .

12. а) 0149 =+′−′′ yyy ;
б) 0=−′′ yy ; 
в) 02510 =+′−′′ yyy , если ( ) 20 =y , ( ) 80 =′y . 

13. а) 023 =+′+′′ yyy , если ( ) 10 −=y , ( ) 30 =′y ;
б) 09 =+′′ yy ; 
в) 012122 =+′+′′ yyy . 

14. а) 0=−′′ yy ;
б) 0456 =+′−′′ yyy ; 
в) 096 =+′+′′ yyy , если ( ) 20 =y , ( ) 10 =′y . 
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15. а) 022 =+′−′′ yyy , если ( ) 10 =y , ( ) 30 =′y ;
б) 02 =′+′′ yy ; 
в) 02 =+′+′′ yyy . 

16. а) 086 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;
б) 016 =+′′ yy ; 

в) 0
4
1

=+′+′′ yyy .

17. а) 084 =+′+′′ yyy ;
б) 09 =−′′ yy , если ( ) 20 =y , ( ) 60 =′y ; 
в) 0169 =+′+′′ yy . 

18. а) 02 =−′−′′ yyy , если ( ) 30 =y , ( ) 00 =′y ;
б) 0816 =+′+′′ yyy ; 
в) 025 =+′′ yy . 

19. а) 078 =+′−′′ yy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;
б) 016 =+′′ yy ;
в) 01025 =+′−′′ yyy . 

20. а) 045 =+′−′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;
б) 01449 =+′+′′ yyy ; 
в) 0121 =+′′ yy . 

21. а) 02 =−′+′′ yyy ;
б) 096 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;
в) 022 =+′−′′ yyy . 

22. а) 0532 =−′−′′ yyy ;

б) 04 =+′′ yy , если 1
4

=





πy , 2

4
−=






′ πy ; 

в) 01664 =+′−′′ yyy . 
23. а) 056 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;

б) 081 =+′′ yy ; 
в) 044 =+′+′′ yyy . 

24. а) 078 =+′+′′ yyy , если ( ) ( ) 100 =′= yy ;
б) 04 =+′′ yy ; 
в) 0816 =+′+′′ yyy . 

25. а) 0=′+′′ yy , если ( ) ( ) 100 == yy ;
б) 016 =+′′ yy ; 
в) 016926 =+′+′′ yyy 3.25. 
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§5. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейное неоднородное уравнение отличается от однородного 
уравнения функцией в правой части. Линейное неоднородное уравне-
ние имеет вид 

( ),xfyqypy =⋅+′⋅+′′         (1.47) 

а соответствующее ему линейное однородное уравнение 

,0=⋅+′⋅+′′ yqypy  

которое, как известно, решается с помощью характеристического 
уравнения  

.02 =++ qpkk  

Сформулируем теорему о структуре общего решения неоднород-
ного уравнения (1.47). 

Теорема (о структуре общего решения). Общее решение неодно-
родного линейного дифференциального уравнения равно сумме  како-
го-либо частного решения этого уравнения и общего решения соот-
ветствующего однородного уравнения. 

Пусть y– общее решение уравнения ( ),xfyqypy =⋅+′⋅+′′ −чy
какое-либо частное решение неоднородного уравнения, −0y общее 
решение соответствующего однородного уравнения. 

Тогда 
чyyy += 0 . 

Таким образом, основная задача при решении неоднородного ли-
нейного дифференциального уравнения второго порядка состоит в 
нахождении какого-либо частного решения. 

На практике удобно применять методвариации произвольных по-
стоянных. 

5.1. Методвариации произвольных постоянных

При реализации этого метода сначала находят общее решение 
соответствующего однородного уравнения в виде [5]:  

y = C1 y1 + C2 y2 ; 
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Затем, полагая коэффициенты Ci функциями от х, ищется реше-
ние неоднородного уравнения: 

;)()( 2211 yxCyxCy +=

Можно доказать, что для нахождения функций Ci(x) надо решить 
систему уравнений 





=′′+′′
=′+′

)()()(
0)()(

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC

Пример 1. Решить уравнение .2sin xxyy −=+′′  
Решение.Решаем линейное однородное уравнение .0=+′′ yy  

.;;01 21
2 ikikk −===+  

Следовательно, общее решение однородного уравнения опреде-
ляется по формуле )sincos( xBxAey x ββα += . В данном случае 

1;0 == βα . Откуда 

;sincos xBxAy +=  

Заменяя коэффициенты А и В функциями от х, ищем решение не-
однородного уравнения в виде 

;sin)(cos)( xxBxxAy +=  

Для определения неопределённых коэффициентов А(х) и В(х) со-
ставляем систему уравнений 





−=′+′−
=′+′

.2sincos)(sin)(
;0sin)(cos)(

xxxxBxxA
xxBxxA

Решим эту систему: 










−=′−′−

′−=′

.2sin
sin

cos)(sin)(

;
sin
cos)()(

2
xx

x
xxAxxA

x
xxAxB
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





−=′

−=
′−

).2sin(cos)(

;2sin
sin

)(

xxxxB

xx
x
xA

Из соотношения xxxxxA sincossin2)( 2 −=′  найдем функцию А(х). 
( ) =∫−∫=∫ −= dxxxxdxxdxxxxxxA sincossin2sincossin2)( 22

=∫− xdxxx sinsin
3
2 3 =









−==
==

xvdxdu
xdxdvxu
cos;

;sin;

.sincossin
3
2coscossin

3
2

1
33 Cxxxxxdxxxx +−+=∫−+=  

Аналогично вычисляемВ(х). 

=








==
==

=∫ ∫−=
;sin;

;cos;
sincos2cos)( 2

xvdxdu
xdxdvxu

xdxxxdxxxB

xxdxxx 3cos
3
2sinsin +∫−= .cossincos

3
2

2
3 Cxxxx +++=  

Подставляем полученные значения в формулу общего решения 
неоднородного уравнения: 

.sincos)cos(sin

)cos(sincossin
3
2sincossinsin

cossin
3
2coscossincoscossin

3
2

21
22

22
2

2

3
1

23

xCxCxxx

xxxxxCxxxx

xxxCxxxxxxy

++++

++=+++

+++−+=

Окончательно получим решение в виде 

;sincos2sin
3
1

21 xCxCxxy +++=  

Таким образом, удалось избежать нахождения частного решения 
неоднородного уравнения методом подбора. 

Вообще говоря, метод вариации произвольных постоянных при-
годен для нахождения решений любого линейного неоднородного 
уравнения. Но т.к. нахождение фундаментальной системы решений 
соответствующего однородного уравнения может быть достаточно 
сложной задачей, этот метод в основном применяется для неоднород-
ных уравнений с постоянными коэффициентами. 
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Рассмотрим ещё один из методов нахождения частного решения 
неоднородного уравнения, когда правая часть уравнения )(xf  имеет 
специальный вид. К таким функциям )(xf  относятся следующие 
функции: экспонента ( );conste x =αα  многочлены n-й степени отно-
сительно переменной х ( );xPn  тригонометрические функции

,sin;cos nxnx  а также их  произведения. 

5.2. Метод неопределенных коэффициентов

Этот метод иначе называется методом подбора частного решения 
−чy  уравнения (1.47) по виду правой части ( )xf [6].

Пусть правая часть ( )xf уравнения (1.47) имеет вид
x

п e(x)Рf(x) α⋅= , т. е. представляет собой  произведение экспоненты на 
многочлен, где ( ) −− xPnconst;α  многочлен n-й относительно х. В
этом случае уравнение примет вид 

x
п e(x)Рyqypy α⋅=⋅+′⋅+′′ .     (1.48) 

Тогда возможны следующие варианты: 
1. Число α  не является корнем характеристического уравнения

.02 =++ qpkk  

Тогда частное решение нужно искать в виде ( ) ,x
nч exQy α⋅= где

( )−xQn многочлен той же степени, что и данный многочлен ( )xPn , но
с неопределенными коэффициентами. 

2. Число α есть простой (однократный) корень характеристиче-
ского уравнения (т. е. α  совпадает с одним корнем характеристиче-
ского уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в ви-
де ( ) xexQy x

nч ⋅⋅= α . 
3. Число α  есть двукратный  корень характеристического урав-

нения (т. е. α  совпадает с двумя равными корнями характеристиче-
ского уравнения). В этом случае частное решение нужно искать ввиде 

( ) .2xexQy x
nч ⋅⋅= α  Неизвестные (неопределенные) коэффициенты 

многочлена ( )xQn  находим из условия, что функция чy  является ре-
шением уравнения (1.48), т. е. удовлетворяет этому уравнению. 

Пусть правая часть ( )xf уравнения(1.47)имеет вид 
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( ) ,sincos xNxMxf ββ ⋅+⋅=  

где NиM  – постоянные числа. Тогда вид частного решения чy
определяется следующим образом: 

• Если число iβ   не есть корень характеристического уравнения ,
то частное решение чy  имеет вид 

,sincos xBxAyч β⋅+β⋅=  

где А и В – постоянные неопределенные коэффициенты. 
• Если число iβ  есть корень характеристического уравнения, то

( )cos sin .чy A x B x xβ β= ⋅ + ⋅ ⋅  
Сделаем важное замечание. Даже тогда, когда в правой части 

уравнения стоит выражение, содержащее только xβcos  или только 
,sin xβ  следует искать частное решение в том виде, в каком оно было 

указано, т. е. с синусом и косинусом. Иными словами, из того, что 
правая часть не содержит xβcos  или ,sin xβ  не следует, что частное 
решение уравнения не содержит этих функций. 

На основании вышеизложенного можно составить табл. 1.2, кото-
рой удобно пользоваться при решении дифференциальных уравнений. 

Таблица 1.2 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 
 порядка с постоянными коэффициентами 0=+′+′′ qyypy . 

Заменить y ′′ , y′  и y  соответственно на 2k , k  и 1. ( ).*02 =++ qpkk

Найти .
2

42

2,1
qpp

k
−±−

=  

Случай 1.Корни характери-
стического уравнения дей-
ствительны и различны 

12 kk ≠  
xkxk eCeCy 21

21 +=  

Случай 2.Корни характери-
стического уравнения дей-
ствительны и равны 

kkk == 21 ( )xCCey kx
21 +=  
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Случай 3. Корни характери-
стического уравнения ком-
плексные 

Введем042 <− qp

Тогда.12 −=i  
( )222 44 pqiqp −=−

или 
biak ±=2,1

( )bxCbxCey ax sincos 21 +=

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами )(xfqyypy =+′+′′ , ,oч yyy +=  

уо – решение однородного уравнения, уч – частное решение неоднородного . 
Случай 1. 

ax
п e(x)Рf(x) ⋅=

21, kаkа ≠≠ ax
пч e(x)Qy ⋅=

12 kka ≠= ax
пч e(x)Qxy ⋅⋅=

12 kka == ax
пч e(x)Qxy ⋅⋅= 2

Случай 2. 

))(
)(()(

xQ
xPexf

n

n
x

+
+= α

z=a+biне является корнем характеристического уравнения (*) 
( )bxхTbx(x)Se nп

ax
ч sin)(cosy +=

z=a+biявляется корнем характеристического уравнения (*) 
( )bxхTbx(x)Sхe nп

ax
ч sin)(cosy +=

Рассмотрим примеры, на которых покажем не только принцип 
применения метода, но и порядок оформлениярешения. 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

.151624127 2 −+=+′+′′ xxyyy  
Решение. 
1. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:

.01272 =++ kk  

.
2

17
2

48497
2,1

±−
=

−±−
=k  

.4;3 21 −=−= kk  
2. Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле xkxk eCeCy 21
21 += : 

3 4
0 1 2 .x xy C e C e− −= ⋅ + ⋅  
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3. Запишем формулу, по которой следует искать частное решение
чy  данного уравнения. Для этого сравним  правую часть уравнения 
( ) 151624 2 −+= xxxf  с общим видом правой части: 

( ) ( ).xPexf n
x ⋅= α

151624 2 −+ xx  – многочлен второй степени с коэффициентами 
24; 16; –15.  

В данном случае показательная функция 1=xeα , т. е. .0=α  Так 
как 0=α  не совпадает ни с одним из корней характеристического 
уравнения  ( )1 23; 4k k= − = − , частное решение нужно искать в виде 

.2 CBxAxyч ++=  
( ) −++= CBxAxxQn

2  многочлен второй степени  )2( =n , неиз-
вестные (неопределенные) коэффициенты А, В, С  этого многочлена 
нужно найти, подставив выражения "'

ччч y,y,y   в данное уравнение. 
4. Запишем "'

ччч y,y,y   столбиком: 

.21
;27

;12

"

'

2

Ay
BAxy

СBxAxy

ч

ч

ч

=
+=

++=

Слева указаны коэффициенты 12, 7, 1, на которые следует умно-
жить "'

ччч y,y,y , чтобы получить левую часть уравнения 
.151624127 2 −+=+′+′′ xxyyy  В левой части  получим многочлен 

второй степени с неопределенными коэффициентами, который  дол-
жен быть равен данному многочлену второй степени в правой части. 
Два многочлена будут равны тогда и только тогда, когда равны коэф-
фициенты при одинаковых степенях х.  

Запишем столбиком полученные уравнения: 









−=++
=+

=

.151272
;161214

;2412

0

1

2

CBAx
BAx

Ax
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Имеем систему трех уравнений с тремя неизвестными коэффици-
ентами А, В, С.  

Решив ее, найдем 1,1,2 −=−== CBA . 
Частное решение:   .12 2 −−= xxyч  
5. Общее решение данного уравнения:

чyyy += 0 , 
или 

.12 24
2

3
1 −−++= −− xxeСeСy xx  

Пример 3. Найти общее решение уравнения  .32 xeyyy =−′+′′  
Решение. 
1. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:

.1;2,02 21
2 =−==−+ kkkk  

2. Запишем общее решение соответствующего однородного диф-
ференциального уравнения по формуле xkxk eCeCy 21

21 += : 

.2
2

10
xx eСeСy += −

 
3. Сравним правую часть данного дифференциального  уравнения

( ) xexf 3=  с ( ) ( ).xPexf n
x ⋅= α Отметим, что 1=α   совпадает с одним 

корнем характеристического уравнения; многочлен – число 3 – нуле-
вой степени, т. е. 0=n . Поэтому частное решение чy  следует искать 
в виде .xeAy x

ч ⋅⋅=  
4. Запишем

.1
,1

,2

"

'

xeAeAeAy
xeAeAy

xeAy

xxx
ч

xx
ч

x
ч

⋅⋅+⋅+⋅=
⋅⋅+⋅=

⋅⋅=−

Подставив выражения "'
ччч y,y,y  с указанными коэффициентами 

в данное дифференциальное уравнение, получим 

xxxxxx exeAxeAeAxeAeA 322 =⋅⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅ , 
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или 
,33 xx eeA =⋅

откуда  .1=A  Частное решение: .x
ч exy ⋅=  

5. Искомое общее решение данного уравнения:

.2
2

1
xxx exeСeСy ⋅+⋅+⋅= −  

Пример 4. Найти общее решение уравнения .xexyy −⋅=−′′  
Решение. 
1. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:

.1;1;01 21
2 =−==− kkk  

2. Запишем общее решение соответствующего однородного диф-
ференциального уравнения по формуле xkxk eCeCy 21

21 += : 

.С210
xx eeСy ⋅+⋅= −  

3. Сравним правую часть данного уравнения ( ) xexxf −⋅=  с
( ) ( ).xPexf n

x ⋅= α Отмечаем, что 1−=α  совпадает с одним корнем 
характеристического уравнения и многочлен х степени  .1=n  Поэто-
му частное решение следует искать в виде ( ) .x

ч exBAxy −⋅⋅+=  
4. Так как требуется найти ,"'

ччч y,y,y  удобнее записать чy  в ви-
де ( ) .2 x

ч eBxAxy −⋅+=  
Запишем "'

ччч y,y,y  столбиком: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) .2221
,20

,1

2"

2'

2

xxxx
ч

xx
ч

x
ч

eBxAxeBAxeBAxeAy
eBxAxeBAxy

eBxAxy

−−−−

−−

−

⋅++⋅+−⋅+−⋅=
⋅+−⋅+=

⋅+=−

Подставим выражения "
чч y,y  с указанными коэффициентами в 

данное уравнение. Получим равенство 

( ) ( ) ( ) .222 22 xxxxx exeBxAxeBxAxeBAxeA −−−−− ⋅=⋅+−⋅++⋅+−⋅
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Разделим уравнение на 0≠−xe   и упростим: 

( ) ,222 xBAxA =+−  
.242 xBAxA =−−  





=−
=−

,022
;14

0

1

BAx
Ax





−=
−=

.4/1
;4/1

B
A

 

Частное решение: ( ) .
4
1 2 x

ч exxy −⋅+−=

5. Общее решение дифференциального уравнения:

( ) .
4
1 2

21
xxx exxeСeСy −− ⋅+−⋅+⋅=

Пример 5. Решить уравнение .3cos23sin423 xxyyy +=+′+′′  
Решение. 
1. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:

;0232 =++ kk  

.
2

13
2

893
2,1

±−
=

−±−
=k  

.2;1 21 −=−= kk  

2. Запишем общее решение соответствующего однородного диф-
ференциального уравнения по формуле xkxk eCeCy 21

21 += : 

.2
210

xx eСeСy −− ⋅+⋅=  

3. Сравним правую часть уравнения  ( ) xxxf 3cos23sin4 +=  с
( ) xNxMxf ββ sincos ⋅+⋅= . Здесь  .3,0;4,2 ==== βαNM  Так 

как числа ii 3±=± β  не являются корнями характеристического урав-
нения, частное решение следует искать в виде 

.3sin3cos xBxAyч ⋅+⋅=  
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4. Найдем "'
чч y,y  и запишем столбиком 

.3sin93cos91
,3cos33sin33

,3sin3cos2

"

'

xBxAy
xBxAy

xBxAy

ч

ч

ч

⋅−⋅−=
⋅+⋅−=

⋅+⋅=

Подставив эти выражения в данное дифференциальное уравне-
ние, получим  

=⋅+⋅+⋅+⋅−⋅−⋅− xBxAxBxAxBxA 3sin23cos23cos93sin93sin9cos9
xx 3cos23sin4 += , или 

( ) ( ) .3cos23sin4973cos973sin xxBAxABx +=+−⋅+−−⋅  
Приравниваем коэффициенты при x3sin  и x3cos в левой и 

правой частях уравнения, получим систему уравнений 





=+−
=−−

,2973cos
;4973sin

BAx
ABx

.
13
1;

13
5

−=−= BA  

Частное решение: .3sin
13
13cos

13
5 xxyч −−=  

5. Общее решение данного дифференциального уравнения:

.3sin
13
13cox

13
52

21 xxeCeCy xx −−⋅+⋅= −−  

Пример 6. Решить уравнение .cos252 xyyy =+′+′′  
Решение. 
1. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:

;0522 =++ kk  

iik 21
2

42
2

2042
2,1 ±−=

±−
=

−±−
= ( ).2;1 =−= ba  

2. По формуле (11.16) общим решением будет

( ).2sin2cos 210 xCxCey x ⋅+⋅⋅= −
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3. Cравним правую часть уравнения ( ) xxf cos2=   с 
( ) .sincos xNxMxf ββ ⋅+⋅=  

Здесь .1;0,2 === βNM  Числа ii ±=± β  не являются корня-
ми характеристического уравнения.  

Частное решение следует искать в виде 

.sincos xBxAyч ⋅+⋅=  

4. Запишем

.sincos1
,cossin2
,sincos5

"

'

xBxAy
xBxAy
xBxAy

ч

ч

ч

−−=
+−=
+=

Подставив "'
ччч y,y,y  в уравнение, получим 

,cos2sin5cos5cos2sin2sincos xxBxAxBxAxBxA =+++−−−  
или ( ) ( ) .cos224cos24sin xBAxABx =+⋅+−⋅  





=+
=−

.224cos
;024sin

BAx
ABx

.
5
1;

5
2

== BA  

Частное решение: .sin
5
1cos

5
2 xxyч +=  

5. Общее решение данного дифференциального уравнения:

( ) .sin
5
1cos

5
22sin2cos 21 xxxСxСey x +++= −

Задачи для решения в аудитории 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы на-
чальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

1. ( ) ;30,4)0(;4 ' −===+′′ yyeyy x   2. ;62 xxeyyy =+′−′′
3. ;32 xxeyyy =−′+′′ 4. ;sin4 xyy =+′′
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5. ;2xyy −=−′′ 6. при22 xxeyyy −=+′+′′
( ) ( ) ;00,00 =′= yy

7. 0158 =+′−′′ yyy при ( ) 20 =y ,
( ) 80 =′y ;

8. 052 =+′−′′ yyy при
( ) ( ) 30,10 =′= yy ;

9. 016 =+′′ yy , при ( ) 10 =y ,
( ) 40 =′y ;

10. при096 =+′−′′ yyy
( ) ,20 =y ( ) ;70 =′y

11. 065 =+′−′′ yyy , при
( ) ( ) 80,30 −=′= yy ;

12. ;0168 =+′+′′ yyy

13. ;09 =+′′ yy 14. 0106 =+′−′′ yyy , при
( ) ( ) .30,10 =′= yy

Ответы 

( ) .2sin5cos2.1 xexxy +−= ( ) ..2 3
21

xexxCCy ⋅++=

.
32

.3
2

2
21

xxx exxeСeСy ⋅







−+⋅+⋅= −

( ) .cos2sincos.4 21 xxxCxCy −+=

.2.5 2
21 ++⋅+⋅= − xeСeСy xx ( ).sin.6 xxey x −⋅= − ..7 53 xx eey +=

( ).2sin2cos.8 xxey x += .4sin4cos.9 xxy +=

.2.10 33 хeey xx ⋅+⋅= .2.11 32 xx eey −− ⋅+= 12. ( ).21
4 xССey x ⋅+⋅= −

13. .3sin3cos 21 xСxСy ⋅+⋅=  14. xey x cos3 ⋅= .

Индивидуальные задания 

Найти общее решение неоднородного линейного дифференци-
ального уравнения, используя метод подбора коэффициентов частно-
го решения (метод неопределенных коэффициентов) 

( ) xexxyyy 3223.1.3 ⋅+=+′−′′ . xexyyy 244.2.3 ⋅=+′−′′ . 
.3.3 xexyyy 35346 −⋅=+′+′′ . xexyyy 3516249.4.3 ⋅−=+′+′′ . 

xyyy +=+′+′′ 122.5.3 . xexyyy ⋅=+′−′′ 23.6.3 . 
xeyyy −⋅=+′−′′ 1023.7.3 . 32.8.3 xyyy =+′−′′ . 

xexyyy 25346.9.3 −⋅=+′+′′ . xeyy x 23.10.3 +⋅=′+′′ − . 
3.11. .6sin44 2'" xeyyy x−=+−  3.12. y '' +2y (2' xe−= sinx+cosx). 

85

Си
бА
ДИ



3.13. .2 42 xexyyy ⋅=−′+′′  3.14. y =+ y" 2cos7x+3sin7x. 
3.15. .2'" +=− xyy  3.16. .2sin52 '" xyyy −=++  
3.17. 25346 xyyy =+′+′′  ).cos3sin5(84.18.3 '" xxeyyy x −=+−  

.12.19.3 2'" −+=++ xxyyy  3.20. ).cos(sin2 '" xxeyy x +=+  

3.21. .32'" +=− xyy  3.22. xeyyy x 3sin44 2'" =+−  
.4cos136.23.3 3'" xeyyy x−=++  3.24. .163 '" −=+ xyy  

3.25. .296 2 xxyyy +=+′−′′  
Видео 4. 

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Что называется дифференциальным уравнением первого порядка?
2. Что называется общим решением дифференциального уравне-

ния первого порядка, интегральными кривыми? 
3. Дайте геометрическую иллюстрацию частного и общего реше-

ний дифференциального уравнения первого порядка. 
4. Сформулируйте задачу Коши.
5. Дайте определение дифференциального уравнения с разде-

ляющимися переменными и укажите метод его интегрирования. 
6. Сформулируйте теорему существования и единственности реше-

ния дифференциального уравнения с разделяющимися переменными. 
7. Дайте определение однородного дифференциального уравне-

ния и способа его решения. 
8. Что называется линейным дифференциальным уравнением

первого порядка? Дайте способ его решения. 
9. Сформулируйте теорему Коши для линейного дифференциаль-

ного уравнения. 
10. Что называется линейным дифференциальным уравнением

второго порядка? 
11. Сформулируйте задачу Коши для линейного дифференциаль-

ного уравнения второго порядка. 
12. Дайте определение фундаментальной системы решений и оп-

ределителя Вронского. 
13. Докажите теорему о структуре общего решения.
14. Дайте определение характеристического уравнения.
15. Назовите структуру решения линейного однородного диффе-

ренциального уравнения. 
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Контрольная работа по разделу «Дифференциальные уравнения» 

Задание. Решить дифференциальные уравнения: 

1. 1) ;2334 22 dxxyydyxydyхdx −=−  2) ;011 22 =+′++ xyyyх

3) ( ) 11,2 ==−′ yx
x
yy ; 

4) xxxyy sin2ctg =−′ ;

5) ( ) 02 =′−′′ yyy ; 6) ;174223 2 −−=+′+′′ xxyyy

7) ( );cossin42 xxeyy x +=′+′′ .

2. 1) ;1 22 ydyxydydxy =−+  2) ;023 22 =+++ dyxydxyх

3) xxyy 2costg =−′ ; 4) xx
x

yy 2
2

2 +=
+

−′ ; 

5) ( ) 012 =+′+′′ yyy ; 6) ( ) ( ) ;
7
20,10,3 2 −=′==′−′′ yyxyy  

7) xeyyy x 6sin44 2−=+′−′′ .

3. 1) ;3 22 ydyxydydxy =−+ 2) ;3266 22 dxxyydyxydyхdx −=− ;

3) ( )1
1

+=
+

−′ xe
x

yy x ; 4) ( ) ππ 2,sin ==−′ yxx
x
yy ; 

5) 0=′−′′ yyx ; 6) ;1282 2xeyyy =−′+′′

7) ( )xxeyy x cossin2 +−=′+′′ .
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4. 1) ( ) ;05 22 =++ dxyedye xx

2) ;01
1
1

2

2
=+

+
+′

y
xyy

3) x
x
yy sin=+′ ; 4) ( ) ;

7
20,

2
2 −==+′ yx

x
yy  

5) ( ) 03 2 =′+′′ yyy ; 6) ;3276 3xeyyy =−′−′′

7) xxyy 7cos37sin2 +=+′′ .

5. 1) ;2366 22 dxxyydyxydyхdx −=−  2) ;045 22 =+++ dyxydxyх

3) ( ) 20,
1
2

1
2

2

2

2 =
+

=
+

+′ y
x

xy
x

xy ; 4) xe
x

x
x
yy 1+
=+′ ; 

5) ( ) 02 =′+′′ yyy ; 6) ;121062 2 +−=′−′′ xxyy

7) xyyy 2sin52 −=+′+′′ .

6. 1) ( ) ;04 =−+ dxedyey xx 2) ;04 22 =−′++ xyxхy

3) ( ) 51,121
3 =−=−′ y

x
y

x
y ; 4) ( ) 212

2
2

x
x

xyy =
−

+′ ; 

5) ( )212 yyy ′+=′′ ; 6) ;134 −=+′−′′ xyyy ;

7) 
( )xxeyyy x cos3sin584 −=+′−′′ .
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7. 1) ;222 22 dxxyydyxydyхdx −=−  2) ;014 22 =+++ dyxydxyх

3) 32 x
x
yy =+′ ; 4) ( ) ( ) 20,1

1
2 2 =+=
+

−′ yxey
x

y x ; 

5) yxxy =′′ ln ; 6)
;1521624127 2 −+=+′+′′ xxyyy  

7) ( )xxeyy x cossin2 +=′+′′ .

8. 1) ( ) ;08 =−+ dxyedye xx 2) ;36 22 dxxyydyxydyхdx −=−

3) ( ) 31,3 ==+′ yx
x
yy ; 4) 1

1
2 2
2 +=
+

−′ x
x

xyy ;

5) ( ) 02 2 =′+′′ yyy ; 6) xeyyy =+′−′′ 2 ;

7) xeyyy x 3sin44 2=+′−′′ .

9. 1) 0ln =′+ yxyy ; 2) ;01 22 =−′++ xyxхy

3) ( ) 21,23
3 ==+′ y

xx
yy ; 4) xxexyy x sin2

2−=+′ ; 

5) yyx ′=′′2 ; 6) xeyyy 21282 =−′+′′ ;

7) xeyyy x 4cos136 3−=+′+′′ .

10. 1) ( ) ;4 dxyeey xx =+′ 2) ;3226 22 dxxyydyxydyхdx −=−

3) ( )31
1

2
+=

+
−′ x

x
yy ; 4) ( ) 10,1

==+′ y
e

yy x ;
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5)( ) ( )221 yyy ′=′′− ; 6) xyyy =−′+′′ 54 ;

7) xxyy 3sin33cos2 −=+′′ .

11. 1) ( ) 0ln1 =′++ yxyy ; 2) ;013 22 =′−++ yyxy

3) 2x
x
yy =+′ ; 4) ( ) 20,2

2
==+′ − yxexyy x ;

5) ( ) 021 2 =′−′′+ yxyx ; 6) xeyyy 22 =−′+′′ ;

7) xyyy sin252 −=+′+′′ .

12. 1) ( ) xx eeyy =+′ 3 ; 2) ;22 dxxyydyxydyхdx −=−

3) ( ) 40,
cos
2tg ==−′ y

x
xxyy ; 4) 3xyyx =−′ ;

5) ( )22 yyy ′=′′ ; 6) xeyyy =+′−′′ 23 ;

7) ( )xxeyyy x cos4sin384 +−=+′−′′ .

13. 1) ( ) ;044 22 =+++ dyyyxdxy  2) ( ) xx eeyy =+′ 1 ;

3) 1
1 2 =
−

+′ y
x

xy ; 4) ( ) 11,2 −==−′ y
x
yy ; 

5) 0=′−′′ yyx ; 6) xeyyy 2622 =+′−′′ ;

7) ( )xxeyy x cossin102 +=′+′′ .
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14. 1) ( ) ;023 22 =+++ dxydyyyx  2) ;2 22 dxxyydyxydyхdx −=−

3) xeyy 24 =−′ ; 4) ( ) 10,
12 ==

+
−′ yx

x
yxy ; 

5) ( ) 02 3 =′+′′ yyy ; 6) xeyyy 244 =+′−′′ ;

7) xeyyy x 5sin44 2=+′−′′ .

15. 1) ;015 22 =−′++ xyyy 2) ;0222 22 =′−++ yxxyx

3) ( ) 20,2
2

−==+′ − yxexyy x ; 4) 
x
x

x
yy 1ln +
=+′ ;

5) ( ) ;21 2 xyxyx =′−′′+ 6) ;22 2xeyyy =−′−′′

7) xxyy 5cos35sin2 +=+′′ .

16. 1) ( ) ( ) ;02222 =−++ dyyxxdxyхy  2) 02 =+′ yyx ;

3) xyy 42 =+′ ;
4) ( ) 30,

cos
1tg −==+′ y

x
xyy ; 

5) ( ) tgy2 yy ′′=′ ; 6) 22556 2 −=+′+′′ xyyy ;

7) xyyy 2sin1752 −=+′+′′ .

17. 1) ;2334 22 dxxyydyxydyхdx −=−  2) ;011 22 =+′++ xyyyx

3) ( ) 11,1 2 ==−′ yxy
x

y ; 
4) xxxycy sin2tg =−′ ;

5) ( ) 02 =′−′′ yyyy ; 6) ;174223 2 −−=+′+′′ xxyyy

7) ( )xxeyy x cossin42 +=′+′′ .
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18. 1) ;4 22 ydyxydydxy =−+ 2) ;023 22 =+++ dyxydxyx

3) xxyy 2costg =+′ ; 4) xx
x

yy 2
2

2 +=
+

−′ ; 

5) ( ) 012 =+′+′′ yyy ; 6) ( ) ( )
7
20,10,3 2 −=′==′−′′ yyxyy ; 

7) xeyyy x 6sin44 2−=+′−′′ .

19. 1) ;9 22 ydyxydydxy =−+ 2) ;3266 22 dxxyydyxydyхdx −=−

3) ( )1
1

1
+=

+
−′ xey

x
y x ; 4) ( ) ππ 2,sin1

==−′ yxxy
x

y ;

5) 0=′−′′ yyx ; 6) xeyyy 21282 =−′+′′ ;

7) ( )xxeyy x cossin22 +−=′+′′ .

20. 1) ( ) 05 22 =++ dxyedye xx ;
2) ;01

1
1

2

2
=+

−

−′
y
xyy

3) ;sin x
x
yy =+′ 4) ( )

7
21,

2
2 ==+′ yx

x
yy ; 

5) ( ) 03 2 =′+′′ yyy ; 6) xeyyy 33276 =−′−′′ ;

7) xxyy 7sin37cos2 +=+′′ .
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21. 1) ;2366 22 dxxyydyxydyхdx −=−  2) ;045 22 =+++ dyxydxyх

3) ( ) ;20,
1
2

1
2

2

2

2 =
+

=
+

+′ y
x

x
x

xyy 4) ;1 xe
x

x
x
yy +
=+′

5) ( ) 02 =′+′′ yyy ; 6) 121062 2 +−=′−′′ xxyy ;

7) xyyy 2sin52 −=+′+′′ .

22. 1) ( ) 04 =−+ dxedyey xx ; 2) ;04 22 =++′− xxyyx

3) ( ) ;51,12
3 =−=−′ y

xx
yy 4) ( ) ;

212 2
x

x
yxy =
−

+′

5) ( )212 yyy ′+=′′ ; 6) 134 −=+′−′′ xyyy ;

7) ( )xxeyy x cos3sin5 −=+′′ .

23. 1) ;222 22 dxxyydyxydyхdx −=− 2) ;014 22 =+++ dyxydxyх

3) ;2 3x
x
yy =+′ 4) ( ) ( ) ;20,1

1
2 2 =+=
+

−′ yxe
x

yy x

5) yxyx ′=′′ ln ; 6) 151624127 2 −+=+′+′′ xxyy ;

7) ( )xxeyy x cossin2 +=′+′′ .

24. 1) ( ) 08 =−+ dxyedye xx ; 2) ;36 22 dxxyydyxydyхdx −=−

3) ( ) ;31,3 ==+′ yx
x
yy 4) ;1

1
2 2

2 x
x

xyy +=
+

−′  

5) ( ) 02 2 =′+′′ yyy ; 6) xeyyy =+′−′′ 2 ;

7) xeyyy x 3sin44 2=+′−′′ .
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25. 1) 0ln =′+ yxyy ; 2) ;01 22 =++′− xxyyx

3) ( ) ;21,23
3 ==+′ y

xx
yy 4) ;sin2

2
xxexyy x−=+′

5) yyx ′=′′2 ; 6) xeyyy 21282 =−′+′′ ;

7) xeyyy x 4cos136 3=+′+′′ .

ГЛАВА 2. СОСТАВЛЕНИЕ ПРОСТЕЙШИХ  
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

 И ПОНЯТИЕ О ПРИБЛИЖЕННЫХ СПОСОБАХ 
ИХ РЕШЕНИЙ 

Роль математического моделирования с точки зрения теории по-
знания трудно переоценить, т. к., являясь полуэкспериментальным 
полутеоретическим, этот метод придаёт наибольшую динамичность 
современным теоретическим представления науки. Математическое 
моделирование – это путь к разработке научных теорий и условие их 
приложений к новым областям исследований. Динамичность матема-
тического моделирования можно проследить не только на моделиро-
вании объектов современной физики и техники, но и на математиче-
ских моделях современного естествознания (например, процессов 
эволюции). Очень интересны в этом плане динамические модели эко-
номики, результаты анализа которых имеют не только непосредст-
венный практический выход, но и представляют самостоятельный ин-
терес, позволяют получить на модельном уровне новые знания о су-
щественных сторонах экономической динамики. 

Под моделью понимается такая мысленно представимая или ма-
териально реализованная система, которая, отражая и воспроизводя 
объект исследования, способна заменить его так, что ее изучение даёт 
нам новую информацию об этом объекте. 
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Модель, построенная на принципах математической теории и 
реализуемая с помощь математических средств, называется матема-
тической моделью. 

Формирование, или построение математической модели,–
процесс, требующий глубокого знания описываемого явления и одно-
временно свободного владения математическим аппаратом. В связи с 
этим построение математической модели нельзя полностью перело-
жить на математиков, т. к. в этом случае возникает опасность отрыва, 
от предмета исследования. Успех исследования зависит от того, на-
сколько математик обладает знаниями об объекте, а инженер – опре-
деленной математической культурой, опытом применения математи-
ческих методов исследования в своей области. 

В литературе, посвященной разработке теоретических основ мате-
матического моделирования, чаще всего выделяют следующие этапы [7]: 

1. Выбор метатеории. Это выбор типа математических объек-
тов (дискретные или непрерывные, скалярные или векторные) и ма-
тематического аппарата (линейная алгебра, математический анализ, 
дифференциальные уравнения и т.д.). При определенном навыке ре-
шения задач прикладного характера; у математика этот этап затруд-
нений не вызывает. 

2. Кодирование модели. Это сопоставление реальной системы Q
её частей признаков, преобразований с выбранными математическими 
объектами, т.е. приписывание соответствующих символов. На этом 
этапе четко определяют величины внутренние (фазовые) и величины 
внешние, которые делятся на управляющие и величины, являющиеся 
возмущениями. При этом фиксируются область изменения величины, 
их размерность, единицы измерения. 

3. Формулировка ограничений. На этом этапе происходит сопос-
тавление явлений и процессов, протекающих в реальной системе с со-
вокупностями математических операций над объектами метатеории. 
Этот этап сводится фактически к записи уравнений, моделирующих 
процессы, происходящие в системе Q. При этом необходимо иметь 
полный и точно определенный перечень допущений, на которых 
строится модель. Следует учитывать лишь доминирующие допуще-
ния, т.к. если система становится сложной, то теория практически 
сводится к поиску путей упрощения этих систем. 
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4. Работа модели. Над символами, кодирующими в системе
признаки модели Q, производятся преобразования в пределах сфор-
мулированных допущений. Однозначно трактуемые соотношения 
между характеристиками системы позволяют выводить из них фор-
мальные следствия, свойства, предсказывать развитее системы. Пре-
образования при этом может производить исследователь или ЭВМ в 
программах Mathematica, MATLAB, Maple. 

Модель процесса считают замкнутой, если величины, которые 
фигурируют в ней, разбиты на внутренние и внешние таким образом, 
что задание начального состояния процесса и всех его внешних вели-
чин на некотором отрезке времени позволяет из соотношений модели 
вычислить всё внутренние величины на этом отрезке. Понятия «внут-
ренние и внешние величины», а также «замкнутая модель» не носят 
строгого характера. Практический смысл имеют такие модели, в ко-
торых процесс определения внешних величин требует минимальных 
затрат времени. 

§1. Применение обыкновенных дифференциальных
уравнений к составлению простейших 

математическихмоделей 

Рассмотрим часто применяющейся при составлении модели не-
которых процессов математический аппарат – составление диффе-
ренциального уравнения. 

Процесс составления дифференциального уравнения по усло-
вию задачи (геометрической, физической или технической) состоит в 
том, что мы выражаем на математическом языке связь между пере-
менными величинами и их бесконечно малыми приращениями. Иногда 
дифференциальное уравнение получается без рассмотрения прираще-
ний за счет того, что они учтены заранее. Так, представляя скорость 

выражением 
dt
dsv = , мы не используем приращений Δs, Δt, но факти-

чески они учтены, так как 

t
s

dt
dsv

t ∆
∆

∆
lim

0→
== . 
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При составлении дифференциальных уравнений первого поряд-
ка бесконечно малые приращения сразу же заменяются соответст-
вующими дифференциалами. Погрешность, совершаемая при этом, 
автоматически устраняется при переходе к пределу. Вообще всякую 
бесконечно малую величину можно заменить на эквивалентную ей, 
например, бесконечно малую дугу–соответствующей хордой или на-
оборот. 

Общих правил для составления дифференциальных уравнений 
дать нельзя. Как и при составлении алгебраических уравнений, здесь 
часто требуются определённая изобретательность и глубокое понима-
ние не только описываемого процесса, но и обладание математиче-
скими знаниями, позволяющими это явление представить математи-
ческим языком.  

Покажем на примерах, как из некоторой практической задачи 
может получиться математическая модель, решение которой сводится 
к решению дифференциального уравнения [8] (Видео 5). 

. 
1.1. Задача о растекании капли вязкой жидкости

На гладкую горизонтальную поверхность нанесена симметрич-
ная капля вязкой жидкости. На рис. 2.1 представлено вертикальное 
сечение капли, проходящее через ось ее симметрии. Пятно контакта 
капли с поверхностью представляет собой круг радиусом r(t), где   
t – время. Из гидродинамики известно, что скорость растекания 
капли обратно пропорциональна девятой степени радиуса пятна 
контакта. В начальный момент времени капля имела радиус r0 = 1см 
и скорость растекания v0 = 0,1см/с. Найти, каков будет радиус 
растекания капли через 10 мин после начала процесса. 

Рис. 2.1. Вертикальное сечение капли, проходящее через ось ее симметрии 
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Решение. По условию задачи скорость растекания капли v(t) про-
порциональна радиусу растекания r(t) в минус девятой степени, т.е. 

v(t) = k∙r9, 

где k–  коэффициент пропорциональности. 

Скорость движения, как известно, представляет собой произ-

водную времени от перемещения тела, т.е. 
dt
drv = . Тогда радиус рас-

текания капли удовлетворяет дифференциальному уравнению перво-
го порядка (см.§1) 

9−⋅= rk
dt
dr  

с начальными условиями 

00 )0(,)0( rrrr ′=′= . 

Разделяя в уравнении переменные, получим 

kdtdrr =9 , ∫=∫ kdtdrr9 , 
1010

10 Сktdrr
+= , 1,0)10( Cktr += .

В начальный момент времени имеем t = 0, 00 )0(, rrrr ′=′= .Тогда 

1,0
0 Cr = , ( ) 9,09,0

0
0 10 −−

=

=+== kCCktk
dt
drv

t
. 

Отсюда находим постоянную интегрирования С и коэффициент 
пропорциональности k. 

10
0rС = , 9,0

00
9,0

0 rvCvk == . 

Теперь с учетом найденных значений С и к можно написать закон рас-
текания капли вязкой жидкости по гладкой горизонтальной поверхности: 

( )
1,0

0
0

1,010
0

9
00 110 








+=+=

t
trrtrvr ,     (2.1) 

где 
0

0=
10v

t0
r –характерное время процесса растекания.
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Подставляя в закон растекания (2.1) заданные начальные усло-
вия r0= 1 см, v0= 0,1 см/с, получим 

( ) ( )см1 1,0+= tr  

В момент времени t=10 мин = 600 с радиус растекания капли составит 

r = (600 +1)0,1 ≈ 1,9(см). 

Таким образом, радиус пятна контакта капли жидкости с под-
ложкой за время растекания увеличится почти в два раза по сравне-
нию со своим начальным значением. 

Замечание. Отметим, что согласно полученному в задаче закону 
растекания радиус капли неограниченно увеличивается со временем, 
т.е. в задаче имеет место случай так называемого полного смачива-
ния. Для случая частичного смачивания, характерного, в частности, 
для многих углеводородных жидкостей, капля со временем стремится 
занять положение с конечным радиусом пятна смачивания.  

        1.2. Задача о мальчике Дениске из рассказа Виктора Драгунского 
«Тайное становится явным» 

Дениска выкинул из окна 15-го этажа манную кашу, которую 
мама сварила ему на завтрак. Известно, что сила сопротивления воз-
духа пропорциональна скорости полета каши. Через 4 с каша проле-
тела мимо окна 8-го этажа. Выясните, через сколько секунд каша по-
падет на новую шляпу проходившего мимо гражданина, если высота 
каждого этажа дома, где живет мальчик Дениска, равна 2,5 м. 

Решение задачи о мальчике Дениске. 
Пусть x(t) – перемещение каши по направлению к земле за вре-

мя tпосле ее вылета из окна,  т – масса каши. Используя второй закон 
Ньютона, запишем уравнение, описывающее движение каши:  

mх′′ = −kх′ + mg , 

где к– коэффициент пропорциональности, g–ускорение силы тяжести, 
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dt
dхх =′ , 2

2

dt
хdх =′′ .

Перепишем уравнение в виде 

gхх =′+′′ λ , 
m
k

=λ .

Полученное уравнение – неоднородное линейное дифференци-
альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Правая часть уравнения представляет собой постоянную, т.е. много-
член нулевой степени.  

Решая уравнение уже знакомым методом (см. §1), получим его 
общее решение 

tgеССх t

λ
λ ++= −

21 . 

В начальный момент времени перемещение и вертикальная со-
ставляющая скорости равны нулю: 

( ) 00 =х , ( ) 00 =′х .

поэтому 

021 =+СС , 02 =+− tgС
λ

λ . 

Откуда 

221 λ
gСC −=−= .

Закон движения выброшенной каши, т.е. зависимость её пере-
мещения х от времени t,имеет вид 

( )tеtgх λλ
λ

−−−−= 12 . 

Для нахождения коэффициента λ имеем условие 

х = 7∙2,5 (м) при t =4 (с) 
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(ведь до окна 8-го этажа каше пришлось преодолеть семь этажей по 2,5 м). 
Получаем тогда из закона движения выброшенной каши алгебраиче-
ское уравнение 

( )λλ
λ

4
2 41105,17 −−−−= е ,

которое, однако, невозможно решить аналитически. А вот прибли-
женное решение этого уравнения найти несложно! 

Действительно, заметим, что величина λ4−е мала при λ> 1, а ве-
личина ускорения gсилы тяжести приблизительно 10(м/c2). Решая это 
квадратное уравнение, получим λ = 2 (1/с).(Объясните самостоятель-
но, почему второй корень квадратного уравнения оказался лишним!) 

Окончательно можно записать закон движения каши 

( )tеtgх 221
4

−−−−= . 

Теперь можно выяснить, когда каша долетит до шляпы прохо-
дившего мимо гражданина. Для этого в полученный выше закон надо 
подставить значениях= 15∙2,5 (м), g= 10 (м/с2) и опять отбросить ма-
лый экспоненциальный член tе 2− : 

( )t21
4

105,37 −−= , ( )с8≈t .

(Кстати, легко проверить, что при найденном значении времени 
tотброшенный нами в правой части равенства член tе 2−  имеет вели-
чину ≈≈ −− 162 ее t 0,00000011, т.е. действительно мал по сравнению с 
оставленным членом 1 – 2t) 

Таким образом, манная каша, выброшенная мальчиком Дени-
ской, будет лететь до земли примерно 8 с. Отметим, что за это время 
проходивший мимо гражданин вполне может удалиться от падающей 
каши на безопасное расстояние! А Дениска тем самым не смог бы 
убедиться в достоверности того, что всё тайное становится явным. 
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          1.3. Математическая модель подвески автомобиля

Для составления данной модели необходимо рассмотреть мо-
дель Фохта. Она используется в механике для описания колебатель-
ного процесса подвески автомобиля [9].  

Пусть y(t)–перемещение подвески, тогда − кy(t)характеризует 
жесткость пружины; −λυ = λy′(t)– вязкое трение в амортизаторе;       
m – масса машины, a – её ускорение. 

Используя законы Ньютона, можно получить уравнение, описы-
вающее перемещение подвески автомобиля [3]: 

0=+′+′′ y
m
кy

m
y λ или 0=+′+′′ qyypy .       (2.2) 

Решив это уравнение, получим три возможных случая, которые 
соответствует апериодическому процессу, жесткой подвеске и регу-
лируемой. 

Напишем соответствующее характеристичное уравнение 

.02 =++ qpkk

и найдем его корни: 

2
42

2,1
qpp

k
−±−

= . 

1. Пусть qp
>

4

2
. Тогда корни 1k  и 2k  ‒ действительные отрица-

тельные числа. Следовательно, в этом случае общее решение выража-
ется через показательные функции 

tktk eCeCy 21
21 += ,

где 0,0 21 << kk . 

Из этой формулы следует, что отклонение у при любых началь-
ных условиях асимптотически стремится к нулю, если ∞→t . В дан-
ном случае колебаний не будет, так как силы вязкого сопротивления 
амортизатора велики по сравнению с коэффициентом жесткости рес-
соры k. 
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2. Пусть qp
=

4

2
. Тогда корни 1k  и 2k  равны между собой. Если 

kkk == 21 , то 042 =− qp , т.е. 
2
pk −=  или 02 =+ pk .

Таким образом, в этом случае общее решение уравнения имеет вид 

( )tCCey
tp

21
2 += .

Здесь отклонение также стремится к нулю при ∞→t , но не так 
быстро, как в предыдущем случае(благодаря наличию сомножителя 

tCC 21 + . Данный случай является редким, переходным от случая ко-
лебаний 1 к случаю 3. 

3. Пусть р = 0, т. е. отсутствует сила вязкого трения в амортиза-
торе,что соответствует выходу из строя амортизатора. Уравнение то-
гда примет вид  

y"+qy=0. 

Характеристическое уравнение имеет вид k2 + q = 0, а его корни 
равны bik =1 и ( )qbbik =−=2 .

Общее решение: 
btCbtCy sincos 21 += . 

В последней формуле произвольные постоянные С1 и С2 заменим 
другими: введем постоянные А и связанные с С1 и С2 соотношениями 

0201 cos,sin ϕϕ АCАC == . 

А и φ0 через С1 и С2 определяются так: 

2

1
0

2
2

2
1 arctg,

C
CCCА =+= ϕ

Подставляя значения C1 и С2 в общее решение, будем иметь 

btAbtAy sincoscossin 00 ϕϕ +=  

или 
( )0sin ϕ+= btAy .
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Колебания в этом случае называются гармоническими. Инте-
гральными кривыми являются синусоиды. Промежуток времени Т, за 
который аргумент синуса изменяется на 2π, называется периодом 

колебаний; в данном случае 
b

Т π2
= . Частотой колебания называется 

число колебаний за время 2π, в данном случае частота равна b; А ‒ ве-
личина наибольшего отклонения от положения равновесия, называет-
ся амплитудой колебания; φ0 называется начальной фазой. 

В электротехнических и других дисциплинах широко использу-
ют комплексное и векторное изображения гармонических колебаний. 

Рис. 2.2.  Векторное изображение гармонических колебаний 

Рассмотрим в комплексной плоскости хОу радиус-вектор А=A(t) 
постоянной длины |А| = А = const. 

Конец вектора А при изменении параметра t (в данном случае 
t‒время) описывает окружность радиусом А с центром в начале коор-
динат (рис. 2.2). Пусть угол ψ, образованный вектором Аи осью Ох, 
выражается так: ψ = bt + φ0. Величина b называется угловой скоро-
стью вращения вектора А.  

Проекции вектора А на оси Оу и Ох будут 

( )0βsin ϕ+= tAy , ( )0βcos ϕ+= tAy .        (2.3) 
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Выражения (2.3) суть решения уравнения (2.2). Рассмотрим 
комплексную величину 

( ) ( )00 sincos ϕβϕβ +++=+= tiAtAiyxz ,

или 

( ) ( )( )00 sincos ϕβϕβ +++= titAz .      (2.4) 

Комплексная величина zизображается вектором А. Таким обра-
зом, решения уравнения гармонических колебаний (2.2) можно рас-
сматривать как проекции вектора А на оси Оу иОх, вращающегося с 
угловой скоростьюβпри начальной фазеφ0. 

Пользуясь формулой Эйлера (см. § 3), выражение (2.4) можно 
переписать так: 

( )0ϕβ += tiAеz .    (2.5) 

Мнимая и действительная части выражения (2.5) являются ре-
шениями уравнения (2.2). Выражение (2.5) называется комплексным 
решением уравнения (2.2).  

Перепишем выражение (2.5) так: 

tii еAеz βϕ0= .        (2.6) 

Выражение 0ϕiAеz = называют комплексной амплитудой. Обозна-
чим ее через А*. Тогда комплексное решение (2.6) перепишется так: 

tiеAz β∗= (2.7). 

4. Пусть 0≠p и qp
<

4

2
. 

В этом случае корни характеристического уравнения ‒ ком-
плексные числа: 

ik βα +=1 , ik βα −=2 , 
где 

2
p−

=α  и 
2

4 2pq −
=β . 
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Общий интеграл имеет вид 
( )xCxCey x ββα sincos 21 +=  (2.8) 

или 
( )0sin ϕβα += tAеz t

.

Здесь в качестве амплитуды приходится рассматривать величи-
ну tАеα , зависящую от времени. Так как α < 0, то она стремится к ну-
лю при , т.е. мы имеем дело с затухающими колебаниями 
(рис. 2.3), что соответствует мягкости подвески. Затухание колебаний, 
как видно из рисунка, происходит быстро и плавно. 

Рис. 2.3. График затухающих колебаний. 

1.4. Определение формы осевого сечения быка на который опи-
рается пролёт моста. 

Рис. 2.4. Схема каменного быка, 
на который опирается пролёт моста 

∞→t
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Для моста строится каменный бык высотой 12 м с круговыми 
горизонтальными сечениями. Бык рассчитан на нагрузку Р= 9∙105 Н 

(помимо собственного веса). Плотность материала 3
3

м
кг105,2 ⋅=γ .

Допустимое давление составляет 2
6

м
H103 ⋅=k . Найтиплощади верх-

него и нижнего оснований, а также форму осевого сечения быка (при 
наиболее экономном расходе стройматериала) [10]. 

Решение. Площадь s0 верхнего основания при допустимом 
давлении k может выдержать нагрузку ks0, а по условию ks0= Р. 
Следовательно, 

2
6

5

0 м3,0
103
109

=
⋅
⋅

==
k
Ps . 

Площадь s горизонтального сечения возрастает с понижением 
уровня, так как, помимо нагрузки Р, на площадь s давит вышележа-
щая часть быка. 

Обозначим через х расстояние от сечения s (MN на рис. 2.4) до 
верхнего основания. Выделим бесконечно малый горизонтальный 
слой MNnm. Площадь его нижнего основания тп превышает 
площадь верхнего основания MN на ds. Поэтому у нижнего основания 
предельная нагрузка на kds больше, чем у верхнего. С другой 
стороны, нагрузка тп больше, чем нагрузка сечения MN на 
величину, равную весу слоя MNnm, т. е. на γsdх. При этом мы 
сделали допущение, что слой MNnm цилиндрический 
(погрешность имеет высший порядок относительно dх). 

Получаем дифференциальное уравнение 

Разделяя переменные и интегрируя при начальных условиях 
х = 0, s= s0, получаем 

∫=∫
xs

s
dx

k
g

s
ds

00

γ , 

dxgskds 3γ=
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откуда 

x
k
g

s
s γ
=

0
ln .     (2.9) 

Чтобы найти площадь s нижнего основания, надо подставить 
х = 12 (при s0= 0,3; у = 2,5∙103; k =  3∙106, g = 10 м/с2).  

Переходя к десятичным логарифмам, получим 

12
103

10102
3,0

ln 6

3
1 ⋅

⋅
⋅⋅

⋅= Ms , 

откуда s1= 0,33 м2. 
Форма осевого сечения характеризуется уравнением меридиана 

BD.Обозначим радиус сечения MNчерез у; тогда 
2

00








=

у
у

s
s

и равен-

ство (2.9) дает 

x
k
g

у
у γ
=

0
ln2 , 

или 

x
k
g

еуу 2
0

γ

=   (2.10) 

Это уравнение и описывает меридиану, а сама линия (2.10) на-
зывается логарифмикой. 

1.5. Определение изгиба консольной балки

Рассмотрим упругую призматическую балку, изгибающуюся 
под действием внешних сил, как непрерывно распределенных (вес, 
нагрузка), так и сосредоточенных [11]. Направим ось Ох горизонталь-
но по оси балки в её недеформированном состоянии, ось 
Оу‒вертикально вниз (рис. 2.5). 
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Рис. 2.5. Упругая призматическая балка 

Каждая сила, действующая на балку (например, нагрузка балки, 
реакция опор), имеетмомент относительно какого-нибудь поперечно-
го сечения балки, равный произведению силына расстояние точки 
приложения силы от данного сечения. Сумма М (х) моментов всех 
сил,приложенных к части балки, расположеннойпо одну сторону от 
данного сечения с абсциссой х, называется изгибающим моментом-
балки относительно данного сечения.  

В курсе сопротивления материалов доказывается, что изгибаю-
щий момент балки равен  

( )
R

ЕJхМ = ,

где Е ‒ так называемый модуль упругости, зависящий от материала 
балки; J ‒ момент инерции площади поперечного сечения балки отно-
сительно горизонтальной линии, проходящей через центр тяжести 
площади поперечного сечения; R ‒ радиус кривизны оси изогнутой 
балки, который выражается формулой  

( )
y
yR
′′
′+

=
2
3

21 . 
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Подставляя это выражение в изгибающий момент балки, полу-
чим дифференциальное уравнение второго порядка 

( )
( )

EJ
xM

y

y
=

′+

′′

2
3

21
,      (2.11) 

из которого, зная функцию М =М(х), необходимо найти неизвестную 
функцию уот х и тем самым установить вид изогнутой оси балки (на-
зываемой иногда упругой линией). Его точное решение, однако, 
затруднительно, и обыкновенно его заменяют другим, 
приближенным, но значительно более простым уравнением.  

Ввиду того, что прогиб балок весьма мал сравнительно с 
их длиной (иначе их нельзя было бы применять в строительном 
деле!), упругая линия имеет пологую форму, и угловой 
коэффициент касательной настолько мал, что его квадратом 
сравнительно с единицей можно в знаменателе пренебречь. Тогда 
уравнение (2.11) примет простой вид 

( )
EJ

xMy =′′ .     (2.12) 

Далее, используя различные условия работы балки, мы доведем 
до концаинтегрирование уравнения (2.12) и найдем соответствующие 
этим случаям упругиелинии. 

Вторая производная y ′′ в левой части уравнения (2.12) может 
быть как положительной, так и отрицательной. Установим правило, 
которым надлежит руководствоваться при определении знака изги-
бающего момента. Для того чтобы это уравнение имело место всегда, 
надо знак правой части выбирать в соответствии со знаком левой. Ес-
ли ось Оу, как мы условились, направлятьвсегда вверх, то производ-
ная будет положительна или отрицательна, в зависимости от того, на-
правлена ли в рассматриваемой точке упругаялиния вогнутостью 
вверх или вниз. С другой стороны, ясно, что вогнутость упругой ли-
нии будет направлена вверх, если момент внешних сил, действующих 
безразлично на правую или на левую часть балки, стремится поднять 
эту часть балки или опустить рассматриваемую точку; наоборот, во-
гнутость будет направлена вниз, если момент стремится опустить обе 
части балки или поднять нашу точку. Остается поэтому приписать в 
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первом случае моменту знак (+), а во втором ‒ знак (-), чтобы уравне-
ние (2.12) имело смысл. 

Это условие можно выразить следующим образом: 
момент внешних сил, приложенных к левой части балки относитель-
нонейтральной линии взятого сечения, считается положительным, 
если вращаетпо часовой стрелке, и отрицательным ‒ в противном 
случае; для момента сил, приложенных к правой части балки, дейст-
вует обратное правило: он положителен, если вращает против ча-
совой стрелки, отрицателен ‒ в противном случае.  

Пример 1. Изгиб балки с одним заделанным, другим свободным 
концом. 

Балка наглухо заделана в конце 0 и подвергается действиюсос-
редоточенной вертикальной силы Р, приложенной к другому концу 
балки длиной l (рис. 2.6). Весом балки пренебрегаем. Найти уравне-
ние изогнутой оси и определить стрелу прогиба f. 

Рис. 2.6. Чертёж балки 

Решение. Ось балки изменится и примет вид, указанный на 
рис.2.6. Так как заделанный конец балки не может поворачиваться, то 
касательная к упругой линии в ее левом конце должна быть 
горизонтальна. 

Если оси выбраны так, как указано на рис. 2.6, то, рассекая бал-
ку в точке А (абсциссе которой соответствует х), мы видим, что на пра-
вую часть балки действует сила Р,имеющая относительно А момент 
Р(l − x) , который следует взять со знаком (−), согласно правилу, сфор-
мулированному выше. При определении момента силы воспользова-
лись тем, что он равен произведению силы на плечо.  
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Уравнение (2.12) примет вид 

( )xl
EJ
Рy −−=′′ .

Интегрируя, для первой производной y′  получим выражение 

( ) 1

2

2
Clxx

EI
Рdxlx

EI
Рy +








−=∫ −=′ , 

где С1 ‒ постоянная интегрирования. 
Интегрируя еще раз, найдем 

21

23

1

2

262
CxClxх

EI
РdxClxx

EI
Рy ++








−=∫












+








−= , 

где С2 ‒ также постоянная интегрирования. 
Так как при х=0 (в точке закрепления) касательная горизонталь-

на и нет прогиба, то y′ = 0 и у=0. Изэтих начальных условий сразу за-
ключаем, что С1=С2=0. Таким образом, уравнение изогнутой оси име-
ет вид 









−= 2

2

3

33
3

6 l
x

l
х

EI
Рly (2.13) 

Для определения стрелы прогиба BBf ′=  полагаем в выраже-
нии (2.13) lx =  и отбрасываемзнак, получаем 

EI
Рlf
3

3
= .      (2.14) 

Пример 2. Изгиб балки с одним заделанным, другим свободным 
концами при действии на неё равномерно распределённой по всей 
длине нагрузки. Пусть теперь при тех же условиях закрепления 
(см. пример 1) на балку действует равномерно распределенная по 
длине сплошная нагрузка. Найти уравнение изогнутой оси и опреде-
лить стрелу прогиба f. 
      Решение.Величину нагрузки, приходящуюся на единицу длины 
балки, обозначим через q; таким образом, величина всей нагрузки есть 
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Q=ql. На часть АВ балки действует нагрузка ( )xlq − , которую (при 
вычислении моментов) можно заменить силой, приложенной в сере-
дине отрезка АВ. Ее момент относительно А будет 

( ) ( )
2

xlxlq −
⋅− , 

так что дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 
имеет вид 

( ) ( )222 2
22

lxlx
EI
qlx

EI
qy +−−=−−=′′ . 

Интегрируя дважды, последовательно получим 

1
22

3

32
Схllxx

EI
qy +








+−−=′ , 

21

2234

23122
СхСхllxx

EI
qy ++








+−−=

Как и раньше, убеждаемся в том, что С1 =С2=0. 
Уравнение упругой линии 









+−−=








+−−= 2

2

3

3

4

43

2

2

3

3

4

44
64

24
64

24 l
х

l
x

l
x

EI
Ql

l
х

l
x

l
x

EI
qly .    (2.15) 

Наибольший прогиб получается при х=l. Для стрелы прогиба 
имеем выражение 

8

3l
EI
Qf ⋅= .       (2.16) 

Сравнивая со стрелой прогиба в первом случае, видим, что если 
одна и та же нагрузка Р=Q сосредоточена на конце балки либо рас-
пределена равномерно по всей балке, то стрела прогиба во втором 
случае составит лишь ⅜ стрелы прогиба в первом. 
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Пример 3. Предположим, наконец, что на балку действуют од-
новременно сплошная нагрузка (q кг на единицу длины) и сила Р, 
приложенная на свободном концебалки, причем направление этой си-
лы может быть как вниз, так и вверх.  

В данном случае для вычисления момента М (х) можно восполь-
зоваться моментами, вычисленными в примерах 1 и 2 (лишь если сила 
Р действует вверх, в первом надлежит изменить знак), а затем сло-
жить их. 

В соответствии с этим и уравнение упругой линии в рассматри-
ваемом случае получается просто путем складывания (если сила Р по-
прежнему действует вниз) или вычитания (если она изменила направ-
ление) правых частей уравнений (2.13) и (2.15): 









+−±








−= 2

2

3

3

4

43

2

2

3

33
64

24
3

6 l
х

l
x

l
x

EI
Ql

l
x

l
х

EI
Рly . 

Пример 4. Изгиб балки с опертыми концами.Рассмотрим балку 
длиной l, концы которой К и L покоятся на опорах (рис. 2.7), так что 
они не могут опуститься, но могут поворачиваться.Пусть на балку 
действует нагрузка Q, равномерно распределенная по всей длине бал-
ки (по qкг на единицу длины). Найти уравнение изогнутой оси и оп-
ределить стрелу прогиба f. 

Решение. Из соображений симметрии ясно, что наинизшая точ-
ка изогнутой балки придется посередине, так что в ней касательная 
будет горизонтальна. В этой точке и возьмем начало коорди-
нат,направив оси так, как указано на чертеже. 

Нагрузка Q , как ясно также из соображений симметрии, распре-
делится поровну между опорами К и L, вызвав в них реакции величи-

ной 
2
Q  и  направленные вверх.

Рис. 2.7. Чертёж балки 
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Вычислим теперь изгибающий момент М (х) для сечения, соот-
ветствующегоабсциссе х>0 (т. е. проведенного через точку А). На 
правую часть балки АL действует, во-первых, реакция опоры L, мо-
мент которой относительно точки А будет 







 −+ xlQ

22
. 

На ту же часть действует и нагрузка 







 − xlq

22
, 

которая может быть заменена одной силой, приложенной в середине 
отрезка АL. Её момент относительно точки А равен 

2

22






 −− xlq .

Таким образом, 

( ) 




 −





=











 −−






 −=






 −−






 −= 2

2

222222222
xlqxllxlqxlqxlQхМ .

Дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 
имеет вид 









−=′′ 2

2

42
xl

EI
qy . 

Интегрируя (и отбрасывая произвольную постоянную, ибо 
0=′y  при х=0), получим 









−=′

342

32 xхl
EI
qy . 
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Интегрируем ещё раз (причем снова постоянная равна 0, так как 
у= 0 при х= 0): 









−=








−= 2

2

4

43422

2
3

2412242 l
x

l
x

EI
Qlxхl

EI
qy . 

Это и есть уравнение изогнутой оси балки, справедливое, ввиду 
симметрии, и для левой ее половины. Для получения стрелы f проги-
ба, очевидно, достаточно вычислить ординату конца балки, т.е. поло-

жить здесь
2
lх =

EI
Qlf

488
5 3
⋅=  .    (2.17) 

В рассматриваемом случае прогиб составляет лишь 5/48, т. е. 
10,4% прогиба, который получился бы, если бы та же балка была од-
ним концомзаделана в стену [см. выражение (2.16)]. 

Пример 5. Изгиб балки с опертыми концами.Рассмотрим балку 
длиной l, концы которой К и L покоятся на опорах (рис. 2.8), так что 
они не могут опуститься, но могут поворачиваться.Пусть на балку 
действует сосредоточенная сила Р‚приложенная в точке М на рас-
стоянии а от левого конца (см. рис. 2.8). Найти уравнение изогнутой 
оси и определить стрелу прогиба f. 

Решение. Если положить b = l-a‚ то, разлагая силу Р на две состав-
ляющие,приложенные в точках К и L, для величин этих составляющих бу-
дем иметь, как известно из элементов статики, выражения

, . 

Рис. 2.8. Чертёж балки с опертыми концами 

P
l
bР =1 P

l
aР =2
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Таковы же будут и соответствующие реакции опор, направлен-
ные вверх. Вычисляя для точки А(х) изгибающий момент, нам придет-
ся особо рассмотреть части LN и NL балки. 

Итак, пусть х<а; тогда единственной внешней силой, действую-
щей на левую часть балки, будет реакция Р1. Ее момент равен  

( ) хРхМ ⋅= 1  ,  (2.18) 

так что дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 
имеет вид 

x
EI
Рy 1=′′ .

Интегрируя, получим 

1

2
1

2
Cx

EI
Py +=′ .

Интегрируем ещё раз (причем постоянная С2 равна 0, так как 
у= 0 при х= 0): 

хCx
EI
Py 1

3
1

6
+= .

Таким образом, уравнение упругой линии имеет заданный вид 

хCx
EI
Py 1

3
1

6
+=   (2.19) 

(где C1 пока остается неизвестной) лишь для части KN. 
Пусть теперь х>а‚ так что точка А лежит правее точки N прило-

жения силы Р. Тогда на левую же часть балки, кроме реакции Р1 дей-
ствует и сама сила Р, момент которой относительно А есть ‒ Р(х‒а). 
Поэтому в настоящем случае 

( ) ( )ахРхРхМ −−⋅= 1  .  (2.20) 

Дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 
имеет вид 

( )ах
EI
Рх

EI
Ру −−⋅=′′ 1
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Результат интегрирования можно написать в виде 

( ) Cах
EI
Рх

EI
Ру ′+

−
−⋅=′

22

22
1 , 

где C′‒ постоянная интегрирования. 
Аналогично второе интегрирование даст 

( ) CxCах
EI
Рх

EI
Ру ′′+′+

−
−⋅=

66

33
1 ,        (2.21) 

где C′′‒также постоянная. Это уравнение выражает часть NL упругой 
линии. 

Замечательно здесь, что упругая линия в разных частях выража-
ется с помощью различных аналитических выражений. Тем не менее 
в точке N (т. е. при х = а) не только оба уравнения (2.19) и (2.21) долж-
ны дать одно в то же значение ординаты у точки N, но и оба уравне-
ния, выражающие угловой коэффициент касательной у′ , должны 
также дать для этого коэффициента при х = а одно и то же числовое 
значение (в теории сопротивления материалов предполагается, что 
упругая линии не может иметь угла, который образовался бы, если 
бы в точке N касательные справа и слева имели разные угловые 
коэффициенты ). 

Итак, 

Cа
EI
РCа

EI
Р ′+⋅=+⋅

22

2
1

1

2
1

( )21 ах
EI
Р

−⋅  обратится в нуль, аналогично 

аCа
EI
РаCа

EI
Р ′+⋅=+⋅

66

3
1

1

3
1 . 

При интегрировании членов ( )ах
EI
Р

−− , ( )
2

2ах
EI
Р −

− следует 

ввести новую переменную t =х ‒а. Это делается для того, чтобы со-
хранить множитель х‒а (обращающийся в 0 в точке N) и после интег-
рирования, что значительно облегчает определение произвольных по-
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стоянных: постоянные для левой и для правой частей балки оказыва-
ются теми же! Замечание это принадлежит Клебшу. 

У учащихся в связи с этим часто возникают сомнения в тожде-
ственностирезультатов, полученных непосредственным почленным 
интегрированием и интегрированием в только что указанной форме.  

Возьмем для примера двумя способами интеграл от х‒а. Имеем 

1) ( ) 1

2

2
Caxхdxах +−=∫ − , 2) ( ) ( )

2

2

2
Cахdxах +

−
=∫ −

Раскрывая второе выражение, получим 









++− 2

22

42
Caaxх , 

это совпадает с первым выражением, если положить 

2

2

1 4
CaC += .

Таким образом, лишь произвольные постоянные, фигурирую-
щие в обоих выражениях, оказываются неравными, и ту постоянную, 
которая встречается во втором, определить легче. Из первого тожде-
ства 1CС =′ , тогда из второго 0=′′С . Единственная еще не опреде-
ленная постоянная С′найдется из условия неподвижности точки L: 
уравнение (2.21) при х = l должно дать нулевое значение для у: 

( ) 0
66

33
1 =′+

−
−⋅ lCаl

EI
Рl

EI
Р

откуда 

( )22
23

1 666
bl

EIl
Рb

l
bl

EI
Рb

EI
РCC −=−⋅=′= . 

Определение постоянных в этой задаче также своеобразно. 
Предположим теперь, что а ≥b. Найдем точку наибольшего про-

гиба. Ограничивая значения х промежутком (0,а), приравняем нулю, 
естественно, первое выражение для производной: 

( ) 0
62

или0
2

22
2

1

2
=−−=+⋅ bl

EIl
Рb

l
bх

EI
РСх

EI
Р , 
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откуда 

( )
3

22 blх −
= . 

Но ( ) ( ) ( ) 222 32 аbааblblbl ≤+=−⋅−=− , так что это значение 
меньше a, если a>b, и равно a в случае равенства а=b. Так как

01 >⋅=′′ х
EI
Ру то в первом предположении найденное значение х дей-

ствительно доставляет функции у наименьшую (а по абсолютному 
значению наибольшую) величину для промежутка (0, а) значений х. 
Однако, как легко показать, в промежутке (а,l) наименьшее значение 
(при а>b) всегда достигается на конце х=а; поэтому найденная выше 
точка будет точкой наибольшего прогиба всей вообще балки. 

 Величина стрелы  прогиба 

0
33

2
3

22
=







 −
=

bl
lEI
Рbf . 

Если же а = b, т. е. сила Р приложена в середине балки, то там, 
разумеется,и будет наибольший прогиб. Выражение для f упрощается 

в этом случае, ибо 
4

3
2

22
222 lllbl =






−=− , так что

48

3l
EI
Рbf ⋅= .

Интересно сопоставить это число с величиной стрелы прогибав 
предыдущейзадаче [см. выражение (2.17)], если положить Q = Р: рав-
номерно распределенная нагрузка лист стрелу, которая составляет 
лишь 5/8 стрелы, соответствующей такой же по величине силе, но со-
средоточенной в середине балки.  

Итак, если сила приложена не в середине балки (a>b), то наи-
больший прогиббудет не в точке приложения силы и не в середине 
балки, а между ними. Однако расстояние этой точки от середины бал-
ки очень мало, где бы ни была приложена сила. В самом деле, это 
расстояние увеличивается с уменьшением b, но даже в пределе, при 

0→b , абсцисса точки наибольшего прогиба имеет лишь значения 

ll 58,0
3

2
3

2
== , 

так что упомянутое расстояние никогда не превосходит 0,08l. 
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Рассмотрим численный пример. Пусть имеем круглую балку из 
сварочногожелеза диаметром 4:22 см и длиной l=300 см, опертую по 
концам и несущую посередине груз Р=12 000 кг. 

24
4

кг/см2000000,см11500
64

=== ЕdI π . 

Получим f=0,3 см, т. е. лишь 1% всего пролета. Наибольший ук-
лон упругая линия имеет, очевидно, по концам. Полагая х=0 в выра-

жении для у′ , найдем 0239,0
16

2

10 ===′
EI

РlСу ; это отвечает углу в 

1°41'. Таким образом, эти выкладки косвенно подтверждают то пред-
положение о пологости упругой кривой, на котором была построена 
вся теория. 

Задачи для решения в аудитории 

1. Определить наименьшую скорость, с которой нужно бросить 
тело вертикально вверх, чтобы оно не вернулось на Землю (вторая 
космическая скорость). Сопротивлением воздуха пренебречь. Грави-

тационная постоянная равна 2

3
8

смг
см1066,6
⋅

⋅ − , радиус Земли ‒ 

см1063 7⋅ . 
2. Составить уравнение кривой, проходящей через точку с коор-

динатами (4, 4). Кривая обладает следующим свойством: отрезки ка-
сательных, заключенных между осями координат, проведённых в лю-
бой точке касания, делятся пополам точкой касания. 

3. Тело массой m брошено с некоторой высоты. Определить за-
кон изменения его скорости при падении вниз, приняв за коэффици-
ент пропорциональности силы сопротивления воздуха величину k.  
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Ответы 

1.
с

км2,11 . 2.
х

y 16
= . 3. 

k
mgCev

t
m
k

+=
−

. 4. 
4

42 +
=

xy . 

Индивидуальные задания 

1.1) Точка массой 4 г движется прямолинейно. На нее действует сила, 
пропорциональная времени (коэффициент пропорциональности ра-
вен). Кроме того, точка испытает сопротивление среды, численно 
равное скорости. Найти скорость через 10 с после начала движения, 
считая, что в начальный момент скорость0. 
2) Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемого лю-бой 
касательной от оси ординат, равен произведению координат точ-ки 
касания.
2. 1) По закону Ньютона скорость охлаждения какого-либо тела в 
воздухе пропорциональна разности между температурой тела и тем-
пературой воздуха. Если температура воздуха равна 20 °С и тело в те-
чение 20 мин охлаждается от 100 до 60 °С, то через сколько времени 
его температура понизится до 30 °С?
2) Найти уравнение движения тела и путь, пройденный за 15 с, если 
скорость его пропорциональна пройденному пути и тело проходит 75 
м за 5 с, а 225 м за 10 с.
3. 1) Корабль замедляет свое движение под действием силы сопро-
тивления воды, которая пропорциональна скорости корабля. Началь-
ная скорость корабля 10 м/с, скорость его через 5 с станет 8 м/с. Когда 
скорость уменьшится до 1 м/с ?
2) Найти кривую, проходящую через точку (1,1), у которой отрезок, 
отсекаемый касательной на оси ординат, равен абсциссе точки каса-
ния.
4. 1) Закон распада радия состоит в том, что скорость распада про-
порциональна начальному количеству радия. Известно, что половина 
первоначального запаса распадается по истечении 1500 лет. Найти, 
какой процент радия окажется распавшимся по истечении 100 лет. 
2) Материальная точка массой 0,5 г погружена в жидкость без на-
чальной скорости. Сила сопротивления жидкости пропорциональна 
скорости погружения V, коэффициент пропорциональности к=2. 
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Найти зависимость скорости от времени. Вычислить скорость через 2 с 
после начала погружения. 
5. 1) Материальная точка с массой m= 0,75 г погружается в жидкость 
без начальной скорости. Сила сопротивления жидкости пропорцио-
нальна скорости погружения v. Коэффициент пропорциональности 
k=3. Вычислить скорость через 2 с после начала погружения.
2) Найти кривую, у которой отрезок, отсекаемый касательной на оси 
ординат, равен полсуммы координат точки касания.
6. 1) Пуля входит в брус толщиной 12 см со скоростью 200 м/с , а вы-
летает, пробив его, со скоростью 60 м/с. Брус сопротивляется движе-
нию пули с силой, пропорциональной квадрату скорости движения. 
Найти время движения пули через брус.
2) Ускорение прямолинейно движущейся точки в зависимости от 
времени выражается формулой a(t)=5t2‒3t. Найти закон движения 
точки и путь, пройденный за 2 с, если в начальный момент времени 
t=0 скорость v= 0,5 м/с, а путь S = 0.
7. 1) Вес летчика с парашютом 80 кг. Сопротивление воздуха при 
спуске парашюта пропорционально квадрату его скорости. Опреде-
лить скорость спуска через 3 с, если коэффициент пропорционально-
сти k= 400.
2) Найти уравнение кривой, проходящей через точку (1, 1), у которой 
отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, равен абсциссе то-
чек касания.
8. 1) Точка массой m=1 движется прямолинейно. На нее действует си-
ла, пропорциональная времени, прошедшему с момента, когда ско-
рость равнялась нулю (коэффициент пропорциональности равен 2). 
Кроме того, точка испытывает сопротивление среды, пропорциональ-
ное скорости. Коэффициент пропорциональности равен 3. Найти ско-
рость в момент времени t = 3 с.
2) Из физики известно, что скорость охлаждении тела пропорцио-
нальна самой температуре тела. Тело температурой Т помещается в 
среду температурой 0 °С. Тело начинает охлаждаться. Требуется най-
ти формулу, по которой можно было бы определить температуру тела 
в любой момент времени.
9. 1) Найти уравнение кривой, проходящей через точку М(1,1) и обла-
дающей тем свойством, что расстояние от начала координат до любой 
ее касательной равно абсциссе точки касания.
2) Полый железный шар (k = 0,14), имеющий внутренний радиус 6 см, 
а внешний 10 см, находится в стационарном состоянии, причем тем-
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пература по внутренней его поверхности постоянно равна 2сТЛ^,а на 
внешней 200 °С. Найти температуру на расстоянии r от центра и ко-
личество теплоты, которое в 1 с шар отдает наружу. По закону Нью-
тона скорость Q, с которой теплота распространяется через площадку 

А, перпендикулярную оси 0Х, запишется 
dx
dTkSQ −= , где k ‒ коэффи-

циент пропорциональности данного вещества; Т ‒ температура; 
t – время; S ‒ площадка А. 
10. 1)Пуля входит в доску толщиной h = 10 см со скоростью v0 =
200 м/с, а вылетает из доски, пробив ее, со скоростью v1 = 80 м/с.
Считая, что сила сопротивления доски движению пули пропорцио-
нальна квадрату скорости движения, найти время движения пули че-
рез доску.
2) По закону Ньютона скорость охлаждения какого-либо тела в воз-
духе пропорциональна разности температур тела и воздуха. Известно,
что температура тела в течение 20 мин падает от 100 до 60 °С, темпе-
ратура воздуха при этом равна 20 °С. Через сколько времени от мо-
мента начала охлаждения температура тела понизится до 25 °С?
11. 1) Материальна точка массой в один грамм движется прямолиней-
но под действием силы прямо пропорционально времени, отсчиты-
ваемому от момента t = 0, и обратно пропорционально скорости дви-
жения точки. В момент t = 10 с скорость равна 50 см/с, а сила равна 4
длины. Какова будет скорость спустя минуту после начала движения?
2) Найти уравнение кривой, проходящей через точку (1,4) и обла-
дающей тем свойством, что отрезок, отсекаемый на оси ординат лю-
бой касательной, равен удвоенной абсциссе точки касания.
12. 1) Точка массой, равной m, движется прямолинейно. На неё дейст-
вует сила, пропорциональная времени (коэффициент пропорциональ-
ности равен k1), протекшему от момента, когда скорость равнялась
нулю. Кроме того, точка испытывает сопротивление среды, пропор-
циональное скорости (коэффициент пропорциональности равен k2).
Найти зависимость скорости от времени.
2) Сосуд объемом 20 л содержит воздух (80% азота и 20% кислорода).
В сосуд поступает каждую секунду 0,1 л азота и такое же количество
смеси всасывается. Через какое время в сосуде будет 99% азота?
13. 1) Катер движется в спокойной воде со скоростью 10 км/ч, на пол-
ном ходу его мотор был выключен и через 20 с скорость катера
уменьшилась до v1 = 6 км/ч. Считая, что сопротивление воды движе-
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нию катера пропорционально его скорости, найти скорость катера че-
рез 2 мин после остановки мотора. 
2) Найти кривую, обладающую тем свойством, что площадь криволи-
нейной трапеции, ограниченной дугой кривой, равна длине дуги кри-
вой. Кривая проходит через точку (0,1).
14. 1) Футбольный мяч весом 0,4 кг брошен вверх со скоростью
20 м/с. Сопротивление воздуха пропорционально квадрату скорости и
равно 0,48N при скорости 1 м/с. Вычислить время подъема мяча и
наибольшую высоту подъема.
2) Найти уравнение кривой, проходящей через точку (4,4) и обла-
дающей тем свойством, что отрезок любой касательной, заключенный
между точкой касания и осью абсцисс, делится осью ординат попо-
лам.
15. 1) В культуре пивных дрожжей быстрота прироста действующего
фермента пропорциональна наличному его количеству. Первоначаль-
ное количество фермента было a. Через час оно удвоилось. Во сколь-
ко раз оно увеличится через 3 ч?
2) Ускорение прямолинейно движущейся материальной точки в зави-
симости от времени выражается формулой a(t)=5t2‒3t. Найти закон
движения точки, если в начальный момент времени t = 0; скорость
v=0,5 м/с, а путь S=0.
16. 1) Население Земли в 1970 г. составляло 3,6 млрд, человек, а годо-
вой прирост населения равнялся 60 млн человек. Найти предположи-
тельное количество населения в 2000 г.
2) Кирпичная стена имеет толщину 30 см. Найти зависимость темпе-
ратуры от расстояния точки от наружного края стены, если темпера-
тура равна 20 °С на внутренней и 0 °С на внешней поверхности сте-
ны. Найти количество тепла, которое стена отдает наружу (на 1 м) в
течение суток. По закону Ньютона скорость Q, с которой теплота
распространяется через площадку А, перпендикулярную оси 0Х, за-

пишется 
dx
dTkSQ −= , где Т – температура; S площадь площадки А;

k ‒ коэффициент теплопроводности, k=0,0015. 
17. 1) Тело движется прямолинейно с ускорением a(t)=12t2 ‒ 4 м/с2. 
Найти путь, пройденный за первые 3 с, если при t = 0 расстояние S=0 и 
скорость v=0.
2) Тело весом 2 кг, брошенное вертикально вверх со скоростью 20 м/с, 
испытывает   сопротивление   воздуха,   пропорциональное   скорости 
(коэффициент пропорциональности равен 0,04).  Найти, через сколько 
секунд тело достигнет наивысшего положения (принять g=9,8 м/с). 

125

Си
бА
ДИ



18. 1) Температура вынутого из печи хлеба падает в течение 20 мин от 
100 до 60 °С, температура воздуха равна 20 °С.Через сколько времени 
от начала охлаждения температура хлеба понизится до 30 °С? По за-
кону Ньютона скорость охлаждения какого-либо тела в воздухе про-
порциональна разности между температурой тела и температурой 
воздуха.
2) В сосуд, содержащий 10 л воды, непрерывно поступает со скоро-
стью 2 л в минуту раствор, в каждом литре которого содержится 0,3 г 
соли. Поступающий в сосуд раствор перемешивается с водой, и смесь 
вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли будет через               
5 мин в сосуде?
19. 1) Найти уравнение кривой, проходящей через точку А(2,4) и об-
ладающей тем свойством, что отрезок, отсекаемый по оси абсцисс ка-
сательной, проведенной в любой точке кривой, равен кубу абсциссы 
точки касания.
2)Лодка замедляет свое движение под действием силы сопротивления 
воды, которая пропорциональна скорости лодки. Начальная скорость 
лодки 1,5 м/с. Через 4 с скорость её 1 м/с. Какой путь будет пройден 
лодкой через 5 с?
20. 1) Ускорение прямолинейно движущейся точки в зависимости от 
времени выражается формулой a(t)=5t2‒3t. Найти закон движения 
точки и путь, пройденный за 2 с, если в начальный момент времени 
t=0 скорость v= 0,5 м/с, а путь S=0.
2) Тело, нагретое до 650 °С, выносится на воздух, температура кото-
рого 10 °С. За час температура тела понизилась до 90 °С. За какое 
время она понизится до 20 °С? Использовать закон: скорость охлаж-
дения тела прямо пропорциональна разности температур тела и окру-
жающей среды.
21. 1) Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью 20 км/
ч. На полном ходу её мотор выключается и через 40 с после этого 
скорость лодки уменьшается до v1 = 8 км/ч. Сопротивление воды 
пропорционально скорости движения лодки. Определить скорость 
лодки через 2 мин после остановки мотора.
2) Скорость обесценивания оборудования вследствие его износа про-
порциональна в каждый данный момент времени его фактической 
стоимости. Начальная стоимость А0. Какова будет стоимость обору-
дования по истечении десяти лет?
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22. 1) Найти уравнение кривой, проходящей через точку А(2,4) и об-
ладающей тем свойством, что отрезок, отсекаемый по оси абсцисс ка-
сательной, проведенной в любой точке кривой, равен квадрату абс-
циссы точки касания.
2) Ускорение прямолинейно движущейся материальной точки в зави-
симости от времени выражается формулой a(t)=6t2–3t. Найти закон
движения точки, если в начальный момент времени t = 0; скорость
v= 0,5 м/с, а путь S=0.

§2. Анализ детерминированных систем с помощью
дифференциальных уравнений 

2.1. Пример модели, приводящей к дифференциальному уравнению

Напомним, что в детерминированных моделях все факторы, ока-
зывающие влияние на развитие ситуации принятия решения, одно-
значно определены и их значения известны в момент принятия реше-
ния. Классическая теория математического моделирования: объекту 
ставится в соответствие некоторое уравнение, описывающее его по-
ведение. Зная решение этого уравнения, можно предсказать поведе-
ние исследуемого процесса. 

В детерминированной факторной модели связи между перемен-
ными жестко фиксированы и каждой конкретной величине изменения 
независимой переменной (фактора) соответствует строго определен-
ное (детерминированное) изменение зависимой переменной (резуль-
тативного показателя). 

Если на этапе моделирования взаимосвязей между результатив-
ными показателями и факторами будет допущена ошибка, то все 
дальнейшие расчеты не дадут верных результатов. Смысл этапа со-
стоит в том, чтобы в форме математического уравнения выразить 
взаимосвязь исследуемого показателя и факторов. Для этого необхо-
димо выполнять ряд требований: 

1. Факторы, которые входят в модель, должны находиться в
причинно-следственной связи с результативным показателем. 

2. Все показатели факторной модели должны быть количест-
венно измеримыми. 

Модель должна объяснить объяснимое и предсказать неизвестное. 
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Математические модели детерминированы, т. к. однозначно оп-
ределяют решение. С одними и теми же исходными данными получа-
ется один и тот же результат.  

Если уравнение математической модели не имеет точного реше-
ния (как правило, для сложных систем), то при решении используют 
методы численного анализа. 

Рис. 2.9. Основные этапы составления детерминированной модели 

1. Обследование объекта модернизации
и формулировка технического задания на разработку модели

2. Математическая постановка задачи

3. Качественный анализ и проверка корректности решения

5а. Поиск решения 

4. Выбор и обоснование метода решения задачи

    Аналитические              Прочие методы 

5б. Разработка алгоритма решения 
и исследование его свойств, реали-
зация алгоритма в виде программы 

для ЭВМ 

6. Проверка адекватности модели

7. Практическое использование построенной модели
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Для составления математической модели, описывающей не-
прерывное поведение системы, применяются дифференциальные 
уравнения. Для этого, как правило, используются характеристики: 

– исследуемый параметр – функция, описывающая процесс;

 – скорость изменения исследуемого параметра –

дифференциальное уравнение первого порядка. 
Общий подход к описанию процесса: 
1. найти функцию, характеризующую изменение процесса;
2. составить и решить дифференциальное уравнение.
Математическое описание динамических моделей осуществля-

ется, как правило, с использованием либо систем дифференциальных 
уравнений (в случае моделей с непрерывным временем), либо систем 
разностных уравнений (в случае моделей с дискретным временем). 

Таким образом, можно выделить основные этапы составления 
детерминированной модели (рис. 2.9). 

1. Представить производную функции в виде отношения диффе-
ренциалов 

( )20−= Tk
dt
dТ . 

2. Разделить переменные

( ) kdt
T

dТ
=

− 20
. 

3. Проинтегрировать обе части уравнения

( ) ( ) CktTdtk
T

dТ
+=−∫=∫

−
20ln,

20
. 

4. Выразить искомую функцию
ktCkt CeTeT +==− + 20,20 ln . 

5. Найти значения констант по заданным начальным условиям.
Найдём k и С из условий 





=
=

.80)10(
,100)0(

T
T

Подставляя начальные данные в решение уравнения, получим 







=+

=+

.8020

,10020
10

0

k

k

Ce

Ce





=

=

.60

,80
10kCe

C





=

=

.6080

,80
10ke

C
( )





=

=

.
4
3

,80
10ke

C















=

=

.
4
3

,80

10
1

ke

C

( )tx

( )txF
dt
dx ,=

129

Си
бА
ДИ



6. Записать искомую функцию

10

4
38020

t

T 





+= . 

7. Проверка адекватности модели.
В любой момент времени температура воды в чайнике не ниже

температуры кухни. Это следует из решения данного уравнения    
(t ≥ 20). 
В начальный момент времени температура воды в чайнике 100 °С. 
Через 10 мин температура воды в чайнике 80 °С. 

Действительно, подставляя в искомую функцию решения t = 0, 
получим 

1008020
4
38020

4
38020

0
10
0

=+=





+=






+=T . 

8. Практическое использование построенной модели.
Выясним, когда температура воды в чайнике будет равна 40 °С.

Для этого подставим в искомую функцию решения t = 40, получим 

===





=






+=

4
3ln
4
1ln

10,
4
3ln

104
1ln,

4
3

4
1,

4
3802040

1010
tt

tt

 

1884,484log10

4
3ln
4
1ln

10
3
4 ≈= . 

Прибавим полученное число к времени выключения чайника, 
получим 11 ч 8 мин. 

На примере данной модели можно сформулировать некоррект-
ные вопросы. Например, когда температура воды в чайнике будет 
15 °С градусов? Или какой была температура воды в чайнике в 10 ч? 

Действительно, подставляя Т=15 в искомую функцию решения, 
получим 

1010

4
3805,

4
3802015

tt







=−






+= . 

Как известно из курса математики, показательное выражение не 
может принимать отрицательное значение. Но данная модель позво-
ляет ответить и на другие корректные вопросы: когда температура 
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воды в чайнике будет отличаться от температуры кухни меньше, чем 
на 10 °С?  

( ) ( ) 1020
4
38020,

4
38020,1020

1010
<−






+






+=<−

tt

tTtT , 

28,72

4
3ln

8
1ln

10,
8
1ln

4
3ln

10
,

8
1

4
3,10

4
380

1010
≈><<






<






 tt

tt

. 

Следовательно, через 72 мин температура воды в чайнике будет 
отличаться от температуры кухни меньше, чем на 10 °С. 

На данном примере можно рассмотреть классификацию матема-
тических моделей в зависимости от: 

1. сложности объекта моделирования;
2. оператора модели;
3. входных и выходных параметров;
4. способа исследования модели;
5. цели моделирования.

Рис. 2.10. Классификация математических моделей 

1. Объект моделирования – простой.
2. Оператор модели – линейный.
3. Входные и выходные параметры – детерминированные, по

отношению ко времени – динамические; по отношению к размерно-
сти – одномерные; по составу параметров – непрерывные. 

Объект моделирования 

простой система

имитационная структурная 
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4. Способ исследования модели – аналитический, решение полу-
чено в алгебраической форме. 

5. Цели моделирования – дескриптивные, т.е. предназначены для 
описания и объяснения наблюдаемых фактов или прогноза поведения 
объекта. Действительно, в результате построения математической 
модели и её решения можно прогнозировать время охлаждения чай-
ника до любой возможной температуры. Помимо дескриптивных, це-
ли моделирования могут быть оптимизационными и управленчески-
ми, что в свою очередь влияет на способ исследования поставленной 
задачи. 

2.2. Пример модели, приводящей к разностному уравнению

Задача 2. Количество рыб в озере в начале эксперимента равно 
нулю. Каждый год зоолог выпускает в озеро 100 рыб, которые не по-
гибают. Каждый год популяция увеличивается на 50%. 

Необходимо разработать математическую модель, которая по-
зволяет ежегодно определять численность популяции рыб в озере. 

Проиллюстрируем все этапы составления детерминированной 
модели на примере данной задачи.   

1. Техническое задание на разработку модели содержится в са-
мой формулировке задания. 

2. Для формулировки математической постановки выберем 
переменные: 

n – номер года (независимая переменная, аргумент); 
xn – численность популяции рыб в n-м году (зависимая перемен-

ная, функция). 
Затем запишем ограничения на переменные: 
n – неотрицательно; x0=0. 
Сформулируем требования задачи на языке математики: 

1005,11 +⋅=+ nn xx . 
Тогда математическая постановка задачи будет выглядеть сле-

дующим образом: найти решение разностного уравнения
1005,11 +⋅=+ nn xx , удовлетворяющее начальным условиям х(0)= 0. 

3. Качественный анализ и проверка корректности решения.
Задача свелась к разностному уравнению первого порядка с за-

данным начальным условием.Существование и единственность реше-
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ния такой задачи доказывается в теории разностных уравнений, по-
этому модель можно считать корректной. 

4. Выбор и обоснование метода решения задачи.
Данное разностное уравнение является линейным уравнением с

постоянными коэффициентами. 
5. Поиск решения. Этапы решения такого уравнения известны:
1. Записать последовательно значения x1, x2, x3,… .

1005,1 01 +⋅= xx , 
( ) ( ) 10015,15,11001005,15,11005,1 0

2
012 ⋅++⋅=++⋅=+⋅= xxxx . 

( )( )
( ) .10015,15,15,1

10010015,15,15,11005,1
2

0
3

0
2

23

⋅+++⋅=

=+++⋅=+⋅=

x

xxx

2. Методом математической индукции получить зависимость
xn=xn(n, x0). Для этого воспользуемся формулой для суммы геометри-

ческой прогрессии ( )1
1

1 ≠
−
−

= q
q

xqxS n
n : 

( ) =⋅
−

−⋅
+⋅=⋅+++++⋅=

−
−− 100

15,1
15,15,15,110015,1...5,15,15,1

1

0
21

0

n
nnnn

n xxx

( ).15,12005,1 0 −⋅+⋅= nn x
Действительно, если n=0, имеем 

( ) 0
0

0
0

0 15,12005,1 хxx =−⋅+⋅= . 
Пусть формула верна для n, докажем её для n +1 

( )
( )( )

( ).15,12005,1

10015,12005,15,11005,1

,15,12005,1

1
0

1
01

0

−⋅+⋅=

=+−⋅+⋅⋅=+⋅=

−⋅+⋅=

++
+

nn

nn
nn

nn
n

x

xxx

xx

Таким образом, получили разностное уравнение 
( ) 0,15,12005,1 00 =−⋅+⋅= хxx nn

n . 
6. Проверка адекватности модели.
Действительно, в любой год численность популяции неотрицательна

( ) 015,12005,1 0 ≥−⋅+⋅= nn
n xx . 

В год начала эксперимента численность популяции равна нулю 
( ) 0

0
0

0
0 15,12005,1 хxx =−⋅+⋅=
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Выясним, через сколько лет численность популяции достигнет 
2000 рыб. 

( ) 200015,120005,1 =−⋅+⋅= nn
nx , 

,
, 

, 
. 

Таким образом, численность популяции достигнет 2000 рыб че-
рез 6 лет после начала эксперимента. 

§ 3. Устойчивость решений

3.1. Предварительные замечания 

Теорема (о непрерывной зависимости решения от начальных 
условий) [12]. 

Пусть для уравнения y ′ = f(x,y) выполняются условия: 
1) f(x,y) непрерывна в некоторой области D плоскости x0y,
2) f(x,y) в области D ограничена.
Тогда для любой точки M0(x0,y0)∈D решение y=φ(x) , удовлетво-

ряющее начальному условию y0 = φ(x0),  непрерывно зависит от на-
чальных данных на отрезке [a;b],  содержащем x0 . 

Если решение задачи Коши существует,  единственно и непре-
рывно зависит от начальных данных, то говорят, что задача Коши 
поставлена корректно. 

3.2. Устойчивость по Ляпунову 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
y′= f(x,y),            (2.22) 

где f (x,y) определена и непрерывна в некоторой области D: 

( ) ( ){ }1,,, DyaxyxD ∈∞∈= , 

а ( )yxf y ,′  ограничена в D.

( ) 200015,1200 =−⋅ n

1015,1 =−n

115,1 =n

91393,511log
2
3 ≈=n

7. Практическое использование построенной модели.
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Пусть 
1) y=φ(x) – решение  (2.22),  удовлетворяющее  начальному ус-

ловию  y(x0) = y0, где y0∈D1, x0∈(a; + ∞); 
2) ( )хуу ~=  – решение (2.22), удовлетворяющее  начальному ус-

ловию ( ) 00
~уху = . 

Предполагается, что решения φ(x) и ( )ху~ определены для всех   x≥x0.
Определение. Решение φ(x) уравнения y′ = f(x,y) называется ус-

тойчивым по Ляпунову при x → +∞ ,  если для любого ε >0 существу-
ет δ >0 такое, что для любого решения ( )хуу ~=  этого уравнения из
неравенства 

( ) ( ) δϕ <−=− 0000
~~ уухху         (2.23) 

следует неравенство 
( ) ( ) εϕ <− хху~       (2.24) 

для всех x ≥ x0. 
Другими словами, решения, близкие в начальной точке x0 к на-

чальному значению решения y=φ(x) – y0=φ(x0),  остаются близкими и 
при всех х≥x0 к этому решению. Таким образом, малые изменения на-
чальных данных приводят к незначительным изменениям самого ре-
шения. 

Геометрическая интерпретация этого решения представлена на 
рис. 2.11. 

Рис. 2.11. Геометрическая интерпретация устойчивости решения 
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Решение y=φ(x) устойчиво,  если для любой ε-полоски, содер-
жащей кривую y=φ(x),  достаточно близкие к ней интегральные кри-
вые ( )хуу ~=  при x = x0 целиком содержатся в указанной ε-полоске
при всех x ≥ x0 . 

Если при сколь угодно малом δ >0 хотя бы для одного решения 
( )хуу ~= уравнения (2.22)  неравенство (2.24)  не выполняется, то ре-

шение y=φ(x) этого уравнения называется неустойчивым. Неустойчи-
вым следует считать и решение,  не продолжаемое вправо при 
x → +∞.  

Определение. Решение y=φ(x) уравнения (2.22)  называется 
асимптотически устойчивым, если 

1) решение y=φ(x) устойчиво,
2) существует δ1>0 такое,  что для любого решения ( )хуу ~=

уравнения (2.22), удовлетворяющего условию 

( ) ( ) 10000
~~ δϕ <−=− уухху ,

имеем 
( ) ( ) 0~lim =−

∞→
хху

x
ϕ  .      (2.25) 

Это означает, что все решения ( )хуу ~= , близкие по начальным
условиям к асимптотически устойчивому решению y=φ(x), не только 
остаются близкими к нему при x ≥ x0,  но и неограниченно сближают-
ся с ним при x → +∞.    

Пример 1. Исследовать на устойчивость тривиальное решение 
у=0 уравнения y′ = −a2y (a = const ). 

Решение. уау 2−=′ , уа
dx
dу 2−= , dxа

y
dу 2−= , ∫−=∫ dxа

y
dу 2 , 

Cxаy +−= 2ln , xаCxа еСеy
22

1
−+− == . 

Из условия ( ) 00 уху = найдем
xаCxа еСеy

22

1
−+− == или 0

2

01
xаеуС = . 

Тогда частное решение имеет вид 
( )0

2

0
xхаеуy −−

= .        (2.26) 
В частности, при у0=0 получаем нулевое решение: у=0. Предпо-

ложим теперь, что начальное значение у0, которое мы считали равным 
нулю, на самом деле оказалось хоть и малым, но отличным от нуля. 
Как будет себя вести решение при x → +∞? 
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Из формулы (2.26) видно, что при x → +∞ в силу отрицательно-
сти показателя степени экспоненты решение неограниченно прибли-
жается к нулю (рис. 2.12). Согласно определению решение будет 
асимптотически устойчивым. Очевидно выполнение формулы (2.25).   

Рис. 2.12. Чертёж решения формулы (2.24) 

Пример 2. Исследовать  на  устойчивость тривиальное решение 
у=0 уравнения y′ = a2y (a = const ). 

Решение. Аналогично решению примера 1 получим частное 
решение данного уравнения. Оно имеет вид 

( )0
2

0
xхаеуy −

= .        (2.27) 
Здесь при 00 ≠у и при возрастании х решение по абсолютной 

величине неограниченно возрастает, т.е. становится не малым, даже 
если 0у  было как угодно малым. Такое решение будет неустойчивым 
(рис. 2.13).  

Рис. 2.13. Чертёж неустойчивого решения формулы (2.27) 
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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

( )nii yyxfy ,,, 1 =′ , i =1,2,..., n ,  (2.28) 
где 

1) fi(x, y1, y2,..., yn)   определена  и  непрерывна  в  некоторой об-
ласти 

D ={(x; y1;..., yn) | x∈(a;+ ∞), (y1,..., yn)∈D1⊆R(n)} 
2) ( fi)′yj (x, y1, y2, ..., yn)  ( j =1,2,...,n ) ограничена в D.
Определение  устойчивости  и  асимптотической устойчивости

решенияyi = φ i(x) (i =1, ..., n)   системы  (2.28) дается так же как для 
уравнения (2.22).  

При этом неравенство (2.23) заменяют на систему неравенств 
( ) ( ) δϕ <−=− 0000

~~
iiii уухху  (i =1,...,n) , 

неравенство (2.24) – на систему неравенств 
( ) ( ) εϕ <− хху ii

~  (i = 1, ..., n) ,     (2.27) 
а условие  (2.25) – на совокупность условий 

( ) ( ) 0~lim =−
∞→

хху iix
ϕ  (i = 1,..., n) . 

Решение yi = φi(x) (i =1,..., n) системы (2.28) называется неустой-
чивым, если при сколь угодно малом δ >0 хотя бы для одного реше-
ния ( )хуу ii

~=  (i =1,..., n)   хотя бы одно из неравенств (2.29) не вы-
полняется. 

Неустойчивым следует считать и решение, не продолжаемое 
вправо при  x → +∞.  

Замечание. Вопрос об устойчивости решения yi = φi(x) (i =1,..., n)    
системы (2.28) сводится к вопросу об устойчивости тривиального ре-
шения системы, получаемой из данной заменой  

zi(x) = yi(x) −φi(x) (i =1,..., n). 

Поэтому в дальнейшем будем считать, что на устойчивость ис-
следуются именно тривиальные решения систем. 

Пример 3. Исходя из определения устойчивости по Ляпунову, 
исследовать на устойчивость решение уравнения, удовлетворяющее 
начальному условию  

уху −+=′ 1
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Решение. Уравнение, рассмотренное выше, есть линейное неод-
нородное уравнение. Его общее решение 

( ) хСеху х += − . 
Начальному условию у=0 удовлетворяет решение 

( ) хх =ϕ . 
Начальному условию удовлетворяет решение ( ) 00 уy =

( ) хеуху х += −
0

Рассмотрим разность полученных выше решений уравнения и 
запишем ее так: 

( ) ( ) ххеухху х −+=− −
0ϕ . 

Отсюда видно, что для всякого ε>0 существует δ>0 (например, 
δ=ε), такое, что для всякого решения y(x) уравнения, начальные зна-
чения которого удовлетворяют условию δ<− 00у , выполняется не-
равенство 

( ) ( ) 000 =−=− −хеухху ϕ

для всех 0≥х . 
Следовательно, решение ( ) хх =ϕ является устойчивым. Более 

того, поскольку 

( ) ( ) 00limlim 0 =−=− −

∞→∞→

х

xx
еухху ϕ , 

решение ( ) хх =ϕ  является асимптотически устойчивым. 
Это решение ( ) хх =ϕ является неограниченным при x → +∞. 

Приведенный пример показывает, что из устойчивости решения 
дифференциального уравнения не следует ограниченности решения. 

Пример 4. Исследовать на устойчивость решение уравнения 

yу 2sin=′ . 

Решение.Оно имеет очевидные решения Zkky ∈= ,π . 
Интегрируя уравнение, получим  

y
dx
dу 2sin= , dx

y
dу

=2sin
, ∫=∫ dx

y
dу

2sin
, xCctgy −= . 
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Или 
xyy −= 0ctgctg , 

откуда 
( )xyy −= 0ctgarcctg , Zkky ∈≠ ,π .

Все полученные решения ограничены на (-∞,+∞). Однако реше-
ние ( ) 0≡ху  неустойчиво при x → +∞, так как при любом ( )π,00 ∈у
имеем ( ) π=

∞→
ху

x
lim . 

Следовательно, из ограниченности решений дифференциального 
уравнения, вообще говоря, не следует их устойчивость. Это явление 
характерно для нелинейных уравнений и систем. 

3.3. Устойчивость автономных систем. Типы точек покоя

Обобщив геометрическую интерпретацию, считаем, что реше-
ние системы дифференциальных уравнений 

( )xy 11 ϕ= , ( )xy 22 ϕ= , ..., ( )xy nn ϕ=

представляет собой интегральную кривую (n +1)-мерного пространст-
ва переменных x , y1, y2,…, yn. 

Решению системы дифференциальных уравнений можно при-
дать другой геометрический смысл. 

Рассмотрим нормальную систему дифференциальных уравнений 

( )
( )




=′
=′

.,,
,,,

2122

2111

yyxfy
yyxfy

Будем рассматривать переменную x как параметр (обычно под-
разумевают, что x – время).  Тогда  

( )
( )




=
=

xy
xy

22

11 ,
ϕ
ϕ

 

– параметрические уравнения кривой на плоскости y10y2.
Эту кривую называют траекторией системы (фазовой траекто-

рией). Плоскость y10y2 в этом случае называют фазовой плоскостью. 
С геометрической точки зрения фазовые траектории – проекции инте-
гральных кривых на фазовую плоскость. 
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Определение. Нормальная система дифференциальных уравне-
ний называется автономной, если ее правые части fi не зависят явно от 
x, т.е. если она имеет вид 

( )nii yyfy ,,1 =′ , i =1,2,..., n.   (2.30) 

Рассмотрим автономную систему: 

( )
( )

( )









=′

=′
=′

.,,

,,,
,,,

1

122

111

nnn

n

n

yyfy

yyfy
yyfy









 (2.31) 

Пусть (a1 ,a2 ,…,an) – последовательность чисел такая, что 
( )
( )

( )









=

=
=

.0,,

,0,,
,0,,

1

12

11

nn

n

n

ааf

ааf
ааf









Тогда: 
1) функции yi ≡ ai(i = 1,2,…) будут решением системы (2.31);
2) последовательность чисел (a1 ,a2 ,…,an) – точка фазового про-

странства,  в которую проецируется решение yi≡ ai (i = 1,2,…). 
Точку (a1, a2,…, an) называют в этом случае точкой покоя (положени-
ем равновесия) автономной системы (2.31). 

Автономная система (2.31) всегда имеет тривиальное решение 

yi ≡ 0(i = 1,2,…). 

Проекция на фазовое пространство решения yi ≡ 0 (i = 1,2,…)  – 
точка (0; 0; …; 0) – называется точкой покоя автономной системы. 
Исследование тривиального решения автономной системы можно за-
менить исследованием соответствующей ему точки покоя (0; 0; …; 0). 

Обозначим 

S(R)={(y1, y2 ,…,yn) ∈Rn |(y1)2 +(y2)2 +…+(yn)2 ≤ R2}. 

Таким образом, S(R) – замкнутая R-окрестность точки 
(0; 0; …; 0) пространства Rn. Назовём S(R) n-мерным шаром. Будем 
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считать, что для рассматриваемой системы в S(R) выполнены условия 
теоремы существования и единственности решения системы. 

Определение. Будем говорить, что точка покоя (0;0;…;0) систе-
мы (2.31) устойчива, если для 

∀ε>0 (0<ε<R) ∃δ>0, 

такое, что любая траектория системы, начинающаяся в момент вре-
мени x=x0 в точке M0∈S(δ), в дальнейшем остается в шаре S(ε) 
(рис. 2.14). 

Точка покоя (0;0;…;0) асимптотически устойчива если 
1) она устойчива;
2) ∃δ1>0, такое,  что любая траектория системы, начинающаяся в

точке M0∈ S(δ1), стремится к началу координат (0; 0; …; 0),  когда 
время x неограниченно растет (т.е. при x → +∞). 

Рис. 2.14. Чертёж n-мерного шара 

Рассмотрим все возможные случаи решений на примере линей-
ной однородной системы второго порядка. Если уравнения (2.31) 
описывают движение, где аргумент t есть время, и при этом уравне-
ния не содержат явно времени t, то система имеют вид 










+=

+=

.

,

2221

1211

yaxa
dt
dy

yaxa
dt
dx
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Как видим, эта система является автономной. Будем предпола-
гать, что коэффициенты 22211211 ,,, aaaa  постоянные, при этом очевид-
но, что х = 0, у = 0 есть решение данной системы, в чем убеждаемся 
непосредственной подстановкой. Исследуем вопрос о том, каким ус-
ловиям должны удовлетворять коэффициенты системы, чтобы реше-
ние х = 0, у = 0 было устойчиво. Эта исследование проводится так: 

дифференцируем первое уравнение и исключаем у и
dt
dy на основании

уравнений системы 

( ) =++=+= yaxaa
dt
dxa

dt
dya

dt
dxa

dt
xd

2221121112112

2







 −++= xa

dt
dxaxaa

dt
dxa 1122211211 , 

или 

( ) ( ) 02211122122112

2
=−−+− xaaaa

dt
dxaa

dt
xd . 

Характеристическое уравнение данного дифференциального 
уравнения имеет вид 

( ) ( ) 0221112212211
2 =−−+− aaaaaa λλ . 

Это уравнение принято записывать в виде определителя 

0
2221

1211 =
−

−
λ

λ
aa

aa
, 

где aij∈R, 0
2221

1211 ≠=
aa
aa

А . 

Рассмотрим корни характеристического уравнения 

0
2221

1211 =
−

−
λ

λ
aa

aa
. 
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Согласно корням характеристического уравнения найдём 

tt еСеСx 21
21

λλ += . 

Тогда из системы можно найти у: 

( ) ( )[ ]
12

11221111
121

а
еаСеаСу tt ⋅−+−= λλ λλ . 

Если 012 =а , то от системы к одному уравнению мы перейдём 
для функции у. Найдя у из второго уравнения системы, находим х. 
структура решений не меняется. Если 012 =а и 021 =а , то решение 
системы уравнений примет вид 

tаtа еСуеСx 2211
21 , ==

Подберём С1и С2 так, чтобы полученные решения удолетворяли 
начальным условиям ( ) ( ) 0000 , ytуxtx == . Получим 

tt еxyaxaеxyaxax 21

21

10012011

21

20012011 λλ

λλ
λ

λλ
λ

−
+−−

+
−

−+
= , 

( ) ( ) .1 21
.112

21

10012011
111

21

20012011

12








−

−
+−−

+−
−

−+
= tt еaxyaxaеaxyaxa

a
y λλ λ

λλ
λλ

λλ
λ

Рассмотрим плоскость х0у. Для рассмотренной выше системы 
дифференциальных уравнений эта плоскость называется фазовой 
плоскостью. Полученные выше решения будем рассматривать как 
параметрические уравнения некоторой кривой на фазовой плоскости 
х0у.Эти кривые являются интегральными кривыми, или траекториями 
дифференциального уравнения 

yaxa
yaxa

dx
dy

1211

2221

+
+

=   ,     (2.32) 

которое получается из рассмотренной выше системы путем деления 
друг на друга правых и левых частей. 
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Начало координат 0(0; 0) является особой точкой для диффе-
ренциального уравнения, так как эта точка не принадлежит к области 
существования и единственности решения. 

Характер решений и вообще решений системы наглядно иллю-
стрируется расположением интегральных кривыхF(x, у, С) = 0, обра-
зующих общий интеграл дифференциального уравнения. Постоянная 
С определяется из начального условия ( ) 00 уху = . После подстановки
значения С получаем уравнение семейства в форме 

F(x, у, х0, у0). 

В случае решений λ1< 0, λ2< 0особая точка называется устойчи-
вым узлом. Говорят, что точка, двигаясь по траектории, неограничен-
но приближается к особой точке при t → +∞. 

Очевидно, что соотношение F(x, у, х0, у0) может быть получено 
путем исключения параметра t из системы. Не производя в дальней-
шем полного анализа характера расположения интегральных кривых 
вблизи особой точки на фазовой плоскости при всех возможных слу-
чаях корней характеристического уравнения, ограничимся иллюстра-
цией этого на простейших примерах, не требующих проведения гро-
моздких вычислений. Отметим, что характер поведения траекторий 
уравнения  

yaxa
yaxa

dx
dy

1211

2221

+
+

=

вблизи начала координат при произвольных коэффициентах качест-
венно такой же, какой будет рассмотрен в примерах. 

Изучив все возможные случаи решений, получим следующие 
расположения траекторий в окрестности точки покоя 0(0; 0): 

1) Если  λ1, λ2∈R , λ1 ≠ λ2, λ1< 0, λ2< 0, то точка покоя асимптоти-
чески устойчива. Точку покоя при таком расположении траекторий 
называют устойчивым узлом (рис. 2.15). 

Рис. 2.15. Устойчивый узел 
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Это следует из равенств, полученных выше, так как при любом 
ε>0 можно выбрать 00 и yx столь малыми, что для всех t>0 будет 

εε << 00 и yx , так как 1;1 21 << tt ее λλ . В этом случае 

( ) 0lim =
∞→

tx
t

, ( ) 0lim =
∞→

ty
t

. 

Аналогично можно рассмотреть и все остальные случаи. 

2) Если λ1, λ2∈R, λ1 ≠ λ2, λ1> 0, λ2> 0, точка покоя неустойчива. Её
называют неустойчивым узлом (рис. 2.16). 

Рис. 2.16. Неустойчивый узел 

3) Если λ1, λ2∈R, λ1 ≠ λ2, λ1> 0, λ2< 0, точка покоя неустойчива. Её
называют седлом (рис. 2.17). 

Рис. 2.17. Седло 
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4) λ1,2 =α ± βi (β ≠ 0), α< 0. Точка покоя асимптотически устойчи-
ва. Её называют устойчивым фокусом (рис. 2.18). 

Рис. 2.18. Устойчивый фокус 

5) λ1,2 =α ± βi (β ≠ 0), α> 0. Точка покоя неустойчива. Её называ-
ют неустойчивый фокус (рис. 2.19). 

Рис. 2.19. Неустойчивый фокус 

6) λ1,2 =α ± βi (β ≠ 0), α = 0. Точка покоя устойчива. Её называют
центром (рис. 2.20). 

Рис. 2.20. Центр 
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7) Если  λ1, λ2∈R, λ1 = λ2, λ1< 0 – рис. 2.21 или 2.22. Точка покоя
асимптотически устойчива. При таком расположении траекторий, как 
на рис. 2.21, ее называют устойчивым вырожденным узлом. Если тра-
ектории располагаются, как на рис. 2.22, – дикритическим узлом.  

Рис. 2.21. Устойчивый вырожденный узел     Рис. 2.22. Дикритический узел 

8) Если  λ1, λ2∈R, λ1 = λ2, λ1> 0 – рис. 2.23. Точка покоя неустой-
чива. При таком расположении траекторий, как на рис. 2.23, её назы-
вают неустойчивым вырожденным узлом.   

Рис. 2.23.  Неустойчивый вырожденный узел  

Удалось установить связь устойчивости любого решения систе-
мы n уравнений с постоянными коэффициентами с соответствующим 
решению характеристическим корнем матрицы системы. 

Доказано, что: 
1) Если все характеристические корни матрицы системы имеют

отрицательную действительную часть, то все решения системы асим-
птотически устойчивы. 
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2) Если хотя бы один характеристический корень матрицы сис-
темы имеет положительную действительную часть, то все решения 
системы неустойчивы. 

3) Если среди характеристических корней есть простые корни с
нулевой действительной частью (т.е.  исто мнимые или равный нулю 
корень), а остальные корни, если они есть, имеют отрицательную 
действительную часть, то все решения устойчивы, но асимптотиче-
скойустойчивости нет. 

Пример 5. Исследовать устойчивость решения х=0, у=0 системы 
уравнений 










−=

−=

.2

,

y
dt
dy

х
dt
dх

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 

0
20
01

=
−−

−−
λ

λ
. 

Тогда корни характеристического уравнения равны 

λ1 = -1, λ2=-2. 

Так как 012 =а и 021 =а , то решение системы уравнений примет 
вид: 

tt еСуеСx 2
2

1
1 , −− ==

Решения, удолетворяющие начальным данным, примут вид 

tt еууехx 2
0

1
0 , −− == . 

Очевидно, что 

( ) 0lim =
∞→

tx
t

, ( ) 0lim =
∞→

ty
t

. 
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Значит, решение х=0, у=0 устойчиво. Решения в данном случае-
соответствует случаю 1). Исключим параметр t из последнего уравне-
ния.Уравнение вида (2.32) для данного примера будет иметь вид 

x
y

dx
dy 2

= .

Интегрируя, получаем 

2,lnln2ln CxyCxy =+= . 

Определим С из условия  

( ) 2
0

0
00 ,

х
уСуху == . 

Подставляя найденное С в решение, получим 

2
2
0

0 х
х
уу =

или 

0

2

0 у
у

х
х

=







. 

Это, очевидно, семейство парабол (см. рис. 2.15).Очевидно, что 
особая точка 0(0,0) есть устойчивый узел. 

3.4. Устойчивость по первому (линейному) приближению

Пусть дана автономная система дифференциальных уравнений 

( )nii yyfy ,,1 =′ , i =1,2,..., n      (2.33) 

и пусть (0;0;…;0) – точка покоя системы (2.33). 
Будем предполагать, что ( )ni yyf ,,1  дифференцируемы в окре-

стности точки 0 достаточное число раз (два и более). 
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Тогда по формуле Тейлора 

( ) ( ) ( ) ( )ni
i

ini yyRdffyyf ,,
!1

0,,00,,0,, 11 


 ++= , 

где 

( ) ( ) ( ) ( )
n

n

iii
i y

dy
dfy

dy
dfy

dy
dfdf ∆∆∆ ⋅++⋅+⋅=

0000,,0 2
2

1
1

 , 

( ) ( ) ( ) ( )( )22
2

2
11 ,, nni yyyyyR ∆∆∆ο  ++= . 

По условию задачи fi(0,0,…, 0)=0, 

Δyi = yi –0=yi . 

Обозначим 
( ) ( )njnia

dy
df

ij
j

i ,,2,1;,,2,10
 === . 

Тогда систему (2.33) можно переписать в виде 

( )nij
n

j
iji yyRxay ,,1

1
+∑=

=
 

Рассмотрим систему 

( )nixay j
n

j
iji ,,2,1

1
=∑=

=
      (2.34) 

Систему (2.34) называют системой первого (линейного) при-
ближения системы (2.33). 

Теорема. Справедливы следующие утверждения: 
1) если все характеристические корни матрицы A =(aij) системы

(2.34) имеют отрицательные действительные части, то точка покоя 
0(0;0;…;0) системы (2.33)  и (2.34) асимптотически устойчива; 

2) если хотя бы один характеристический корень матрицы
A =(aij) системы (2.34) имеет положительную действительную часть, 
то точка покоя 0(0;0;…;0) систем (2.33) и (2.34) неустойчива; 
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3) если все действительные части характеристических корней
матрицы A =(aij) неположительны, причем действительная часть хотя 
бы одного корня равна нулю, то исследование устойчивости тривиаль-
ного решения системы (2.33) по первому приближению невозможно. 

Пример 6. Исследовать на устойчивость нулевое решение сис-
темы 

( )








−+=

−+= +

,41lnsin

,244

zay
dx
dz

zez
dx
dy yz

Выделяя линейную часть функций по формуле Тейлора, получаем 

( )

( )








+−==

+−−=

,,4

,,2

2

1

zyRzay
dx
dz

zyRzy
dx
dy

где функции ( ) ( )zyRzyR ,и, 21  равны ( )22 zyО + и, значит, удовлетво-
ряют условию теоремы. 

Находим собственные значения матрицы коэффициентов 

0
4

12
=

−−
−−−
λ

λ
a

, 

0862 =+++ аλλ , 
а−±−= 132,1λ . 

При а> 1 корни комплексные, Reλ1,2 = –3 < 0, а при –8 <а≤ 1 
корни вещественные отрицательные, значит, в этих случаях нулевое 
решение асимптотически устойчиво. 

При а<– 8 один корень положителен, значит, нулевое решение 
неустойчиво. 

При а = –8 имеем λ1  = 0, λ2  = –6 и вопрос об устойчивости не 
решается с помощью изложенной теоремы. 

Таким образом, для устойчивости решениясистем (2.31) и (2.33) 
важно определить, имеет ли характеристическое уравнение системы 
корни с отрицательными действительными частями. Для этого ис-
пользуется условие Рауса – Гурвица. 
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Условия отрицательности всех вещественных частей корней 
уравнения 

01
1

10 =+++ −
−

nn
nn аaaа λλλ         (2.35) 

с вещественными коэффициентами. 
а) Необходимое условие: все 0>iа . В случае 0≤n  это условие 

является и достаточным. 
б)Условие Рауса – Гурвица: необходимо и достаточно, чтобы были 

положительными все главные диагональные миноры матрицы Гурвица 



















nа

ааaa
aa

000000

000
00000

0123

01







. 

На главной диагонали этой матрицы стоят числа а0, а2,..., аn. В 
каждой строке индекс каждого числа на 1 меньше индекса предыду-
щего числа. Числа аi с индексами i>n или i< 0 заменяются нулями. 

Главные диагональные миноры матрицы Гурвица: 

   11 а=∆ , 
23

01
2 aa

aa
=∆ , 

345

123

01

3

0

ааа
аaa

aa
=∆ , ….     (2.36) 

в) Условия Льенара – Шипара. Необходимо и точно, чтобы все аi> 0 и 
чтобы аn-1> 0. аn-3> 0. an-5 >0, ..., где aiте же, что в выражении (2.36). 

Эти условия равносильны условиям Рауса – Гурвица, но удоб-
нее, так как содержат меньше детерминантов. 

Пример 7. При каких а и b корни уравнения λ4+2λ3+аλ2+3λ+b=0 
имеют отрицательные вещественные части? 

Пишем условия Льенара–Шипара: 

0>а , 0>b , 0946
30
23
012

3 >−−== ba
b
a∆ , 021 >=∆ . 

Отсюда получаем условия b> 0, 6а> 4b+9. 
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Задачи для решения в аудитории 

1. Пользуясь  определением  устойчивости  по  Ляпунову,  выяс-
нить, устойчивы ли решения данных уравнений с указанными на-
чальными условиями 

а) ( ) ( ) 02,13 ==− уу
dx
dyх , 

б) ( ) 00,4 2 =−= ууху
dx
dy , 

в) ( ) 10, =−= уух
dx
dy . 

2. В задачах а)–б)начертить на плоскости у, z траектории данных 
систем вблизи точки (0, 0) и по чертежу выяснить, устойчиво ли ну-
левое решение. 

а)










−=

−=

.2

,

y
dt
dy

x
dt
dx

, 

б) 










=

=

.2

,

y
dt
dy

x
dt
dx

, 

в)










=

−=

.

,

y
dt
dy

x
dt
dx

3. В задачах а)–б) исследовать устойчивость нулевого решения, 
пользуясь известными условиями отрицательности вещественных 
частей всех корней многочлена, например условием Рауса–Гурвица: 

а) 02 =+′+′′+′′′ уууу , 
б) 0322 =+′+′′+′′′ уууу , 
в) 02342 =+′+′′+′′′+ ууууу IV . 
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Ответы 

1. а) неустойчиво, б) устойчиво, в) устойчиво. 2. а) асимптотически
устойчиво, б) неустойчиво, в) неустойчиво. 3. а) неустойчиво,
б) устойчиво, в) устойчиво.

§ 4. Приближенные методы решения обыкновенных
дифференциальных уравнений 

Многообразие различных процессов порождает большое много-
образие прикладных задач, приводящих к дифференциальным урав-
нениям в обыкновенных и в частных производных. Некоторые из этих 
задач были рассмотрены в §3. Конкретная прикладная задача может 
приводить к дифференциальному уравнению любого порядка, или к 
системе уравнений любого порядка. Но известно, что обыкновенное 
дифференциальное уравнение n-гo порядка 

при помощи замены можно свести к эквивалентной 
системе n уравнений первого порядка 

где . 
Аналогично произвольную систему дифференциальных уравне-

ний любого порядка можно заменить некоторой эквивалентной сис-
темой уравнений первого порядка. Поэтому в дальнейшем мы будем, 
как правило, рассматривать системы уравнений первого порядка. Для 
обобщения данных случаев введём обозначение 

        (2.37) 

где правая и левая части уравнений представляют собой вектор-
функции. 

Точное решение таких уравнений может быть получено лишь в 
исключительных случаях. Отсюда и возникает необходимость при-

( ) ( )( )1,,,, −′= nn yyyxfy 

( )( ) ( )xyxy k
k =

( ) ( )
( ) ( ),,,,,

,20,

1101

1

−−

+

=′
−≤≤=′

nn

kk

yyyxfxy
nkxyxy



( ) ( )xyxy ≡0

( ) ( ),, yxfxy =′
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ближенного решения таких задач. Известно, что система n-го порядка 
имеет множество решений, которое в общем случае зависит от n па-
раметров и может быть записано в форме 

. Для определения значений этих параметров, 
т. е. для выделения единственного (ИЛИ нужного) решения, надо на-
ложить n дополнительных условий на функции . 

Различают три основных типа задач для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений: задачи Коши, краевые задачи и задачи на 
собственные значения. В этом пособии автор ограничился только рас-
смотрением первых двух. 

4.1. Задача Коши

Задача Коши (задача с начальными условиями) для дифферен-
циального уравнения первого порядка была рассмотрена в §1 гл.1. 
Она имеет дополнительные условия вида 

,       (2.38) 

т. е. заданы значения всех функций в одной и той же точке х =х0. Эти 
условия можно рассматривать как задание координат начальной точ-
ки интегральной кривой в (n + 1)-мерном про-
странстве . Решение при этом обычно требу-
ется найти на некотором отрезке . 

Напомним, что если правые части выражения (2.37) непрерывны 
и ограничены в некоторой окрестности начальной точки 

, то задача Коши (2.37) – (2.38) имеет решение, но,
вообще говоря, не единственное. Если правые части не только непре-
рывны, но и удовлетворяют условию Липшица по переменным yk

( ) ( ) 2121 ,, kkkk yyKyxfyxf −≤−

в любой завмкнутой ограниченной окрестности начальной точки, то 
решение задачи Коши единственно и непрерывно зависит от коорди-
нат начальной точки, т. е. задача корректно поставлена. Если вдоба-
вок правые части имеют непрерывные производные по всем аргумен-
там вплоть до q-гo порядка, то решение у(х) имеет q+1 непрерывную 
производную по х. 

nn ССС ,,, 11 −

( )nn СССxyy ,,,, 11 −= 

( )xyk

( ) kk yxy ≡0

( )1100 ,,,, −nyyyx 

( ) ( ) ( )( )хyхyхyx n 110 ,,,, −

Ххx ≤≤0

( )1100 ,,,, −nyyyx 
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Методы решений таких уравнений можно условно разбить на 
точные, приближенные и численные. К точным относятся методы, по-
зволяющие выразить решение дифференциального уравнения через 
элементарные функции либо представить его при помощи квадратур 
от элементарных функций, то есть его общее решение выражается че-
рез один или несколько интегралов, вычисленных приближенно. Эти 
методы изучаются в курсах обыкновенных дифференциальных урав-
нений (см. §1–3 гл.1). 

Нахождение точного решения задачи (2.37) – (2.38), а тем более 
общего решения системы (2.37) облегчает качественное исследование 
этого решения и дальнейшие действия с ним (см. задачу 1 §1 гл.2). 

Приближенными будем называть методы, в которых решение 
получается как предел у(х) некоторой последовательности уn(х), при-
чем уn(х) выражаются через элементарные функции или при помощи 
интеграла. Ограничиваясь конечным числом n, получаем приближен-
ное выражение для y(х). Примером может служить метод разложения 
решения в обобщенный степенной ряд, рассматриваемый в курсах 
обыкновенных дифференциальных уравнений; некоторые другие 
приближенные методы будут изложены в этом параграфе. Однако эти 
методы удобны лишь в том случае, когда большую часть промежу-
точных выкладок удается сделать точно (например, найти явное вы-
ражение коэффициентов ряда). Это выполнимо лишь для сравнитель-
но простых задач (таких как линейные), что сильно сужает область 
применения приближенных методов. 

Численные методы – это алгоритмы вычисления приближенных 
(а иногда точных) значений искомого решения у(х) на некоторой вы-
бранной сетке значений аргумента хn. Решение при этом получается в 
виде таблицы. Численные методы не позволяют найти общего реше-
ния системы (2.37); они могут дать только какое-то частное решение, 
например решение задачи Коши (2.37) – (2.38). Это основной недос-
таток численных методов. Зато эти методы применимы к очень широ-
ким классам уравнений и всем типам задач для них. Поэтому с появ-
лением быстродействующих ЭВМ и программ (Mathematica, MAT-
LAB, Maple) для них численные методы решения стали одним из ос-
новных способов решения конкретных практических задач для обык-
новенных дифференциальных уравнений.  

Численные методы можно применять только к корректно по-
ставленным (или регуляризованным) задачам. Заметим, однако, что 
для успешного применения численных методов формальное выпол-
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нение условий корректности может оказаться недостаточным. Необ-
ходимо, чтобы задача была хорошо обусловлена, т. е. малые измене-
ния начальных условий приводили бы к достаточно малому измене-
нию интегральных кривых (см.§3 гл. 2). Если это условие не выпол-
нено, т. е. задача слабо устойчива, то небольшие изменения началь-
ных условий или эквивалентные этим изменениям небольшие по-
грешности численного метода могут сильно исказить решение. 

В настоящее время создано и разработано значительное число 
приближенных методов решения дифференциальных уравнении, из-
ложить которые можно лишь на примере некоторых модельных задач. 

В этом параграфе не ставится цель изложения всех методов ре-
шения задачи Коши, а рассматриваются те методы, которые входят в 
программу курса «Высшая математика» для строительных специаль-
ностей. 

Одним из таких методов решения задачи Коши для дифферен-
циального уравнения в обыкновенных производных является метод 
Пикара.  

      4.2. Метод Пикара (метод последовательных приближений)

Это приближенный метод решения, являющийся обобщением 
метода последовательных приближений. Рассмотрим задачу Коши 
для уравнения первого порядка. Для простоты записи мы ограничим-
ся случаем одного уравнения первого порядка. Алгоритмы для случая 
системы n уравнений легко получаются из алгоритмов, составленных 
для одного уравнения. 

Пусть дано уравнение 

       (2.39) 
правая часть которого в прямоугольнике непре-
рывна и имеет непрерывную частную производную по у. Требуется 
найти решение уравнения (2.39), удовлетворяющее начальным усло-
виям  

.      (2.40) 

По теореме Коши в некоторой окрестности точки  такое 
решение существует и является единственным. 

( ) ( ),, yxfxy =′

bууахх ≤−≤− 00 ,

( ) 00 уxy =

( )00 , yх
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Интегрируя дифференциальное уравнение, заменим эту задачу 
эквивалентным ей интегральным уравнением типа Вольтерра 

.        (2.41) 

Решая это интегральное уравнение методом последовательных 
приближений, получим итерационный процесс Пикара 

, k=1,2,… .     (2.42) 

На каждой итерации этого процесса интегрирование выполняет-
ся либо точно, либо численными методами, описанными в главе. 

Докажем сходимость метода, предполагая, что в некоторой ог-
раниченной области  правая часть непре-
рывна и удовлетворяет по переменной у условию Липшица 

. 

Поскольку рассматриваемая область ограничена, то выполняют-
ся соотношения . Обозначим погрешность при-
ближенного решения через . Вычитая выражение 
(2.41) из (2.42) и используя условие Липшица, получим 

. 

Решая это рекуррентное соотношение и учитывая, что 
, найдем последовательно 

, , …, . 

Отсюда следует оценка погрешности 

. 

( ) ( ) ( )( )dxхyxfхуxy
х

х
∫+=
0

,0

( ) ( )( )dxхyxfуxy
х

х

kk ∫+= −

0

1
0 ,

bууахх ≤−≤− 00 , ( )yxf ,

( ) ( ) 2121 ,, ууLyxfyxf −≤−

bууахх ≤−≤− 00 ,
( ) ( ) ( )xуxуxu k

k −=

( ) ( )∫= −

x

x
kk dxxuLxu

0
1

( ) ( ) bxууxu ≤−= 00

( ) ( )01 xxbLxu −≤ ( ) ( )20
2

2 2
1 xxbLxu −≤ ( ) ( )kk

k xxbL
k

xu 0!
1

−≤
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k

kk
k k

eaL
k

babL
k

xu 





≈≤

π2!
1
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Видно, что max при , т. е. приближенное ре-
шение равномерно сходится к точному во всей области. 

Пример 1. Применим метод Пикара к задаче Коши для уравнения 

. 

Решение. Решение этого уравнения не выражается через эле-
ментарные функции, но в этом случае квадратуры (6) вычисляются 
точно, и мы легко получаем 

 

и т. д. Видно, что при х ≤ 1 эти приближения быстро сходятся и по-
зволяют вычислить решение с высокой точностью.Из этого примера 
видно, что метод Пикара выгодно применять, если интегралы (2.42) 
удается вычислить через элементарные функции. Если же правая 
часть уравнения (2.39) более сложна, так что эти интегралы прихо-
дится находить численными методами, то метод Пикара становится 
не слишком удобным. Метод последовательных приближений позво-
ляет найти аналитическое решение поставленной задачи Коши, т. е. 
является аналитическим методом. 

Метод Пикара легко обобщается на системы уравнений спосо-
бом, описанным выше. Однако на практике чем выше порядок систе-
мы, тем реже удается точно вычислять интегралы в выражении (2.42), 
что ограничивает применение метода в этом случае. 

Пример 2. Найти решение задачи Коши методом Пикара. 

, . 

( ) 0→xuk ∞→k

( ) ( ) 00,22 =+=′ уухxy

,00
0 == уу

( ) ,
3
1)0(0 32

0

21 хdxхxy
х

=+∫+=

( ) ,
21
11

3
1
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1

3
1)

3
1(0 4373

2
3

0

22 





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⋅
+=






+∫+= ххххdxххxy
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( ) ,
19845
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2

21
11

3
1 128433 






 +++= ххххxy

( ) ( ) ( ) 10,2 =−=′ ууххxy 10 ≤≤ х
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Решение. Здесь можно легко найти точно решение: 

, , ,

. 

Из начальных условий найдём константу С: 

.

Тогда точное решение имеет вид 

. 

Найдем несколько приближений по методу Пикара: 

 

, 

( )
dx
dyxy =′ ( )ухх

dx
dy 2−= ( )dxхх

y
dy 2−= ( )∫ ∫ −= ,2 dxхх
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3
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2
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Как легко видеть, 

, 

где . 

Т.е. частичная сумма ряда Маклорена точного решения 

 по степеням . 

Отсюда можно получить оценку 

. 

Видно, что при 0≤ х ≤ 1 эти приближения быстро сходятся и по-
зволяют вычислить решение с высокой точностью. Полученная выше 
оценка позволяет найти погрешность для любого k. В частности,если 
взять k=3, то погрешность приближённого решения 

на интервале 0≤ х ≤ 1 не превышающую 0,0005. 
Рассмотренный выше метод имеет два существенных недостат-

ка, которые осложняют его применение на практике, а именно, здесь 
не только необходимо установление его сходимости, но и оценки 
скорости сходимости. Второй недостаток состоит в том, что здесь 
требуется проведение операции интегрирования. 

4.3. Методы Эйлера и Рунге–Кутта(численные методы решения)

Рассмотрим численный метод решения дифференциального 
уравнения первого порядка – метод Эйлера.  

Рассмотрим уравнение 
( )yxfу ,=′ . 
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Требуется найти решение уравнения, удовлетворяющее началь-
ным условиям  

( ) 00 уху = .

Как уже говорилось выше, данный метод позволяет найти при-
ближенные (а иногда точные) значения искомого решения у(х) на не-
которой выбранной сетке значений аргумента х. Решение при этом 
получается в виде таблицы. 

Рис. 2.24. Графическое построение 

Геометрический смысл метода Эйлера заключается в том, что 
необходимо найти графически решение этого уравнения с начальны-
ми данными х0, у0. Таким образом через точку М0 (х0, у0) провести ло-
маную, являющуюся приближенным изображением интегральной 
кривой. 

Метод Эйлера позволяет приближенно построить такую кривую, 
не строя предварительно поля направлений во всей области. 

Возьмем последовательность точек х0, х1, х2, ... на оси ОХ 
(х0  <x1 <х2<...) и проведем через них вертикальные прямые (рис. 2.24). 
Обозначим hxxbхххх n ==−==−=− − ∆11210  , т.е. для простоты 
вычислений разделим отрезок [ ]bх ,0  на n равных частей. Следова-

тельно,
n

xbhx 0−
==∆ .
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Подставив в правую часть уравнения координаты точки 
М0(х0, у0), вычислим угловой коэффициент касательной к искомой ин-
тегральной кривой в этой точке: 

( )000 ,
0

yxfуtg M =′=α . 

Заменим на участке [х0, х1,] интегральную кривую отрезком ка-
сательной к ней в точке М0, т. е. проведем из точки М0 прямую в на-
правлении поля в точке М0 до пересечения с вертикалью x = х1 в точке 
М1(х1у1). При этом 

( )hyxfуу 0001 ,+=

На участке [х1, х2] заменим интегральную кривую отрезком 
М1М2 прямой, выходящей из точки М1(х1, у1) в направлении поля в 
точке М1.  

Этот отрезок прямой будет иметь угловой коэффициент 

( )1111 , yxfуtg M =′=α , 

а координата у2 точки М2 (х2, у2) определится по формуле 

( )hyxfуу 1112 ,+= .

На участке [х2, х3] интегральную кривую заменим отрезком пря-
мой М2М3, выходящим из точки М2 в направлении поля, и т. д. Ука-
занный процесс можно продолжать до тех пор, пока мы не выйдем из 
области определения функции f (х, у). 

Построенная таким образом ломаная линия М0М1М2..., называе-
мая ломаной Эйлера, представляет приближенное изображение инте-
гральной кривой рассмотренного выше уравнения, проходящей через 
точку (х0, у0). 

Построение ломаной Эйлера можно несколько упросить. Инте-
гральную кривую заменяем ломаной, которая получается, как показа-
но на рис. 2.25. 
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Рис. 2.25. Ломаная Эйлера 

Ломаная М0М1М2 ..., вообще говоря, имеет с искомой интеграль-
ной кривой лишь одну общую точку М0(х0, у0), по мере удаления от 
этой точки отклонение ломаной от интегральной кривой может возра- 
стать. Однако, если известно, что в некоторой окрестности точки 
(х0, у0) правая часть уравнения удовлетворяет условиям теоремы Ко-
ши, то можно доказать, что последовательность ломаных Эйлера, 
проходивших в указанной окрестности через точку (х0, у0), при стрем-
лении наибольшей из длин их звеньев к нулю стремится к этой инте-
гральной кривой. Отсюда следует возможность представления в неко-
торой окрестности точки (х0, у0)интегральной кривой в виде ломаной 
Эйлера с наперёд заданной степенью точности. 

Метод ломаных Эйлера, рассмотренный выше как метод графиче-
ского решения задачи Коши для уравнения ( )yxfу ,=′ , можно также 
использовать как метод численного интегрирования этого уравнения. 

Рассмотрим ломаную Эйлера соответствующую начальным 
данным (х0, у0) и системе значений х0, х1, х2,…, xn. Обозначим через 
М0(х0, у0), М1(х1, у1), …,Мn(хn, уn) вершины ломаной. Значения ординат 
вершин этой ломаной можно рассматривать как приближенные чис-
ленные значения искомого решения данного дифференциального 
уравнения. 
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Вычисления ординат вершин ломаной Эйлера можно, не строя 
самой ломаной, производить по формулам Эйлера: 

( )hyxfуу 0001 ,+= ,
( )hyxfуу 1112 ,+= ,

…………. 
( )hyxfуу nnnn 111 , −−− += , 

где h– некоторое число, называемое шагом вычисления. 
На практике удобно брать 

n
xbh 0−

= . 

Тогда 

nhхxhхxhхх n +=+=+= 00201 ,,2,  . 

Сами вычисления удобно располагать в виде таблицы, выполняя 
последовательно одну строку за другой. 

Пример 3. Найти решение задачи Коши на отрезке [ ]1,0 методом 
Эйлера. Найти у(0,5). 

( )yxу +=′ 22 , ( ) 10 =у .

Взять шаг 1,0=h . 
Решение.Разобьём отрезок[ ]1,0  точками 

1,,2,0,1,0,0 10210 ==== xxхх  на 10 равных частей (шаг разбиения 
равен 1,0=h ). 

Расчетные формулы метода Эйлера для этого примера примут вид 
10 =у , 

( ) ( ) 1,02, 1
2

11111 ⋅++=+= −−−−−− iiiiiii yxyhyxfуу , 10,,1,1,0 =⋅= iixi
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Для простоты вычислений строим табл. 2.1. 
                                                                         Таблица 2.1 

хi yi ( ) ( )ii yхyxf += 22,  ( ) hyxf ii ⋅, yi по ме-
тоду 
Рунге–
Кутта 

точное 
решение 

0 1 2 0,2 1 1 
0,1 1,2 2,42 0,242 1,2221 1,2221 
0,2 1,4420 2,2964 0,2964 1,4977 1,4977 
0,3 1,7384 3,657 0,3657 1,8432 1,8432 
0,4 2,1041 4,528 0,4528 2,2783 2,2783 
0,5 2,5569 5,614 0,5614 2,8274 2,8274 
0,6 3,1183 6,956 0,6956 3,5202 3,5205 
0,7 3,8139 8,6078 0,86078 4,3927 4,3928 
0,8 4,6747 10,6294 1,06294 
0,9 5,7376 13,09528 1,309528 
1 7,04713 

у(0,5)=2,5569. 

Точное значение равно 2,8274. Ошибка составляет 0,2705, 
т.е. 9%. Это указывает на то, что степень точности метода Эйлера во-
обще весьма невелика. 

Более точное решение можно получить с помощью метода 
Рунге–Кутта. Преимущество метода Рунге-Кутта в том, что он совсем 
не использует предыдущую информацию. Каждый его шаг делается 
как бы заново, и для вычисления значения функции в точке хi+1 ис-
пользуется лишь ее значение в точке хi. 

Недостатком этого метода является его трудоемкость. Для полу-
чения следующего значения функции требуется несколько раз вычис-
лять значение производной у, т.е. обращаться к правой части диффе-
ренциального уравнения. 

Существует несколько методов Рунге–Кутта различных поряд-
ков. Наиболее распространенным является метод четвертого порядка. 

Метод Рунге–Кутта четвертого порядка основан на разложении 
искомого решения у(х) в ряд Тейлора, учитывающий члены, содер-
жащие степени шага hдо четвёртой включительно. Наиболее широко 
распространён вариант этого метода, заключающийся в последова-
тельном вычислении на каждом шаге коэффициентов 

( )hyxfk ii
i ,1 = ,
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hkyhxfk
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( )hkyhxfk i
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i
34 , ++=

и искомой функции по формуле 

( )iiii
ii kkkkyу 43211 22

6
1

++++=+ .

Для удобного вычисления промежуточных значений необходи-
мо составить табл. 2.2 для каждой i-й итерации. 

Таблица 2.2 
i х у k Δy
1 хi yi ( )hyxfk ii

i ,1 = ik1
2 

2
hxi +

2
1
i

i
ky + hkyhxfk
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i
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
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


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





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2
,

2
2
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4 hxi +  i
i ky 3+ ( )hkyhxfk i

ii
i

34 , ++= ik4

( )iiii
i kkkky 4321 22

6
1

+++=∆

i+1 x y k Δy 
1 хi+h iii yyy ∆+=+1 ( )hyxfk ii

i
11

1
1 , ++
+ = 1

1
+ik  

… … … … …

Данная схема требует на каждом шаге вычисления правой части 
дифференциального уравнения в четырёх точках.Не приводя все эта-
пы вычислений, заполним лишь пятый столбик приведенной выше 
таблицы. Найдём требуемое значение 

у(0,5)=2,8274. 

Как видно, это значение не отличается от точного решения. 
Оценить погрешность метода Рунге–Кутта очень сложно. Для непре-
рывной и ограниченой со своими производными до четвертого поряд-
ка включительно функции ( )yxf , с уменьшением шага разбиения h 
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приближенное решение сходится к точному равномерно и погреш-
ность вычисления приближенно равна h4. 

Пример 4. Методом Рунге–Кутта найти на отрезке [ ]5,0;0  реше-
ние дифференциального уравнения 1; 0=+=′ =xyyxy  с точностью 

.10 4−=ε  
Этапы решения: 
1. Выбираем шаг  .1,04 =≈ εh
В промежуточных результатах сохраняем 5 знаков после запя-

той, чтобы в результате получить 4 верных знака. 
2. Результаты вычислений заносим в бланк расчета.
3. По найденным значениям ( ) ( ) ,,,, 1100 yxyx , как по коорди-

натам точек, строим ломаную приближения интегральной кривой 
(рис. 2.26). 

Приведём порядок заполнения таблицы: 
1. Полагаем .начhH =
2. Записываем в первой строке таблицы данные значения
,, 00 yx  в данном примере ( )1;0 .

3.Вычисляем ( ),, 00 yxf умножаем на Н и заносим в таблицу в
качестве ,)(

1
ik  это же значение заносим в последний столбец таблицы. 

4. Записываем во второй строке таблице .2;2 )0(
100 kyHx ++

5. Вычисляем  ( ),2;2 )0(
100 kyHxf ++  умножаем на Н и зано-

сим в таблицу в качестве )0(
2k , значение )0(

22 k⋅ заносим в последний 
столбец. 

6. Записываем в третьей строке .2;2 2
200 RyHx ++  

7. Вычисляем ,2;2( )0(
2000 kyyHxf +++  умножаем на H и 

заносим в таблицу в качестве ,)0(
3k  значение )0(

22 k⋅   заносим в по-
следний столбец. 

8. Записываем в четвертой  строке ., )0(
300 kyHx ++  

9. Вычисляем ,;( )0(
300 RyHxf ++  умножаем на Н и заносим в 

таблицу в качестве )0(
4k в последний столбец. 

10. Вычисляем сумму последнего столбца, делим на 6 и записы-
ваем в новой строке в качестве .0y∆  

11. Вычисляем   Hxxyyy +=+= 01001 ,∆   и записываем в пер-
вую строку следующего шага. 
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12. Вычислив таким образом два шага, берем в качестве
,2 начhH ⋅=  проделываем пп. с 2 по 10. 

13. Сравниваем 2y , полученное при  ,, yиhH нач=  полученное
при начhH ⋅= 2 , если они совпадут с точностью доε  , то Н можно оста-
вить равным начh , если нет, то в качестве Н нужно взять 2/начhH =  и 
проделать вычисления (пп. 1 – 10)  для того же значения x. 

0001,0;1;; 0 ==+=′= = εxнач yyxyhH  
i х y k y∆

0 1 0 1 0,10000 0,10000 
2 0,05 1,05 0,11000 0,22000 
3 0,05 1,055 0,11050 0,22100 
4 0,1 1,11050 0,12105 0,12105 

0y∆ =0,11034

1 1 0,1 1,11034 0,12103 0,12103 
2 0,15 1,17086 0,13209 0,26417 
3 0,15 1,17636 0,13264 0,26526 
4 0,2 1,24298 0,14430 0,14430 

1y∆ =0,13246
0,2 1,24280 

начhH ⋅= 2 Проверка 
0 | 1 0 1 0,20000 0,20000 
     2 0,1 1,10000 0,24000 0,48000 
     3 0,1 1,12000 0,24400 0,48800 
     4 0,2 1,24400 0,28880 0,28880 

0y∆ 0,24280 

0,2 1,24280 
1== нhH

2| 1 0,2 1,24800 0,14428 0,14428 
2 0,25 1,31494 0,15649 0,31299 
3 0,25 1,32105 0,15710 0,31421 
4 0,3 1,3990 0,16999 0,16999 

( )iiii
i kkkky 4321 22

6
1

+++=∆

iii yyy ∆+=+1
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2y∆ =0,15691
3| 1 0,3 1,39971 0,16997 0,16997 
   2 0,35 1,48470 0,18347 0,36694 
   3 0,35 1,49144 0,18414 0,36829 
   4 0,4 1,58385 0,19838 0,19838 

3y∆ =0,18393
0,4 1,58364 

2,02 == нhH Проверка 
1 0,2 1,24280 0,28856 0,28856 
2 0,3 1,38708 0,33416 0,67483 
3 0,3 1,41151 0,34230 0,68460 
4 0,4 1,58510 0,39702 0,39702 

2y∆ =0,34084
0,4 1,58364 

1,0== hнH  
4| 1 0,4 158364 0,19836 0,19836 
    2 0,45 1,68382 0,21328 0,42656 
    3 0,45 1,69282 0,21403 0,42806 
    4 0,5 1,79767 0,22974 0,22977 

3y∆ =0,21379
   5 0,5 1,79743 

05,02/ == hнH Проверка 

   1 0,4 1,58364 0,09918 0,09918 
   2 0,426 1,63323 0,10291 0,20582 
   3 0,425 1,63510 0,10300 0,20600 
   4 0,45 1,68664 0,10683 0,10683 

y∆ 0,10297 
   1 0,45 1,68661 0,10683 0,10683 
   2 0,475 1,74002 0,11075 0,22150 
   3 0,475 1,74198 0,11085 0,22170 
   4 0,5 1,79746 0,11483 0,11487 

y∆ 0,11082 
   5 0,5 1,79743 

Представим полученное решение в виде таблицы и построим его 
график 

х 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
у    1    1,11034     1,24280      1,39970     1,5836   1,7974 
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Рис. 2.26. 

Индивидуальные задания 

Методом Рунге–Кутта найти на отрезке [ ]ba,  решение диффе-
ренциального уравнения ),( yxfy =′ с начальными условиями 

00; yyxx ==  с точностью .ε Составить таблицу решения дифферен-
циального уравнения на отрезке. Построить график решения. 

№ Уравнения 0x 0y a b ε  
.1

x
yxy sin+=′

   4    11   4     5,1 10-4

2. 

10
sin yxy +=′

   1,6    2,9   1,6     2,7 10-4

3 

π
yxy cos+=′

    1,7    5,3   1,7     2,6 10-3

4 

3
cos xxy +=′

   0,6    0,8    0,6     1,4 10-3

5 

3
cos yxy +=′

   1,6    4,6   1,6    2,4 10-3

6 

e
yxy cos+=′

  1,4    2,2   1,4   2,2 10-3
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7 

7
cos yxy +=′

  0,5   0,6   0,5   1,3 10-3

8 
yxy

5
7cos+=′

  0,8     1   0,8   1,6 10-3

9 

25,2
cos yxy +=′

  1,4   2,2   1,4   2,0 10-3

10 

5
cos yxy +=′

  1,8   2,6   1,8   2,6 10-4

№ Уравнения 0x 0y a b ε
11 yxy ++=′ 31   0,8   3,8   0,8   1,9 10-3

12 

yx
exy
+

+=′
2

2

  1,8   4,5  1,8   2,5 10-4

13 

y
xy 7

2
1

+=′
  3   6,1   3   4,4 4102 −⋅

14 3 23 yy +=′  0,3   0,2   0,3   1,1 10-4

15 3 2 3yxy +=′  3   5   3   5,7 4103 −⋅

16 
21

cos
x
yx

+
=′

 0   0   0   0,8 10-4

17 
24,1

4,1cos
x

yx
+

=′
 0    0   0   0,8 10-4

18 
28,1

8,1cos
x

yx
+

=′
 0   0   0   0,8 10-4

19 
22,2

2,2cos
x

yx
+

=′
 0   0   0   0,8 10-4

20 
26,2

6,2cos
x

yx
+

=′
 0   0   0   0,8 10-4

21 
23

3cos
x

yx
+

=′
 0   0   0   0,8 10-4

22 )1( 2 +=′ − xex y  0   0   0   0,8 10-4

23 )4,1( 24,1 +=′ − xex y  0   0   0   0,8 10-4

24 )8,1x(ex 2y8,1 +=′ −  0   0   0   0,8 10-4
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25 )2,2( 22,2 +=′ − xex y  0   0   0   0,8 10-4

26 )6,2x(ex 2y6,2 +=′ −  0   0   0   0,8 10-4

27 )3( 23 +=′ − xex y  0   0   0   0,8 10-4

28 xyxyx −++=′ )cos(   0   0   0   0,8 10-4

29 xyxyx −++=′ )4,1(cos  0   0   0   0,8 10-4

30 xyxyx −++=′ )8,1(cos  0   0   0   0,8 10-4

31 xyxyx −++=′ )2,2cos(   0    0   0   0,8 10-4

32 xyxyx −++=′ )6,2(cos  0   0   0   0,8 10-4

33 xyxyx −++=′ )3(cos   0   0   0   0,8 10-4

34 

y
xxyx
+

++−=′
2

)sin(1
 0   0   0   0,6 10-4

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Что является решением дифференциального уравнения?
2. Сущность методов Эйлера и Рунге-Кутты.
3. Геометрическая интерпретация методов.
4. Достоинства и недостатки каждого из методов.
5. Каким образом достигается точность вычислений в методе

Рунге–Кутта? 
6. Погрешность методов Эйлера и Рунге–Кутта.

§5. Метод конечных разностей решения краевых задач
для обыкновенных дифференциальных уравнений

Метод конечных разностей (или метод сеток) является одним из 
универсальных и широко используемых методов решения краевых за-
дач. Его популярность во многом объясняется относительной простотой 
подхода к дискретизации дифференциальных уравнений.  

Суть метода состоит в следующем. Область непрерывного изме-
нения аргумента заменяют конечным (дискретным) множеством точек 
(узлов), называемым сеткой. Вместо функций непрерывного аргумента 
рассматривают функции, определенные только в узлах сетки, – сеточ-
ные функции. 
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Постановка задачи: найти решение линейного дифференциаль-
ного уравнения 

 )()()( xfuxquxpu =−′+′′ ,     (2.43) 

удовлетворяющего краевым условиям: 

γµ =′+ )()( 00 ayayv 111 )()( γµ =′+ bybyv
    (2.44) 

;000 ≠+ µv 011 ≠+ µv

где p(x), q(x) – непрерывные функции, 011100 ,,,,, γγµµ vv  – константы. 
Если vi≠0, μi=0 (i=0, 1), то говорят, что заданы граничные усло-

вия первого рода, если vi=0, μi≠0, то граничные условия второго рода, 
если vi≠0, μi≠0, то граничные условия третьего рода. 

Рассмотрим граничные условия первого рода, т.е. линейное 
ОДУ второго порядка (2.38) с двумя краевыми (граничными) усло-
виями на интервале [a, b]: 

ψϕ == )(,)( buau . 

Теорема. Пусть q(x), p(x), f(x)∈С2[а,b],q(x)≥0. Тогда существует 
единственное решение поставленной задачи. 

К данной задаче сводится, например, задача об определении 
прогибов балки, которая на концах опирается шарнирно. 

Основные этапы метода конечных разностей: 
1) Область непрерывного изменения аргумента ([а, b]) заменяет-

ся дискретным множеством точек, называемых узлами: x = a+hi,      
i = 0,…,n, n = (b-a)/h. 

2) Искомая функция непрерывного аргумента х, приближенно
заменяется функцией дискретного аргумента на заданной сетке, 
т.е. ( ) ( )nk uuuxu ,,0 =→ , функция ик называется сеточной. 

3) Исходное дифференциальное уравнение заменяется разност-
ным уравнением относительно сеточной функции. Такая замена на-
зывается разностной аппроксимацией. 

Таким образом, решение дифференциального уравнения сводит-
ся к отысканию значений сеточной функции в узлах сетки, которые 
находятся из решения алгебраических уравнений. 
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Аппроксимация производных. 
Для аппроксимации (замены) первой производной можно вос-

пользоваться формулами: 

( ) ( )
h

uuLxu ii
hi

−
=≈′ ++ 1 - правая разностная производная,

( ) ( )
h
uuLxu ii

hi
1−− −

=≈′ - левая разностная производная,

( ) ( )
( ) ( )( )

h
uuLLLxu iihh

hi 22
110 −+

−+ −
=

+
=≈′ – центральная разностная

производная, т.е., возможно множество способов аппроксимации 
производной. 

Все эти определения следуют из понятия производной как пре-
дела: 

( ) ( ) ( )
x

xuxxuxu
x ∆

∆
∆

−+
==′

∞→
lim . 

Опираясь на разностную аппроксимацию первой производной 
можно построить разностную аппроксимацию второй производной: 

( ) ( )( )

ih
iii

h
h
uu

h
uu

ii
ii

uL
h

uuu
h

uuxuxu
iiii

)2(
2

11

1'

2

11

=
+−

=

==
′−′

=′=′′

−+

−
−

−
+

−+

(2.45) 

Аналогично можно получить аппроксимации производных бо-
лее высокого порядка. 

Для определения порядка аппроксимации используется разло-
жение в ряд Тейлора. 

Рассмотрим правую разностную аппроксимацию первой произ-
водной: 

( ) ( ) ( ) ( )
h

uuxuLxux ii
ihii

−
−′=−′= ++ 1δ . 

Раскладывая 1+iu  в ряд Тейлора, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +
′′

+′+=+== ++
i

iiiii xu
hxuhxuhxuxuu

2

11 . 
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Тогда 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )i

i
i

ii

ii xu
h

h

u
xu

hxuhxu
xux

′′
=

−
′′

+′+
−′=

2

2

δ , 

т.е. правая разностная производная имеет первый по h порядок ап-
проксимации. 

Аналогично и для левой разностной производной. 
Центральная разностная производная имеет второй порядок 

аппроксимации. 
Аппроксимация второй производной по формуле (2.45) также 

имеет второй порядок аппроксимации. 
Для того чтобы аппроксимировать дифференциальное уравнение 

необходимо в нем заменить все производные их аппроксимациями. 
Рассмотрим задачу (2.43), (2.44) и заменим в (2.43) производные: 

( ) 2
11 2

h
uuuxu iii

i
−+ +−

=′′ , 

( )
h
uuxu ii

i 2
11 −+ −

=′ . 

Порядок аппроксимации исходной задачи равен 2, т.к. вторая и 
первая производные заменены с порядком 2, а остальные – точно. 

Рассмотрим линейное обыкновенное дифференциальное урав-
нение второго порядка с двумя краевыми (граничными) условиями на 
интервале [a, b]. 

Итак, вместо дифференциальных уравнений (2.43), (2.44) полу-
чена система линейных уравнений для определения iu  в узлах сетки. 

Схему можно представить в виде: 
ϕ=0u ; 

( ) ( ) ( ) 1,,1,22242 2
1

2
1 −==+++−− +− nifhuhpuqhuhp iiiiiii  ; 

ψ=nu ,

177

Си
бА
ДИ



т.е. получим систему линейных уравнений с матрицей: 

( )
( )

( )


























++−

++−

++−−

=

−−−

100000
2242000

0022420

0002242

000001

11
2

1

21
2

2

11
2

1













hpqhhp

hpqhhp

hpqhhp

A

nnn

Данная матрица является трехдиагональной, т.е. все элементы, 
которые расположены не на главной диагонали и двух прилегающих 
к ней диагоналях равны нулю. Решая полученную систему уравнений, 
мы получим решение исходной задачи. 

Для решения таких систем линейных алгебраических уравне-
нийимеется экономичный метод прогонки. 

Суть метода прогонки состоит в последовательном исключении 
неизвестных подобно методу Гаусса. Для этого с помощью первого 
уравнения исключают u0 из второго, “отбрасывая” первое. В резуль-
тате система сохранила свою структуру, но неизвестную u0 уже не со-
держит. Если “новая” система будет решена, то u0 будет найден из от-
брошенного решения. Описанный способ исключения неизвестных 
применяется до тех пор, пока не останется одно уравнение дляun. В 
этом состоит прямойход метода прогонки. Обратный ход состоит в 
последовательном нахождении неизвестных из уже найденных. Из 
последнего оставшегося после прямого хода уравнения находитсяun, 
из последнего отброшенного уравнения находится un-1 и так далее. 

Теорема. Если выполнены условия диагонального преоблада-
ния, т.е. элементы, стоящие на главной диагонали намного больше 
суммы стоящих слева и справа элементов, и хотя бы для одной строки 
матрицы имеет место строгое диагональное преобладание, причём 

10
11

12 ≤≤
а
а , 

то алгоритм прогонки устойчив. 
Пример. Найти решение задачи: 

xuuu =−′+′′ 4 , 1)1(,0)0( == uu  
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Выпишем разностную схему 

ii
iiiii хu

h
uu

h
uuu

=−
−

+
+− −+−+ 11

2
11 2 , 

1,00 == nuu . 
Условие устойчивости имеет вид: 

5,0
4
2

max
2

==≤
ip

h  

Возьмём 2,0=h . Тогда 5
2,0
01
=

−
=

−
=

h
abn . 

00 =u , 
( ) ( ) ( ) 4,,1,2422442 2

1
2

1 ==+++−− +− iхhuhuhuh iiii , 
15 =u . 

Разделим оби части равенства на 22h , получим 

00 =u , 

4,,1,211221
12212 ==






 ++






 +−






 − +− iхu

hh
u

h
u

hh iiii , 

15 =u . 

Подставляя полученное h, окончательно имеем 

00 =u , 
4,,1,2,035515 11 ==+− +− iiuuu iii , 

или 














=
=+−
=+−
=+−

=+−

1
8,0355115
6,0355115
4,0355115

2,03551

5

543

432

321

21

u
uuu
uuu
uuu

uu

(2.41) 

15 =u
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Для системы линейных алгебраических уравнений 

12111 fubuс =+− , 
1,2,4,011 −==+− +− niubucua iiiiii  , 

. 

Получены формулы прогонки: 

1

1
1

1

1
1 ,

c
f

c
b

−== βα , 

1,2,,
1

1

11
−=

−
−

−=
−

=
−

−

−

ni
c
f

c
b

iii

iii
i

ii

i
i 

αα
βαβ

αα
α , 

1

1

−

−

−
−

−=
nnn

nnn
n c

fu
αα
βα

,      (2.46) 

1,2,1,1 −=+= + niuu iiii βα . 

В рассмотренном выше алгоритме решения системы линейных урав-
нений с трехдиагональной матрицей неизвестная х заменена на u. 

Для данной системы n=5 и коэффициенты системы будут равны 
соответственно: 

4,3,2,1,2,0,35,51 ==== iifbс iii , 
4,3,2,15 == iai , 

1,0,1 555 ==−= faс . 

Подставляя полученные выше формулы в формулы прогонки 
(2.42) получим решение данной системы. Вычисления оформим в ви-
де таблицы: 

i ai ci bi fi αi βi ui

1 51 35 0,2 0,6863 -0,0039 0,4701 
2 15 51 35 0,4 0,8598 -0,0113 0,6906 
3 15 51 35 0,6 0,9186 -0,0202 0,8164 
4 15 51 35 0,8 0,9403 -0,0296 0,9107 
5 0 -1 1 1,0000 

nnnnn fucua =−−1
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Решение системы (2.45) можно получить и непосредственно 
производя вычисления прямого и обратного хода.  

Для этого необходимо помнить основную формулу 
iiii uu βα += +1 . пусть дана система линейных уравнений 














=
=+−
=+−
=+−

=+−

.1
8,0355115
6,0355115
4,0355115

2,03551

5

543

432

321

21

u
uuu
uuu
uuu

uu

 

Рассмотрим прямой ход. Для этого из первого уравнения систе-
мы выразим u1: 

51
2,0

51
35

21 −= uu . 

Откуда 

51
2,0,6863,0

51
35

11 −=== βα . 

Из второго уравнения системы, подставляя полученное выше 
значение u1, выразим u2: 

( ) 4,0355115 32121 =+−+ uuu βα
или 

1

1
3

1
2 1551

154,0
1551

35
α
β

α −
−

−
−

= uu . 

Откуда 

0113,0
1551
154,0,8598,0

1551
35

1

1
2

1
2 −=

−
−

−==
−

=
α
ββ

α
α . 

Аналогично из третьего находим 

2

2
4

2
3 1551

156,0
1551

35
α
β

α −
−

−
−

= uu . 

Откуда 

0202,0
1551
156,0,9186,0

1551
35

2

2
3

2
3 −=

−
−

−==
−

=
α
ββ

α
α . 

Очевидно 

3

3
5

3
4 1551

158,0
1551

35
α
β

α −
−

−
−

= uu . 
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Откуда 

0296,0
1551
156,0,9403,0

1551
35

3

3
3

2
4 −=

−
−

−==
−

=
α
ββ

α
α . 

Рассмотрим прямой ход. Для этого воспользуемся краевым ус-
ловием u5=1, формулой iiii uu βα += +1 и найденными выше ii βα , . 
Получим 

u5=1, 
9107,04544 =+= βα uu , 
8164,03433 =+= βα uu , 
6906,02322 =+= βα uu , 
4701,01211 =+= βα uu . 

Задачи для решения в аудитории 

Методом конечных разностей найти решение краевой задачи 

1054 2 =+′+′′ хuuхu , 2)1(,2)0( =−= uu  

с шагом 1,01 =h  и 2,02 =h . Сравнить полученные решения. 

Ответы 

1. 
х у для 1h у для 2h

0 -2 -2
0,1 -2,12572
0,2 -2,14079 -2,15797
0,3 -2,03452
0,4 -1,79836 -1,8279
0,5 -1.42816
0,6 -0,92662 -0,96308
0,7 -0,30536
0,8 0,413447 0,387376 
0,9 1,196496 
1 2 2 
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На графике решения имеют вид 

Индивидуальные задания 

1. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + y′ + 2y = х −1 
с граничными условиями: у(0) = 0, у(1) = 0 
2. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + (х −1)y′ + 2y = х2 
с граничными условиями: у(0) = 0, у(1) = 0 . 
3. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + хy′ + хy = 2х +1 
с граничными условиями: у(0) = 1, у′(1) − у(1) = 2 . 
4. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + (1+ 3х)y′ − 2y = 2 
с граничными условиями: у(0) = 1, у′(1) − у(1) = 1. 
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5. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + 3хy′ − y = 3х +1 
с граничными условиями: у(1) = 1, у′(2) + у(2) = 1. 
6. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ − 4хy′ − y = −4х 
с граничными условиями: у(0) = 0, − у′(1) + 2у(1) = 1. 
7. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + (3х +1)y′ + 2y = х + 2 
с граничными условиями: у′(0) + 2у(0) = 1, у′(1) = 2 . 
8. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

22,21 хyyy =+′+′′
х2 + 4

с граничными условиями: у(0) = 0, у(1) = 0 . 
9. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + х3 y′ + (1− 2х)y = е1−3х2

с граничными условиями: у(0) = 0, у(1) = 0 . 
10. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + хy′ + y = 3х + 2 
с граничными условиями: у(0) = 1, у(1) = 0 . 
11. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ − хy′ + х2 y = 3х
с граничными условиями: у(1) = 0, у(2) = 2 . 
12. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + y = −х 
с граничными условиями: у(0) = 0, у(1) = 0 . 
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13. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + 2хy′ − 2y = 2х2 
с граничными условиями: у′(0) = −2, у′(1) + у(1) = 0 . 
14. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ + (х +1)y′ − 2y = 2 
с граничными условиями: у′(0) + у(0) = −1, у(1) = 4 . 
15. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ − 7хy′ + 2y = х + 2 
с граничными условиями: у(0) − у′(0) = 0, у(1) = 1. 
16. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

2y′′ − y′ + 6y = 2х2 
с граничными условиями: 2у′(0) + у(0) = 0,6, у(1) = 1. 
17. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

y′′ − ху′ + 2y = 4 
с граничными условиями: у(0) = 0, у(1) = 2 . 
18. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

хy
х
yy =+
′

+′′ 22

с граничными условиями: у(0,7) = 0,5, 2у′(1) + 3у(1) = 1,2 . 
19. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

х
х
yуy =+′−′′

2

с граничными условиями: 2у′(1,1) − 0,5у(1,1) = 2, у′(1,4) = 4 . 
20. Записать разностную краевую задачу, решить ее, построить гра-
фик решения для дифференциального уравнения  

13 +=−′++′′ х
х
yуy  

с граничными условиями: ( ) 5,05,1)5,1(2,1)2,1( =′−=′ ууу . 
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§6. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений
в компьютерной системе «Mathematica» 

В основной части данного пособия были рассмотрены обыкно-
венные дифференциальные уравнения первого и второго порядков, 
для которых общее решение может быть получено аналитически. 
Класс таких «решаемых» уравнений достаточно ограничен. Возникает 
вопрос, а существуют ли еще какие-нибудь типы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений младших порядков, которые могли бы 
быть решены аналитически. Оказывается, существуют, но их не так 
много. Помимо этого, существуют также дифференциальные уравне-
ния, решения которых могут быть представлены через специальные 
функции, не выражаемые с помощью элементарных. В то же время и 
для сравнительно простых типов уравнений, в том числе и рассмот-
ренных в настоящем пособии, нахождение решения дифференциаль-
ного уравнения часто связано со значительным числом сложных ма-
тематических преобразований. 

Как же все-таки выяснить, может ли быть решено аналитически 
то или иное дифференциальное уравнение? Для этого нужно ответить 
на ряд вопросов:принадлежит ли оно к «решаемому» типу? можно ли 
понизить его порядок икак? с какими интегралами придется иметь де-
ло в процессе преобразований? и т.д. За последние годы издано боль-
шое число справочной литературы по обыкновенным дифференци-
альным уравнениям, но она, во-первых, не всегда оказывается под ру-
кой, во-вторых, найти в ней нужное уравнение и провести с ним не-
обходимые преобразования тоже не всегда просто. В настоящее время 
рабочим инструментом любого исследователя (инженера, научного 
работника, студента) стал компьютер. Естественно ожидать, что ком-
пьютерные методы в частности, могут быть использованы и при ре-
шении дифференциальных уравнений. Конечно, для этого нужно ус-
тановить соответствующее программное обеспечение.  

Одним из наиболее удобных и мощных пакетов символьной ма-
тематики, хотя, быть может, и не самым распространенным, на наш 
взгляд является компьютерная система «Mathematica», созданная в 
начале 90-х годов под руководством С. Вольфрама (S.Wolfram). Не 
вдаваясь в споры о преимуществах того или иного математического 
пакета, познакомимся с тем, как система «Mathematica» справляется с 
задачей решения обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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Пусть дифференциальное уравнение имеет вид 

.       (2.47) 

Для его решения в системе «Mathematica»  существует команда 

DSolve[eqn, у[х], х], 

где eqn представляет собой запись уравнения (2.47) в соответствую-
щих обозначениях.  

Так, для примера, рассмотренного ниже, 

  (2.48) 

запись в системе «Mathematica» выглядит следующим образом: 

 eq1=DSolve [у'[х] ==Е^(-у [х]) Sin [х], у[х],х] .       (2.49) 

Вполне понятная форма обозначений! 
Отметим некоторые особенности записи (2.49): 
а) использование знака = = (двойное равенство) нужно для того, 

чтобы отличить уравнение от оператора присваивания; 
б) искомая функция у(х) должна быть записана с указанием сво-

его аргумента: у[х]; 
в) eq1 в записи выражения (2.49) – это метка, позволяющая 

программе работать с решением уравнения. 
Решение, полученное программой "Mathematica”, имеет вид 

{{у [x]→Log [С [1] -Cos [х] ] } }, 

полностью совпадающий с полученным нами аналитическим решени-
ем, если учесть, что С[1] есть первая (она же единственная) константа 
интегрирования, Cos[х] обозначает функцию косинус, Log[х] –
натуральный логарифм (в англоязычном обозначении). 

Если в уравнении заданы начальные или граничные условия, то 
их тоже можно включить в состав уравнений.  

Так, выполнение операции 

eq2 =DSolve[{у'[х]==Е^(-у[х])Sin[х],у[0]==0}, у[х] ,х] 

даст решение уравнения (2.48) с граничным условием у(0) = 0: 

{ { у[х] →Log[2-Cos [х] ] } },     (2.50) 

( ) 0,, =′yyxf

xеy у sin−=′
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поскольку постоянная С[1] при этом оказывается равной двум. 
Функцию (2.50), являющуюся решением уравнения eq2, можно 

использовать в программе для дальнейших преобразований. Напри-
мер, если нас интересует вычисление значения полученного решения 
у(х) в точке х =π /2, то надо задать команду 

y[x]/.eq2/.x->Pi/2. 

Здесь пара символов «/.» означает подстановку следующего за 
этими символами выражения (т.е. из найденного решения eq2 при     
х = π/2).  

В результате программа выдает искомое значение 

{-Log[2] }. 

Часто возникает необходимость в построении графика функции, 
являющейся решением дифференциального уравнения при заданных 
начальных условиях. Для этого существует команда 

Plot[f,{х,xmin,xmax}]; 

строящая график функции f аргумента х на отрезке [xmin , xmax]. 
График функции (2.50) на отрезке [0, 10], полученный в резуль-

тате исполнения команды 

Plot [у[х] /.eq2, {х,0, 10}]; 

изображен на рис. 2.26. 

Рис.2.26. График решения уравнения с граничным условием 
у(0) = 0 на отрезке [0, 10] 
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Аналогичным способом на компьютере может быть решено 
уравнение второго порядка. Пусть дано уравнение 

 ху" - 2у' = х2 .        (2.51) 

Команда для его решения в среде «Mathematica» выглядит сле-
дующим образом (для удобства само уравнение запишем отдельной 
командой, обозначив ее через eqn3): 

eqn3 = х*у''[х]-2у' [х]==х^2 
eq3 = DSolve [eqn3, у[х],х]. 

Решение уравнения (2.51) 

{{у[х]→-x3/9+x3/3C[l] + C[2]+x3/3Log[x]}}, 

полученное программой, с точностью до замены постоянных интег-
рирования совпадает с найденным точным решением. 

Задача Коши для уравнения второго порядка (2.50) предусмат-
ривает задание двух начальных условий, которые могут быть включе-
ны в команду для решения уравнения. Пусть требуется найти реше-
ние уравнения (2.50), удовлетворяющее условиям 

. 

Задаем команду 

eq4=DSolve[ {eqn3,у[1]==1,у' [ 1] = =2}, у[х],х]. 

В результате получаем 

{{у[х]→1/9(4 + 5x3+3x3Log[x]) } }. 

График найденной функции система «Mathematica» строит в ре-
зультате выполнения команды 

Plot[у[х]/.eq4,{х,1,3}]; 

Полученный график решения дифференциального уравнения (2.51) 
с начальными условиями изображен на рис. 2.27. 

1)1(,2)1( ==′ уy

1)1(,2)1( ==′ уy
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Рис. 2.27. График решения уравнения (2.51) с начальными условиями 
y′(1) = 1, у(1)=2 

Особенно предпочтительно использование компьютерных мето-
дов при решении уравнений, требующих большого объема алгебраи-
ческих выкладок. Пусть нужно найти общее решение линейного диф-
ференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффи-
циентами и правой частью, представляющей сумму двух слагаемых 
специального вида: 

у" +у'-2у=х2 + хех. 

Для того чтобы аналитически получить его общее решение 
, нужно выполнить следующие шаги: 

1) найти общее решение у0соответствующего однородного уравнения
у" +у'-2у=0; 

2) найти частное решениеуч1 уравнения с правой частью
f1(x) = х2; 

3) найти частное решениеyч2 уравнения с правой частью
f2(x) = хех;

4) сложить решения, найденные в пп. 1) – 3):

у=у0 + уч1 +уч2. 

)(хуy =
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Система «Mathematica» после команд 

eqn4 = у'' [х]+у' [х]-2у[х]==х^2+х*Ехр[х]; 

eq 4 =DSolve [eqn4, у[х] , х] 

сразу даст искомое решение: 

{{у[х] → 1/108 (-81+4ех-54х-12ехх-54х2+18ехх2) +е-2хС[1]+еxС[2]) } }. 

Это решение можно упростить командой Simplify: 

Simplify[eq4]. 

Получаем 

{{у[х] → 1/4( -3-2Х-2Х2 +е-2хС[1]+ 1/54 ех(2-6Х+9Х2+54С[2] ) } }. 

Если решение дифференциального уравнения не может быть 
найдено в элементарных функциях, программа записывает его через 
специальные функции. Например, решение уравнения Бесселя 

 (2.52) 

после выполнения команд 

eqn5 = y'' [х]+у' [х]/х+у[х]= =0; 
eq5 = DSolve [eqn5, у[х], х] 

программа выражает через так называемые бесселевы функции: 

{{у[х] → х BesselJ [1, х] С[1] + BesselY[1,х] С[2] } }. 

Бывают, однако, случаи, когда и мощная «Mathematica» бес-
сильна. Например, уравнение 

    (2.53) 

она решить не может. 

01
=+′+′′ уу

х
y

хуу =+′ 3
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Команды 
eqn6 = у' [х]+у[х]^3==х; 

eq б = DSolve [eqn6, у[х],х] 

приводят программу в некоторое замешательство. После раздумий 
«Mathematica» выдает в качестве «результата» само исходное уравне-
ние: 

DSolve[-х-у[х]3+у '[х]==0,у[х],х]. 

Если же в задаче требуется найти численное решение диффе-
ренциального уравнения при заданных начальных условиях, то можно 
воспользоваться командой 

NDSolve[eqn, у,{х,xmin,xmax}], 

предназначенной для поиска решения дифференциального уравнения 
eqnна интервале [xmin, xmax]. В нашем примере для того чтобы най-
ти решение уравнения (2.53) с начальным условием у(0) = 0 на интер-
вале , задаем команду 

eq7 =NDSolve [ {eqn 6, у[ 0 ] ==0 }, у,{x,0,1.5}]. 

В результате получаем 

{{у →InterpolatingFunction[{{0.,1.5}},<>]}}. 

Несмотря на странную форму представления полученной функ-
ции, с ней на компьютере можно производить любые операции. На-
пример, вычислим значение найденной функции в точке х = 1: 

y[x]/.eq7/.x->l. 

Компьютер дает ответ{0.519057}. 

[ ]5,1;0∈х
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Рис. 2.28. График решения уравнения (2.53) с начальнымусловием 
 у (0) = 0 

Таким образом, компьютерные системы символьной математики 
(в частности, система «Mathematica») представляют собой мощный 
аппарат, позволяющий проводить как аналитические, так и численные 
расчеты в области решения обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Естественно, возможности таких программ имеют ограниче-
ния, в каких-то областях они отстают от возможностей человеческого 
разума. Тем не менее, компьютер может значительно облегчить труд 
исследователя, давая ему возможность избежать проведения мучи-
тельных алгебраических преобразований.  

Область применения математических пакетов весьма широка и в 
образовательной сфере. Несмотря на недостаток образовательной 
компоненты (компьютер выдает только ответ без подробного описа-
ния хода решения), математические пакеты позволяют проверить 
правильность найденных решений, провести их визуализацию. Heт 
сомнений, что использование компьютерных математических систем 
должно стать одной из важнейших составлявших современного обра-
зовательного процесса. 
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