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Первое условие, которое надлежит выполнять в 

математике, ‒ это быть точным, второе ‒ быть ясным 

и, насколько можно, простым.  

Г. Лейбниц 

 

Введение 

 

Цель изучения общего курса математики вузов состоит в том, 

чтобы углубить знания по изученным разделам и ознакомиться с неко-

торыми новыми разделами математики, которые обогащают общую 

культуру, развивают логическое мышление и широко используются в 

математическом моделировании задач, с которыми встречается совре-

менный инженер в своей деятельности.  

Данное пособие предназначено для студентов технических, стро-

ительных направлений бакалавриата и специалитета для всех форм 

обучения, изучающих курс математики. В пособии изложено интеграль-

ное исчисление функции одной действительной переменной: неопределён-

ный интеграл, определённый интеграл, дифференциальные уравнения и 

приложения дифференциальных уравнений при составлении математиче-

ских моделей.  

В каждом разделе изложены необходимые теоретические сведе-

ния, основные определения и формулы, достаточные для решения за-

дач. Пособие составлено таким образом, что наряду с теоретической 

частью содержит подробный разбор типовых задач, решение которых 

позволит читателю глубже понять и закрепить изученный материал.  

Предлагаются также задачи для самостоятельной работы, к кото-

рым приведены ответы в конце каждого раздела. Предложенные в 

учебном пособии задачи для самостоятельной работы могут использо-

ваться преподавателем для работы на практических занятиях, а также 

при подготовке к контрольной работе и итоговой форме контроля. 
Пособие также содержит задачи, способствующие лучшему освоению 

математического подхода к решению прикладных задач в различных сферах 

человеческой деятельности.  
В конце каждого раздела содержатся контрольная работа и зада-

ния для самостоятельного решения, которые являются заданиями по 

целому разделу курса. Задания выдаются по вариантам и являются ин-

дивидуальными для студента в каждой академической группе. 
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Глава 1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

§ 1. Непосредственное интегрирование 

 

Многие физические и геометрические задачи сводятся к нахож-

дению производных от функций. Наряду с этим ряд задач сводится к 

обратной операции – отысканию функции по ее производной. Эта опе-

рация называется интегрированием, следовательно, интегрирование 

должно заключаться в следующем: задана производная – требуется 

найти функцию [1]. 

Определение. Функцию , заданную на промежутке , 

называют первообразной для функции , заданной на том же 

промежутке, если для всех  выполняется равенство  

(или, что то же самое, равенство ). Например, для функ-

ции  первообразной будет функция , т. к. 

 для всех ; для функции  первообраз-

ной будет функция , т.к.  для всех ; для скорости  

точки первообразной будет путь , который прошла эта точка, т. к. 

, и так далее. 

Так как первообразная имеет производную, следовательно, она 

непрерывна. Но верно и более глубокое утверждение: если функция 

 непрерывна, то  она имеет первообразную. В интегральном ис-

числении мы будем иметь дело только с непрерывными функциями.  

Если функция  является первообразной для функции 

 на промежутке , то и любая из функций вида  

является первообразной для  на том же промежутке. Это сле-

дует из того, что 

. 

Нетрудно убедиться в верности и обратного утверждения: если 

 есть первообразная , то все первообразные для  содер-

жатся в формуле . 

Определение. Совокупность всех первообразных для заданной 

функции  на промежутке  называется неопределенным интегра-

лом этой функции и обозначается так:  (читается: ”интеграл эф 

 xFy  x

 xfy 

Xx    xfxF 

   dxxfxdF 

  cosf x x   xxF sin

     sin cosF x x x f x


    x
23x

3x  3 23x x

 x V

S

tS V 

 xf

 y F x

 y f x X   CxFy 

 y f x

        xfxfCxFCxF 


 0

 xF  xf  xf

  CxF 

 xf x

  dxxf
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от икс дэ икс”); 

  называется подынтегральной функцией; 

 произведение – подынтегральным выражением; 

 знаком интеграла; 

 – переменной интегрирования. 

Если  есть первообразная для , то     

(C–произвольная константа). Например,  

 

Из определения интеграла следует, что каждой формуле диффе-

ренциального исчисления  соответствует формула 

 в интегральном исчислении, так что в частности 

вся таблица производных может быть переписана в виде таблицы ин-

тегралов: 

I. где ;           II. ; 

III. ;                           IV. ; 

V. ;             VI. ; 

VII. ;   VIII. 

; 

IX. ;                       X. ; 

XI. ;                     XII. ; 

XIII. ;           XIV. ; 

XV.   

XVI. .  

Займемся теперь основными свойствами неопределенных инте-

гралов и правилами их вычисления [2]. 

 xf

 dxxf



x

 xF  xf     CxFdxxf 
cos sin ;xdx x C 

2 33 .x dx x C 

   xfxF 

    СdxxFdxxf 

1

,
1

n
n x

x dx C
n



 
 1n Cx

x

dx
 ln

  C
a

a
dxa

x
x

ln

x xe dx e C 











 Cx

Cx

x

dx

arccos

arcsin

1 2  


C
a

x

xa

dx
arcsin

22

2

2
ln

dx
x x a

x a
  


  










C

ax

ax

axa

dx
ln

2

1
22

cos sinxdx x C  sin cosxdx x C  

2
ctg

sin

dx
x C

x
   2

tg
cos

dx
x C

x
 

2

arctg

arcctg1

x Cdx

x Cx


 

  
 2 2

1
arctg

dx x
C

a x a a
 



;ln
22

)( 222 Caxx
a

ax
x

dxax 

   
1

f ax b dx F ax b
a

  
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Примем без доказательства свойства неопределенного интеграла: 

1.  

2.      .dxxfdxxfd  

3.      CxFxdF ; 

4.      .dxxfkdxxkf  (k–постоянная); 

5. Если   CxFdxxf )()(  и )(xu  , то   CuFduuf )()( . 

В частности,     .0где,
1

  aCbaxF
a

dxbaxf  

6.  

 

Пример 1. Найти dx
xx

xxxxx


 453 33

. 

Решение. Разделим почленно числитель на знаменатель; в ре-

зультате подынтегральная функция раскладывается на слагаемые, каж-

дое из которых проинтегрируем: 

 















dx

xx

x

xx

x

xx

xx

xx

x
dx

xx

xxxxx
453

453 3333

 

    







  dxxdxxdxxdx

x
xxx 2/16/12/32/16/12/3 453

1
453

 dx
x

1












6/52/5

12/116/112/3

6
5

6
ln

12/1
4

16/1
5

12/3
3 xxCx

xxx

Cxx  ln8 2/1
.ln86

5

6 6 52 Cxxxxx   

Пример 2. Найти 
 4

2

2

x

dxx
. 

Решение. Прибавляя и вычитая в числителе подынтегральной 

функции число 4, получим 

  


  
















 4
4

4

4
1

4

44

4 222

2

2

2

x

dx
dxdx

x
dx

x

x

x

dxx
 

C
x

xC
x

x 
2

arctg2
2

arctg
2

1
4 . 

Пример 3. Найти   dxx 2)31( . 

    ;xfdxxf 




           .dxxgdxxfdxxgxf
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Решение. Возведём в квадрат подынтегральную функцию и про-

интегрируем каждое слагаемое, имеем 

  .
9ln

9

3ln

3
29329321)31( 2

      Cxdxdxdxdxdx
xx

xxxxx  

Пример 4. Найти  xdx2ctg  

Решение. Для упрощения подынтегрального выражения вос-

пользуемся тригонометрической формулой  

x
x

2

2

sin

1
ctg1  . 

Откуда получаем 

   







 Cxxdx

x

dx
dx

x
xdx ctg

sin
1

sin

1
ctg

22

2
. 

Пример 5. Вычислить  xdx tgtg3 . 

Воспользуемся свойством 5 неопределённого интеграла, где 

xu tg , имеем 

C
x

C
x

xdx 






4

tg

13

)tg(
tgtg

413
3 . 

 

§ 2. Интегрирование подстановкой 

 

Замена переменной (подстановка)  tх   в интеграл произво-

дится по формуле 

   dtttfdxxf )())(()(  ;                                   (1.1) 

при этом говорят, что в интеграле слева сделана замена переменной 

(подстановка)  tх  . Формулой (1.1) можно пользоваться следую-

щим образом: подобрать функцию )(tх   так, чтобы, подставив вме-

сто  подынтегральное выражение, получить более простой интеграл. 

Теорема: Если требуется найти интеграл  dxxf )( , но сложно 

отыскать первообразную, то с помощью замены x = (t) и dx = (t)dt 

получается: 

   dtttfdxxf )())(()(  . 

Доказательство: Продифференцируем предлагаемое равенство: 

    dtttfddxxfd )()]([)(   

x
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По рассмотренному выше свойству №2 неопределенного инте-

грала получим 

f(x)dx = f[(t)](t)dt,. 

что с учетом введенных обозначений и является исходным предполо-

жением. Теорема доказана. 

Пример 1. Найти   dxx 35 . 

Решение. Данный интеграл окажется табличным, если под зна-

ком дифференциала будет стоять аргумент 35 x  подынтегральной 

функции 35 x . Так как   dxxd 535  , то  

C
x

xdxdxx 


 
15

)35(2
)35()35(

5

1
35

2/3
2/1 . 

При вычислении воспользовались формулой  





,
1

1

C
n

x
dxx

n
n  

где 
2

1
n . 

Пример 2. Найти    dxx 13sin . 

Решение. Заметим, что  13
3

1
 xddx , т.к. 

dxdxxxd 5)35()35(  . Целесообразно ввести переменную 

. Тогда . Заменив всюду под интегралом  на , 

 на , получим  

      Cxtdtdxx 13cos
3

1
sin

3

1
13sin . 

На основании вышеизложенного можно ввести формулу 

    .0где,
1

  aCbaxF
a

dxbaxf ,                                (1.2) 

где  – первообразная функции . 

Тогда  

Из формулы (1.2) получим 

1. . 

3 1t x 
1

3
dx dt dx

1

3
dt

3 1x  t

 F x  f x

2 3 2 31
.

2

x xe dx e C  

   
1

sin cosax b dx ax b C
a

    
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2. . 

3. . 

 

Пример 3. Найти  

Решение. Заметим, что  Целесообразно ввести пере-

менную . Тогда ; ; . Заменив 

всюду под интегралом  на , на , получим 

 

Пример 4. Найти .
cos3

sin2

2


 x

dxx
 

Решение. Заметим, что xddxx cossin  , т.к. 

  dxxdxxxd sincoscos 


 . Целесообразно ввести переменную 

xt cos . Заменив всюду под интегралом dxxsin на dt , xcos  на t , по-

лучим  

.cos3cosln23ln2
3

2
cos3

sin2 22

22
CxxCtt

t

dt

x

dxx







 

Задания для решения в аудитории 

 

Найти интегралы. 

1. dx
x

x



3

2)2(
 . 2. dx

x

x
x


















2sin

3
33 . 

3. dx
xx

 
















 3

1

9

5

22
. 4. 

 
dx

xx

xx





22

22

cos1

cos31
. 

5. . 6. 


dx
x)51(sin

1
2

. 

   
1

cos sinax b dx ax b C
a

   

 
 

1 1
lndx ax b C

ax b a
  



.
3

4

2


Ce

dxe

x

x

  .
224 xx ee 

te x 2 dtde x 2   dtdxe x 
2 dtdxe x 22

2xe dх
2

dt xe2
t

  





.5ln
2

3
5ln

2

3

52

3

52

3 422

22
CeeCtt

t

dt

t

dt xx

dxx 34
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7. 
 25x

dx
. 8. 

 dxx 132 . 

9. dx
x

e x




















2

1

2

. 
10. 

 dxex x312
. 

11. 
 
 xx

dx
22 arctg1

. 12. 
x

xdx
3sin

cos
. 

 

Ответы 

 1. C
xxхх


2

2

3

81
. 2. Cx

x




ctg
3ln

3 1

.  

3. Cxx
x

 3ln
3

arcctg
3

5 2 . 4. Cxx  arctg3tg .  

5. Cx  3)34(
6

1
. 6. Cx  )51(ctg

5

1
. 7. Cx  )25ln(

5

1
.  

8. C
x




2ln3

2 13

. 9. Ce
x

x 


1
2

. 10. C
е x




3

31

. 11. C
x


arctg

1
.  

12. C
x


2sin2

1
. 

 

§ 3. Интегрирование по частям 

 

Пусть  и  имеют непрерывные производные на не-

котором промежутке . Найдем дифференциал производных этих 

функций: . 

Так как по условию функции  и  непрерывны, можно про-

интегрировать обе части этого равенства:  или

, но , следовательно, 

.                                        (1.3) 

Формула (1.3) называется формулой интегрирования по ча-

стям.  

Сущность метода интегрирования по частям вполне соответ-

ствует его названию. Дело в том, что при вычислении интеграла этим 

 xuu   xvv 

x

  dvvuduvuuvd 

vu vu 

    dvvudxvuuvd

    udvduvuvd   Cuvuvd 

u dv uv vdu  
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методом подынтегральное выражение  представляют в виде 

произведения множителей  и ; при этом  обязательно вхо-

дит в . В результате получается, что заданный интеграл находят 

по частям: сначала находят , а затем . Естественно, что этот 

метод применим лишь в случае, если задача нахождения указанных ин-

тегралов более проста, чем нахождение заданного интеграла [3]. 

Пример 1. Найти . 

Решение. Положим ; , тогда ; 

. 

По формуле (1.3) находим 

. 

Рассмотрим некоторые конкретные способы разбиения подынте-

грального выражения на множители  и . 

В интегралах вида , , , 

где многочлен относительно ; некоторое число, полагают 

, а все остальные сомножители – за . 

Пример 2. Найти . 

Решение. Положим ; , тогда  или 

, т.к. . Следовательно, оставшиеся 

сомножители равны . Таким образом, , интегрируя по-

следнее равенство, получим . 

По формуле (1.3) находим 

 

В интегралах вида , , 

,   dxaxxP arctg ,  полагают 

, а остальные сомножители – за и. 

 dxxf

 xu  xdv dx

 xdv

dv  dvv

sinx xdx
xu  dxxdv sin dxdu 

sin cosv xdx x  

sin cos cos cos sinx xdx x x xdx x x x C       

u dv

  axP x e dx  sinP x axdx  cosP x axdx
 P x  x a

 u P x dv

  25 xx e dx
5 xu

2xdv e dx   dxxdu


 5

dxdu    10155 


 xx

dv
2 1

2
2

xdv e d x

xx exdev 22

2

1
2

2

1
 

   
 2 2 2 2 251 1 1 1

5 5 2
2 2 2 2 2

x x x x xx
x e dx x e e dx e e d x


         

  2 25 1
.

2 4

x xx
e e C


  

  lnP x ax dx  arcsinP x ax dx
 arccosP x axdx  arcctgP x ax dx

 P x dx dv
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Пример 3. Найти . 

Решение. Положим ; , тогда 

; , откуда 

 

Следовательно, 

 

 

 

Задания для решения в аудитории 

 

1. dx
x

x 
5

sin)15( . 2. . 

3.  dxxх arctg . 4.   dxxx sin)5( 2 . 

5.  dx
x

x
3

ln
. 6.  dxxex

  31ln  . 

 

 

Ответы 

 

1.   C
xx

x 
5

sin125
5

cos525 . 2. Cxxx  sinlnctg . 

3.   Cxxxx  arctgarctg
2

1 2 . 4.   Cxxxx  cos2sin72
.  

 3 25 2 3 lnx x x dx 
lnu x  3 25 2 3dv x x dx  

 
1

lndu x dx dx
x


   3 25 2 3dv x x dx   

 
3 1 2 1

3 2 3 25 2 3 5 2 3 5 2 3
3 1 2 1

x x
v x x dx x dx x dx dx x

 

         
    

4 35 2
3 .

4 3
x x x  

 3 2 4 3 4 35 2 5 2 1
5 2 3 ln 3 ln 3

4 3 4 3
x x x dx x x x x x x x dx

x

   
            

   
4 3

4 35 2 5 2
3 ln 3

4 3 4 3

x x x
x x x x dx dx dx

х х x

  
        
   

  

xxxx ln3
3

2

4

5 34








 3 25 2

3
4 3

x dx x dx dx
 

    
 
  

3 1 2 15 2
3

4 3 1 3 2 1

x x
x C

 

       
 

4 3 4 35 2 5 2
3 ln 3 .

4 3 16 9
x x x x x x x C

 
      

 


x

xdx
2sin
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5. C
xx

x


22 4

1

2

ln
. 6.      Cee xx  11ln1

3

1
.  

 

Индивидуальные задания 

 

Вычислить неопределенные интегралы: 

1.1)    
 



23

2

23 x

dxx
,      2) 

 41 x

xdx
, 

3) 


dx
x

xln1
, 4) 

 46

2

x

dxx
,           

5)    dxx
22 1 ,        6)   xdxx ln2 .   

2. 1)      xdxx sincos23 ,   
2)  dx

x

x

5

ln
 ,           

3) 



dx

x

xx

21

arcsin
,      4) 

14x

xdx
,             

5) xdxx  
2

)2(  , 6)  xdxx ln3 .  

3. 1) 


dx
x

x

223
,    2)  dx

x

xtg
2

3

cos
,      

3)
 


 2

3

1

arcsin

x

dxx
, 4) 

 92 3

2

x

dxx
, 

5)   xdxx 2)1( 2
,         6)  xdxx ln . 

4.  1)   dxxx 2214 , 2) 
 7

3
3

2

x

dxx
,          

3) 


dx
e

e
x

x 12

,     4)  dx
x

xtg
2

3

sin
,          

5)    dxхx
22 1 ,           6)   xdxx cos)32( . 

5.  1) 
1sin2

cos

x

xdx
,      2)  


dx
xe

xe
x

x

cos

sin
,           

3) 


dx
x

x

2

arctg

1

2
,         4) 

 42x

x

e

dxe
, 
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5)     xdxx
2

32  , 6)  dx
x

x
3

ln
. 

6.  1) 


dx
x

x

33

2

,         2) 



dx

x

arctgxx
21

 ,       

3)  xdxxcossin2  ,     
4) 

 x

x

e

dxe

225
, 

5)    xdxx 23  ,       6)  xdxx ln . 

7.1)  xdxxsincos2 ,       2) 


dx
x

x

13

2

2
,       

3)  dxxx 2sin ,        4) 
 225 x

xdx
, 

 5)    dxxx 2        6)  xdxx ln .  

8.1) 
 



dx

x

x
2

2
3

 ,    
2)   xdxx cossin2 ,      

3) 


dx
x

xln2
,       4) 

 24 x

xdx
, 

5)    dxхx
32 3 ,          6)  xdxx ln . 

9. 1) 


dx
x

xxx
2

35

, 2) 
 72 2x

xdx
, 

3) 
xx

dx
2ln

,  4) 
 41

4

x

xdx
, 

5)    xdxx
2

32 ,    6)   xdxx cos . 

10. 1) 
12 2x

xdx
,           2) 

 xx

dx

ln1
 ,        

3) 


dx
x

x
3 cos1

sin
,       4) 

 8

3

1 x

dxx
, 

5)    xdxx
2

3 , 6)    dxex x2 . 

11. 1) 


dx
x

xln2
,      2) 

5 2sin

cos

x

xdx
,            

3) 


dx
x241

1
,     4) 


x

x

e

dxe

2
4

, 
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5)    dxxe

x

2 ,         6)    dx
x

x
2

ln
. 

12. 1)    xdxx sincos23
3

,     2)  dxxex2

 ,         

3) 
 24 x

dx
,        4) 


dx

x

x

2

arctg

1

3
, 

5)   xdxx 4sin ,       6)  xdxx ln4 . 

13. 1)   dxxx 42 2  ,      2) 
 

 23

2

x

dxx
 ,        

3) 


dx
x

x

2

ln2
,        4) 

 6

2

9 x

dxx
, 

5)   xdxx sin)12( ,        6)  xdxarctg .  

14.  1)  


dx
x

x3 7ln
,     2) dx

x

x



2

1

arcsin
 , 

3)  dxxex2

,          4) 
 6

2

4 x

dxx
, 

5)  dx
x

x
5

ln
 ,            

6)  xdxarcsin .    

15. 1) 
 dxxex 12

,           2) 
10ln xx

dx
,         

3)    dxxxx
2

72 ,      4) 
 x

x

e

dxe

21
,    

5)    dxxx 53sin ,         6)   xdxx ln2
.   

16. 1) 
 x

x

e

dxe
3

3

1
 ,        

2)    xdxx sincos2

,      

3)  



dx

x

x
21

arctg1
,     4) 

 



dx

x

xx
2

32
,                

5)     xdxx arctg ,      6)   xdxx ln3
. 

17.1) dx
xx

xx
 



















5

13
23

2

, 2)
 



33

2

51

3

x

dxx
, 

3)   dxex x2)37( , 4) 
2cos 5xdx  
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5)  














dx

xx

x

3

22
2

3

, 
6)   dyyy 13 2

. 

17.1)  


















2

3

8

72

xx

x
, 

2)    dxex xx 232)31( , 

3)   dxxx 4cos)32( , 4)  dxxx 4cos2sin , 

5) dx
xx

x
 



















5

21
24

5

, 6) 
 32 )9(x

dxx
. 

18.1)  











  dx
xx

x x

2

1

10

1
3

1
, 

2) dxxx )35cos( 2  , 

3)   dxxx 5cos)23( , 
4) dx

x

5

2
sin2
 , 

5)  















dx

xxx
322

2

cos

1

5

3
, 6) 

 3

2

25

2

x

dxx
. 

19. 1)   xdxxx ln)12( 5 , 2)  dxxx 3cos
5

3
sin , 

3) dx
хх

 
















2

31

25 2
, 4) 

 )1(

arctg
2x

xdx
, 

5) dx
xx

xxx
 


















22

2

3

15cos
, 

6)   xdxx cossin1
2

  . 

20.1) dxxx
xx

 

















 2

3

5

1

2
, 2) dx

x

xx


 25ln3 5

, 

3)   xdxx cos)23( , 
4) dx

x

5

3
cos2
 , 

4) dx
xx

x
 



















9

41
23

5

, 6) . 
 32 )9(x

dxx
 

21. 1) dx
xx

x
 












1
2

1

1
2

, 2) dx
x

xx






1

3arctg
2

3

, 

3) dx
xx

xex x

 


















2

3

7

123
 4) dx

x

xx






21

arcsin3
, 

5) 


dx
x

xln3
, 6) dx

xx

5

3
cos

7

2
cos . 
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22.1)  

















dx

xxx

x x

3

3173
22

, 2) dxxe x 252 3




, 

3) dxxx  sin)43( , 4) xdx2cos2
 , 

5) dxx
xx

x
 


















 7 3

22

3

8

1

cos

cos23
, 5) dxxe xx )15(325 2




. 

23. 1) dxex x


323 , 
2) xdxx 4sin3sin , 

3) dx
xx

x x
 


















 1

2
4

6

152
, 4) dx

x

xtg



2

3 2

cos

3
, 

5)  

















  dx
xx

x x 1

22

2

5
8

1)1(
, 

6)   dxee xx 733 )5( . 

24.1) dx
xx

xx x

 


















11

3523
2

, 2) 


3 6

5

51 x

dxx
, 

3) dx
x

x
x

 















3

33

2

1
)2(

2

2
, 4) dx

x

x



2

3

cos

5tg
, 

5) xdxxx ln)343( 2   , 6) dxx 8cos2 . 

25. 1)  











 dxx
x

x 13

2
2

7

5
, 

2) dx
x

ex x




2

1
2 23

, 

3)  


















dx

xxx

x
223 4

3

sin

1

2

12
, 4) 

 5)5cos3(

sin

x

xdx
, 

5) xdxx  cos)(  , 
6)  dx

xx

3

5
sin

5

2
sin . 

26.1)  

















  dx
xx

x x 2

2

3

2
2

32
 2) 


dx

x

ctgx
2

10

sin

)35(3
, 

3) dx
xx

x x
 




















 1

2

2

3
9

1

3

9
, 4) 

 5sin3

cos

x

xdx
, 

5) dxex x)32(  , 6). dxхx 4cos2sin . 

27.1) dx
xxxx

x
 


















 5

3

1)32(

2

2

, 2) dx
x

xe x


 sin32

, 

3) xdxxx ln)3( 2  , 4) xdxx 2cos4sin , 
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5) dx
x

x
x

 














 3 5

2

2

1
)52(

2

2
, 

6)   dxxx )53sin( 2 . 

28. 1)   dxex x)2( , 2) dx
xx

5

4
cos

5
cos , 

3) dx
x

x

x

x
 




















3

32
2

23

94

1
, 4) 

 5cos

sin
2 x

xdx
, 

5)   xdxx ln)13( 2 , 6) dxxx 2cos2sin . 

29. 1)  

















 

dx
xx

x
x

x

3

2

14

151 1

22
, 2) dx

xx

x






5 2

12
, 

3)   dxxx )1ln()1( 2 , 4), dx
xx

2
cos

2
sin  

5) 
 



23

2

23 x

dxx
,      6) 

 41 x

xdx
. 

30. 1) 


dx
x

xln1
, 2) 

 46

2

x

dxx
,           

3)    dxx
22 1 ,        4)   xdxx ln2 ,   

5) 
3 cos23

sin

x

xdx
,   6)  dx

x

x

5

ln
.          

 

§ 4. Интегрирование простейших дробей 

 

Рациональной дробью называется функция R(х), представленная 

в виде 

, 

где Р (х) и Q (х) – многочлены с действительными коэффициентами. 

Рациональная дробь R(x) называется правильной, если степень 

числителя меньше степени знаменателя. 

Всякая правильная рациональная дробь может быть пред-

ставлена в виде суммы конечного числа простейших дробей следу-

ющих четырех типов: 

( )
( )

( )

P x
R x

Q x

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 (n > 1 натуральное число); 

 (n > 1 натуральное число), 

где , т. е. корни знаменателя мнимые. 

Таким образом, для интегрирования правильных рациональных 

дробей достаточно уметь: 1) интегрировать простейшие дроби; 2) раз-

лагать рациональные дроби на простейшие. 

Этот параграф посвящен решению первой из этих задач. Рассмот-

рим сначала простейшие дроби первых двух типов. 

Пример 1. . 

Решение. Заметим, что , т.к. .  

 

Пример 2. . 

Решение. 

 

 

Для интегрирования простейших дробей третьего вида 

 вычисляют, используя замену переменных 

, откуда ; . 

Пример 3. Найти . 

 
;

n

А А

х а х а 

 
2

2
;

n

ax b ax b

px qx d px qx d

 

   

2 4 0q p d 

А
dx

х а

 ахddx      dxdxаxахd 




 
 

  .ln  






CaxA

ax

axd
Аdx

ах

А

 



dx

ах

А
n

 

 
   

 
1

1( )

n
n

n n

d x a x aА
dx А x a d x a A C

nх а x a

 
 

      
  

  

   
1

.
1

n

A
C

n x a


 
  





dx

dqxpx

bax
2

 
22

1 2 q
pxdqxpxt 




 
p

qt
x




2
dt

p
dx

2


2

3 1

4 12

x
dx

x x



 

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Решение. Сделаем замену переменных  

; ; ; ; . 

Заменив всюду под интегралом  на ,  на , получим 

 

При вычислении воспользовались формулой 

. Второй из полученных интегралов является 

табличным, а первый находим подстановкой , откуда 

; ; ; . Следовательно, 

 

 

 

Задания для решения в аудитории 

 

1. 
 1342 xx

dx
. 2. 

 1342 xx

dx
 . 

3. 



dx

xx

x

1

12
2

. 4. 


dx
xx 2710

1
2

. 

5. 



dx

xх

x

76

23
2

. 6. 
 132 2 xx

dx
 . 

 

Ответы 

 

1. С
x




3

2
arctg

3

1
. 2.   Cxx  922ln

2
.  

 21
4 12

2
t x x


   

 
1

2 4 2
2

x x    2 tx  2 tddx   dttdx


 2 dtdx 

x  2t dx dt

 

   

.
8

7
8

3

8

73

128444

73

12242

123

124

13

22

2222































t

dt
dt

t

t

dt
t

t
dt

ttt

t
dt

tt

t
dx

xx

x

 
2 2 22a b a аb b   

2 8t z 

  dztd 82   dzdtt 


 82
dzdtt 2

1

2
t dt dz

 

   

22
2

22

3 1 3 3 1
7 ln 7 arctg

4 12 2 2 8 88

3 7 3 7 2
ln 8 arctg ln 2 8 arctg .

2 28 8 8 8

x dz dt t
dx z C

x x z t

t х
t C x C


     

  

         
 

  
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3. Cxx  1ln 2
. 4. С

x




2

5
arctg

2

1
.  

5. С
x

x
xx 






1

7
ln

8

11
76ln

2

3 2 . 6. С
x

x






1734

1734
ln

17

2
.  

 

Индивидуальные задания 

 

1. dx
xx

dx
xx





 124

1
;

32

1
22

. 

2. dx
xx

dx
xx





 124

1
;

6

1
22

. 

3. 





dx
xxxx

dx

22

1
; 

54 22
. 

4. 





dx
xx

dx
xx 134

1
;

56

1
22

. 

5. dx
xxxx

dx





 3

1
 ; 

102
22

. 

6. dx
xxxx

dx





 22

1
 ; 

134 22
. 

7. 





dx
xxxx

dx

22

1
 ; 

84
22

. 

8. 





dx
xxxx

dx

14

1
 ; 

106 22
. 

9. 





dx
xxxx

dx

14

1
 ; 

102
22

. 

10. 





dx
xxxx

dx

136

1
; 

54 22
. 

11. 





dx
xxxx

dx

72

1
;

56
22

. 

12. 





dx
xxxx

dx

52

1
;

54
22

. 

13. 





dx
xxxx

dx

166

1
 ; 

102 22
. 
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14. 





dx
xxxx

dx

46

1
 ; 

102 22
. 

15. 





dx
xxxx

dx

2110

1
; 

54 22
. 

16. 





dx
xxxх

dx

124

1
 ; 

49 22
. 

17.  
56

 ; 
136

12
22









xx

dx
dx

хx

х
. 

18. 





  
968

 ; 
344

1

22
xх

dx
dx

хx
. 

19.  


 
124

    ;
84 22

xx

dx

xx

dx
. 

20.  


    .
206

1
    ;

34 22
dx

xxxx

dx
 

21.  


   
84

1
    ;

136
22 xx

dx

xx

dx
. 

22.  


 
23

     ;
22

22 xx

dx

xx

dx
. 

23.  
413

 ; 
34

22





 xx

dx

xx

dx
/ 

24. 





  
41

;
136 22

xx

dx

xx

dx
. 

25. 



 xx

dx

xx

dx

413
 ; 

34
22

. 

26.  


 
136

 ; 
1

1
 

22 xx

dx
dx

xx
. 

27. 






dx

xx

x

xx

dx

32

12
 ; 

432 22
/ 

28. 





  
22

; 
84

 
22 xx

dx

xx

dx
. 

29. 



 208

; 
23 22

xx

dx

xx

dx
/ 
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30. 



 384

;
106

1
22 xx

dx
dx

xx
. 

 

 

§ 5. Некоторые интегралы тригонометрических функций 

 

1. Интегрирование произведений синусов и косинусов 
 

Интегралы вида  bxdxаxcossin ,  bxdxaxcoscos ,  bxdxaxsinsin ,  

вычисляются с использованием формул тригонометрии 

    xbaxbabxax  sinsin
2

1
cossin , 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
sinsin  

    xbaxbabxax  coscos
2

1
coscos , 

  xx coscos  ,   xx sinsin  , 

которые позволяют представлять произведения синусов и косинусов в 

виде линейных комбинаций тех же функций (с другими аргументами) 

и могут быть использованы для интегрирования в рассматриваемом 

случае. 

Пример 1. Найти  dxxx cos7sin . 

Решение.  

       dxxdxxdxxxdxxx 6sin
2

1
8sin

2

1
17sin17sin

2

1
cos7sin

.6cos
12

1
8cos

16

1
cos

12

1
cos

16

1
cos

12

1
sin

16

1
CxxCutduudtt   

При вычислении воспользовались заменой переменных 

tx 8 ,   dtxd 8 ,   dtdxx 


8 , dtdx 8 , 
8

dt
dx  , и ux 6 , duxd 6 , 

dudx 6 , 
6

du
dx  . 

 

2.Вычисление интеграла , где m 

или n – положительное нечетное целое число 

 

sin   cos
m n

x x dx
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Если показатель степени одной из тригонометрических функций 

– положительное нечетное целое число, то, принимая другую функцию 

за t, сведем рассматриваемый интеграл к табличным. 

Пример 2. Найти . 

Решение. Здесь показатель степени синуса равен единице, по-

этому делаем подстановку tx cos , тогда ; ; 

dtdxx  sin ; . Заменив всюду под интегралом  на 

, получим  

 

Пример 3. Найти . 

Решение. Заметим, что  Целесообразно вве-

сти переменную , т.к.  Тогда 

  . Заменив всюду под интегра-

лом на ,  на , получим  

 

 

 

При вычислении воспользовались формулой 

. 

 

3. Вычисление интеграла , где сумма m и n 

есть отрицательное четное целое число 

 

Если сумма показателей синуса и косинуса есть отрицательное 

четное число, подстановка tg x = t сводит интеграл к табличным. 


x

dxx
2cos

sin

dtxd cos   dtdxx 


cos

dtdxx sin xcos t

.
cos

1

112cos

sin 112
2

22
C

x
C

t
C

t
dtt

t

dt

x

dxx













5cos x dx
  .coscoscos

225 xxx 

xt sin
2 2 2cos 1 sin 1 .x x t   

sin ;dt d x  sin ;dt x dx


 dxxdt cos

2cos x 21 t dxxcos dt

          dttdtdtttdttdxxxdxx 24222225 2211coscoscos

.
5

sin

3

sin2
sin

53

2
2

5353
424 C

xx
xC

tt
tdttdttdtdtt   

          dttdtdtttdttdxxxdxx 24222225 2211coscoscos

.
5

sin

3

sin2
sin

53

2
2

5353
424 C

xx
xC

tt
tdttdttdtdtt   

 
2 2 22a b a ab b   

sin   cos
m n

x x dx
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Пример 4. Найти . 

Решение. m + n =(7+ 1)/2 = – 4 есть отрицательное четное число, 

поэтому применяем подстановку tg x= t; . 

 

 

 

При вычислении воспользовались формулой . 

 

4. Вычисление интеграла  m и n – четные 

 неотрицательные числа 

 

Применение формул тригонометрии 

 

позволяет повторным уменьшением вдвое показателей степеней 

синуса и косинуса в конечном счете свести рассматриваемые инте-

гралы к сумме интегралов от констант и нечетных степеней синуса и 

косинуса. 

Пример 5. Найти . 

Решение. Заметим, что . 

Следовательно, 


xx

dx

sincos7

  dxdxxdt
2cos

1
tg 








 
xx

dx

xx

dx

x

x
x

dx

xx

dx

tgcostgcos

cos

sin
cossincos

48
8

7

2

22 2
2

2

1 tg

1 coscos cos tg tgcos tg
1 tg

dx dx x dx

xx x x xx x
x


      

  


 
2

1

5

21
2

1
1

2

3

22

2
5

2

1
2

1
1

2

3

1
2
1

2
3

ttC
tt

dttdtt
t

dt

t

dtt

t

dtt



















.tg2tg
5

2 5 CxxC 

2

2

1
cos

1 tg
x

x




sin cos
m n

x xdx

2 21 cos 2 1 cos 2
cos ; sin

2 2

x x
x x

 
 

4cos xdx
2

4

2

2cos1
cos 







 


x
x
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*) Делаем подстановку  

**) Делаем подстановку  

 

Задачи для решения в аудитории 

 

1. . 2. . 

3. . 4. . 

 

Ответы 

1. . 2. .  

3. .  

4. .  

 

Индивидуальные задания 

 

1.. dxxx 33 cossin ; dxxx 6cos4sin ;  dxx
2cos . 

2..
 

dxxx 32 cossin ; dxxx 4cos2sin ;  dxх
2sin . 

3..
 

dxxx 33 cossin ; dxx
4cos ; dxxx cos3sin . 

4..
 

dxx
5cos ;  dxxx 2cos6sin ; dxx

4cos . 

      dxdxxxdxxdxx
4

1
2cos2cos21

4

1
2cos1

4

1
cos 224

*) 2

**)

1 1 1 1 1 1 cos 4 1
cos 2 cos 2 cos

2 4 4 4 4 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1
sin cos 4 sin 2 cos

4 8 8 4 4 8 32 4

1 1 1 1 1 1
sin 2 sin sin 4 .

4 8 32 4 8 32

x
x dx x dx x t dt dx x

t dx x dx x x x u du x

x x u C x x x C


         

          

       

2 ; 2 ; .
2

dt
t x dt dx dx  

4 ; 4 ; .
4

du
u x du dx dx  

dx
x

7

5
cos2
 dx

xx

2

3
cos

2
sin

 dxxxx 3cos2cossin  dxxx 2cos3sin 22

1 7 10
sin

2 20 7

x
x C 

1 1
cos 2 cos

4 2
x x C  

1 1 1
cos6 cos 4 cos 2

24 16 8
x x x C   

1 1 1 1 1
sin 6 sin 2 sin8 sin 4

4 24 8 32 16
x x x x x C    
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5.. dxxx 33 cossin ; dxxx 2cos4sin ; dxx
4cos  

6.. dxxx 54 cossin ; dxxx 2cos6sin ; dxx
4ctg . 

7. dxxx 32 cossin ; dxxx 2sin4sin ; dxx
4sin . 

8.. dxxx 2cos8sin ;  dxx2cos ; dxxx 23 cossin . 

9. dxxx 23 cossin ; dxx
2sin ; dxxx 5cos3sin . 

10. dxx
3cos ; dxxx 6sin3cos ; dxx

2cos  

11. dxx
4cos ;  dxxx 2cos6sin ; dxx

2sin  . 

12. dxxx 3sin5cos ; xdx
4cos ; dxx

5cos . 

13. dxxx 3cos3sin 32
 ; dxx

5ctg ; dxxx 3cos3sin . 

14. dxxx 32 cossin ;  dxx4cos ; dxxx 3cos2sin . 

15. dxxx sincos3
 ; dxxx 3cos2cos   dxx2sin . 

16. dxxx 3cos2cos ; dxx
2cos dxx

5cos . 

17. dxx
2sin ; dxxx 3cos2sin xdxxcossin2

 . 

18. dxxx sincos5
 ; dxx

4cos dxxx 2sin3sin . 

19.. dxxx 42 cossin : dxx
2sin ; dxxx 4cos2sin . 

20. dxx
2sin ; dxxx 2cos4sin ; dxxx 32 cossin . 

21. dxxx 4cos7sin ; dxx
2sin ; dxxx 23 cossin . 

22.  xdxx 5cos6cos ;  xdxxsincos2 ; dxх2sin4
 . 

23.  dx
x

3
sin2 ;  xdxxcossin2 ;  xdx4cos4 . 

24.  xdxx sin5cos ;  dx
xx

3
sin

3
cos 37 ; 

x

xdx

2cos

2sin
2

4

. 

25.  xdxx 2cos5cos ;  xdxx 3cos3sin 35
;  xdx2cos4

. 

26. dxx
4cos ;  dxxx 2cos6sin ; dxx

2sin . 

27. dxxx 23 cossin ; dxx
2sin ; dxxx 5cos3sin . 

28. dxxx 32 cossin ; dxxx 2sin4sin ; dxx
4sin . 

29. dxxx 3cos2cos ; dxx
2cos dxx

5cos . 
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30. dxxx 4coscos ; dxx
4cos ; dxx

3cos . 

 

Контрольная работа по теме «Неопределённый интеграл» 

 

1.01 а) 
 



33

2

51

3

x

dxx
;                  1.02 а) 

 92x

dxx
;  

б)  dxx3sin4 ;                                 б)  dxx2cos ; 

в)    dxex x21 ;                              в)  dxxx ln ; 

г) 
 1072 xx

dx
.                             г) 

 24 xx

dx
; 

д)  

















 

dx
xx

x
x

x

3

2

14

151 1

22
;  д) dx

x

x

x

x
 




















3

32
2

23

94

1
; 

 

1.03 а)   dyyy 13 2
;                       1.04 а) 

 dxxe x2

; 

        б)    dxxx3cos5 ;                  б) 
 yy

dyy
22 cos2sin

sin
; 

        в)  dxx2arctg ;                         в)  dxex x2
; 

        г) dx
xx


 206

5

2
.               г) 

 62 xx

dx
. 

 

1.05 а)   dsincos ;          1.06 а) 
 x

dxx

25

2
; 

        б) dx
xx

 
















2
cos

3
cos ;            б)  dxx5cos ; 

        в)  dxx2arcsin ;                       в)  dxxx arctg ; 

        г) 
 442 xx

dx
.                       г) 

 34102 xx

dx
. 

 

1.07 а) 
 30102 xx

dx
;                  1.08 а)    dxxx 1cos 2

; 

        б)  dxxx 54 cossin ;                       б)  dxxx 2sin5sin ; 

        в)    dxex x21 ;                              в)  dxxe x2
; 
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        г) 
 322 2 xx

dx
.                             г) 

 12

4
2 xx

. 

 

1.09 а) 
xx

dx
2ln

;                               1.10 а) 


dx
x
2x1

arctg
; 

        б)  dxxx cos3cos ;                         б)  dxxx 2coscos ; 

        в)  dxxx 2cos ;                               в)    dxxx 2sin1 ; 

        г) 


dx
xx 84

3
2

.                          г) 
 1362 xx

dx
. 

 

1.11 а) 
x

dxe x

2

tg

cos
;                                1.12 а) 

 x

x

e

dxe

32
; 

        б)  dxxx 3sin5cos ;                        б)  







dx

x

2
cos5 2

; 

        в)    dxxx 2sin1 ;                         в)  dxxarcsin ; 

        г) 
 562 xx

dx
.                            г) 


dx

xx 14

6
2

. 

 

1.13 а)  dx
x

xln
;                          1.14 а)   dxxx 12 2 ; 

        б)  dx
x

x
3cos

sin
;                                б)  dxxx 7cos3sin ; 

        в)  dxxx arctg ;                            в)  dxxln ; 

        г) 


dx
xx

x

12
.                       г) 


dx

xx 64

5
2

. 

 

1.15 а) dx
x

x


 3ln2 2

;                  1.16 а)    dxee xx 10
1 ; 

        б)  dxx3cos4
;                             б)  dxxx 9sin2sin ; 

        в)  dx
x

x
2

ln
;                                    в) ;ln5 xdxx ; 

        г) 


dx
xx 136

1

2
.                   г) ;

134

3

2
dx

xx



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1.17 а) 


dx
x

x
21

arctg
;                    1.18 а);  


dx

x

x
2

3

1

arctg
 

       б)  dxx7cos ;                               б)  dxx3cos ; 

        в) 
 dxxe x2 ;                                 в)   dxxx ln ; 

        г) .
910

5
2

dx
xx




.                    г)  


dx
xx

x

322
. 

 

1.19 а)  


dx
x

x
4

3

2

3
                       1.20 а) 

 



43

2

2

3

x

dxx
; 

        б)   dxxx 3cos2sin ;               б) 
 x

dxx
2cos31

sin
; 

        в)  dxxxsin ;                           в)    dxxx 5sin5 ; 

        г)  


dx
xx

x

322
.                      г) 


dx

xx 78

5

2
. 

 

1.21 а) 
 dxxe x 223

;                        1.22 а) 
 52

3

2

x

dxx
; 

        б)  















dx

xx

4
cos

2
sin ;                   б) 

x

dxx
2

3

sin

cos
; 

        в)    dxxx ln2 ;                           в)  dxxx ln3 ; 

        г) 


dx
xx 76

1
2

.                          г) 


dx
xx 4014

5

2
. 

 

1.23 а) 
 

 2sin

3
32

2

x

dxx
;                     1.24 а)    dxxx 3cos 2

; 

        б) 
x

dxx
2

2

cos

sin
;                                  б) 

x

dxx
5cos

sin
; 

        в)  dxx2arcsin ;                              в)   dxex x)1( 2
; 

        г) 


dx
xx 256

5
2

.                        г) 


dx
xx 204

1

2
. 
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1.25 а) 
 dxxe x 223

;                        1.26 а) 
 93

2

x

dxx
; 

        б)  dxxx 4sin2cos ;                           б)  dxх2cos2 ; 

        в)  dxxx sin2 ;                                   в)   dxex x)12( ; 
 

Вопросы и задания для самопроверки 

 

1. Как определяется первообразная функции и неопределенный 

интеграл? 

2. Привести основные формулы интегрирования табличных 

функций. 

3. Каким свойствам удовлетворяет неопределенный интеграл? 

Доказать любое из свойств. 

4. Замена переменных в неопределенном интеграле. Привести 

пример. 

5. Приемы интегрирования некоторых тригонометрических вы-

ражений. Привести пример. 

6. Интегрирование рациональных дробей. Схема решения. При-

вести пример.  

7. Выведите формулу интегрирования по частям. 

 

Глава 2. Определенный интеграл 

 

§1. Определенный интеграл и его геометрический смысл 

 

Пусть функция  xF  является первообразной для функции  xf  

в некотором промежутке X, а числа a  и b  принадлежат этому проме-

жутку [5,6]. 

Определение. Приращение    aFbF   любой из первообразных 

функций   CxF   при изменении аргумента от ax   до bx   называ-

ется определенным интегралом от a  до b  функции  xf  и обознача-

ется  
b

a

dxxf . 

Числа a  и b  называются пределами интегрирования: a нижним, 

b верхним. Отрезок  ba;  называется отрезком интегрирования. 

Функция  xf  называется подынтегральной функцией, а переменная 

x переменной интегрирования. Таким образом, по определению 
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  ).()( aFbFdxxf
b

a

                                         (2.1) 

Равенство (2.1) называется формулой Ньютона – Лейбница. 

Существует и другой подход к введению понятия определенного 

интеграла, основанный на рассмотрении пределов интегральных сумм, 

который в большей степени приспособлен для приложений.  

Рассмотрим его на примере вычисления площади криволинейной 

трапеции.  

Пусть дана фигура, ограниченная графиком непрерывной и неот-

рицательной функции , отрезком  и прямыми ,  

(рис. 2.1). Такую фигуру называют криволинейной трапецией. Найдем 

ее площадь. 

Заметим, что на отрезке  ba;  можно указать такую точку C , что 

площадь S  криволинейной трапеции равна 

  abCfS  .                                         (2.2) 

Действительно, пусть М  ‒ это наибольшее значение функции 

 xf  на отрезке  ba; , а m наименьшее. Проведем прямые My   и 

my  . Тогда криволинейная трапеция целиком содержится в прямо-

угольнике aABb  и содержит целиком прямоугольник  (рис. 2.2). 

Поэтому aABbaCDd SSS   или    abMSabm  , т.к. 

 abmSaCDd  ,  abMSaABb  . Возьмем число 
 

S
p

b a



 и 

Мpm  . 

На отрезке  ba;  возьмем такую точку C , что   pCf  . Так как 

функция  непрерывна на  ba; , то каждому значению функции 

р соответствует хотя бы одно значение ее аргумента , лежащего 

 xfy   ba; ax  bx 

aCDd

 xfy 

C

Рис. 2.1 Рис. 2.2 
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внутри отрезка  ba; . Тогда  abpS  . Данное свойство называется 

теоремой о среднем. 
Найдем теперь площадь криволи-

нейной трапеции S  через определенный 

интеграл. Разобьем криволинейную тра-

пецию на  полос так, как показано на 

рис. 2.3. При этом на отрезке  ba;  появи-

лись точки 1x , 2x ,..., 1nx . 

В соответствии с формулой (2.2) 

найдем для первой полосы точку 1c , 

11 xca   такую, что площадь первой 

полосы равна   axcf 11 . Для второй полосы найдем точку 2с , 

221 xcx   такую, что площадь полосы равна   122 xxcf  . Посту-

паем так для всех  полос, т.к. площадь криволинейной трапеции 

равна сумме площадей полос, на которую она разбита:  

        112211  nn xbcfxxcfaxcfS  . 

Такого типа равенство будет иметь место, как бы мы не разбивали 

криволинейную трапецию на полосы. Длину наибольшего из отрезков 

обозначим через . Перейдем в нем к пределу при , мы получим: 

         112211
0

lim 


 nn xbcfxxcfaxcfS 


. 

Обозначим 

         112211
0

lim 


 nn xbcfxxcfaxcf 


, 

через выражение  
b

a

dxxf , получим 

 
b

a

dxxfS .                                           (2.3) 

Таким образом, ввели определенный интеграл через предел осо-

бого рода сумм (интегральных сумм). 

Определение. Пусть дана функция  xf , определенная на от-

резке  ba; , где ba  . Выполним следующие операции: 

1. Разобьем отрезок  ba;  на  частей точками  , 

так что . 

n

n

 0

n ix  ni ,...,2,1,0

bxxxxxa nn  1210 ...

Рис. 2.3 
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2. Величину  назовем шагом разбиения. 

3. На каждом из отрезков  зафиксируем произвольную 

точку , . 

4. Составим сумму всех произведений , ; 

 или  в сокращенном  

виде 

     




n

i
ii

n

i
iin xcfxxcf

11
11 Δ  ,                  (2.4) 

где 1 iii xxxΔ . 

Суммы вида (2.4) называются интегральными суммами функции 

 xf . 

Очевидно, что при различных разбиениях отрезка  ba;  на части 

получим различные интегральные суммы вида (2.4). Таким образом, 

для данной функции  xf  и данного отрезка  ba;  можно составить 

бесконечное множество интегральных сумм вида (2.4), которые зави-

сят от числа  и от выбора точек деления ix  и точек  iii xxc ;1 . В 

примере вычисления площади криволинейной трапеции точки  под-

бирались специально, что не противоречит определению определен-

ного интеграла через пределы интегральных сумм. 

Очевидно, что при различных разбиениях отрезка  ba;  на части 

получим различные интегральные суммы вида (2.4). Таким образом, 

для данной функции  xf  и данного отрезка  ba;  можно составить 

бесконечное множество интегральных сумм вида (2.4), которые зави-

сят от числа n  и от выбора точек деления ix  и точек  iii xxc ;1 . В 

примере вычисления площади криволинейной трапеции точки ic  под-

бирались специально, что не противоречит определению определен-

ного интеграла через пределы интегральных сумм. 

Определение. Если при любой последовательности разбиений 

отрезка  ba;  таких, что   nxi 0max    n , при любом 

выборе точек  iii xxc ;1  интегральная сумма 

 



n

i
iin xcf

1

Δ  

стремится к одному  и тому же конечному числу A : 

 ii
ni

xx  


1
,...,0

max

 ii xx ;1

iC  iii xxC ;1

  1 iii xxcf  ni ,...,1

        112211 ...  nnn xbcfxxcfaxcf

n

ic
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  Axcf iin 
 00

Δlimlim


 , 

то число А называется определенным интегралом от функции  xf  на 

отрезке  ba;  и обозначается  
b

a

dxxf . Итак, по определению 

   


n

i
ii

b

a

xCfdxxf
10

Δlim


.                            (2.5) 

Заметим без доказательств, что предел в правой части равенства 

(2.5) существует и конечен, если  xf  непрерывна на отрезке  ba; . 

Если  xf  непрерывна и неотрицательна, то определенный инте-

грал  
b

a

dxxf  численно равен площади криволинейной трапеции, огра-

ниченной графиком функции  xf , осью абсцисс и прямыми ax  , 

bx   (см. рис. 2.1), т.е. 

 
b

a

dxxfS .                                        (2.6) 

В этом заключается геометрический смысл определенного инте-

грала. Без доказательства заметим, что оба определения эквивалентны. 

Второе определение помогает получить приложение определенного 

интеграла (вычисление площади и т.д.), а формула Ньютона – Лейб-

ница позволяет вычислить определенный интеграл без вычисления 

предела интегральной суммы. 

Примем без доказательства свойства определенного интеграла 

[7]: 

1.      dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

 ,  baс , . 

2.    
a

b

b

a

dxxfdxxf . 

3.   0
b

b

dxxf . 

4. 0)( 
b

a

dxxf , если 0)( xf . 

5. Если    xgxf   при всех  bax ; , то  
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   
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

6.Если   Mxfm   при всех x  из промежутка  ba; , то 

     abMdxxfabm
b

a

 . 

7. Теорема о среднем. Если функция f(x) непрерывна на отрезке 

[a, b], то на этом отрезке существует по крайней мере одна точка с та-

кая, что 

)()()( сfabdxxf
b

a

 . 

Доказательство: В соответствии со свойством 6: 

Mdxxf
ab

m
b

a




 )(
1

, 

т.к. функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то по второй теореме 

Вейерштрасса она принимает на этом отрезке все значения от m до М 

(см. рис. 2.4). Другими словами, существует такое число с  [a, b], что 

если  

Сdxxf
ab

b

a




)(
1

  и С = f(с), 

а a  с  b, тогда  

)()()( сfabdxxf
b

a

 . 

 

Рис. 2.4 
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Что и требовалось доказать.  

Замечание. С геометрической точки зрения теорема утверждает, 

что существует прямоугольник, равновеликий криволинейной трапе-

ции, имеющий равное с ней основание (если f(x)> 0 для любого x из 

отрезка [а, b]). 

Докажем связь неопределенного интеграла с определенным. Дру-

гими словами, докажем эквивалентность двух определений определён-

ного интеграла. 

Рассмотрим функцию y= f (х). Величина определённого интеграла 

от этой функции  будет зависеть от а и b. Если зафиксировать 

значение а, то величина будет зависеть только от b. Зафикси-

руем нижний предел интегрирования а, а верхний будем считать пере-

менным. Чтобы подчеркнуть переменность верхнего предела интегри-

рования, обозначим его х. Величина определённого интеграла, как уже 

было отмечено, не зависит от обозначения переменной интегрирова-

ния, поэтому, чтобы не путать её с верхним пределом, заменим пере-

менную х внутри интеграла на t.  

Таким образом, получим функцию   
х

a

dttfхФ )( .Она называ-

ется определенным интегралом с переменным верхним пределом. 

Теорема (о производной интеграла с переменным верхним пре-

делом). Пусть интегрируемая на отрезке [a, b] функция f(x) непрерывна 

в точке х  [a, b]. Тогда Ф'(х) = f(x), где 

  
х

a

dttfхФ )( . 

Доказательство. По определению производной 

 
   

x

хФxхФ
хФ

x 








0
lim . 

    
 xх

x

xх

x

х

a

xх

a

dttfхФdttfdttfdttfxхФ


 )()()()( . 

 
b

a

f x dx

 
b

a

f x dx
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 Здесь мы воспользовались свойством 1 аддитивности определенного 

интеграла. Отсюда по теореме о среднем значении 

    хсfdttfхФxхФ
xх

a




)()( 


, 

где с ‒ между х и х + Δх. Следовательно, 

 
 

 xf
x

xcf
хФ

x


 



 0
lim , 

так как xc , когда 0x . Что и требовалось доказать. 

Теорема. Для всякой функции f(x), непрерывной на отрезке [a, b], 

существует на этом отрезке первообразная, а значит, существует не-

определенный интеграл. 

Теорема (Теорема Ньютона – Лейбница). 

Если функция F(x) – какая - либо первообразная от непрерывной 

функции f(x), то 

 
b

a

aFbFdxxf )()()( . 

Это выражение известно под названием формулы Ньютона – Лейб-

ница. 

Доказательство: Пусть F(x) – первообразная функции f(x). Тогда 

в соответствии с приведенной выше теоремой, функция 
x

a

dttf )(  ‒ пер-

вообразная функция от f(x). Но т.к. функция может иметь бесконечно 

много первообразных, которые будут отличаться друг от друга только 

на какое - то постоянное число С, то 

CxFdttf
x

a

 )()( . 

При соответствующем выборе С это равенство справедливо для лю-

бого х, т.е. при х = а: 

 
a

a

CaFdttf )()( .  

По свойству 3: 

CaF  )(0 . 

Откуда 
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)(aFC  . 

Тогда  

)()()( aFxFdttf
x

a

 . 

А при х = b: 

 
b

a

aFbFdttf )()()( . 

Заменив переменную t на переменную х, получаем формулу Нью-

тона – Лейбница: 

)()()( aFbFdxxf
b

a

 . 

Что и требовалось доказать. 

Иногда применяют обозначение F(b) – F(a) = F(x)
b

a

. 

Замечание. Следует обратить внимание на важность сформули-

рованного в теореме требования непрерывности функции у = f(х) на 

всем отрезке интегрирования. Небрежное применение формулы Нью-

тона-Лейбница может привести к заведомо неверному результату. 

Пример. Вычислить 


1

1
2x

dx
и 





3

4
2x

dx
. 

 

  
               Рис. 2. 5                                                              Рис. 2. 6 
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Решение. Если использовать для вычисления первого интеграла 

формулу Ньютона ‒ Лейбница, то получается, что 

02
1

1

1

1

1
2





 xx

dx
. 

Но подынтегральная функция 0
1
2


x
y , поэтому полученный 

результат противоречит свойству 4 определённого интеграла. Причина 

этого в том, что функция 
2

1

x
y  имеет в точке х = 0  [-1,1] разрыв 

второго рода (рис. 2.5), то есть не является на отрезке [-1, l] интегриру-

емой, а, значит, формулу Ньютона-Лейбница применить здесь нельзя.  

Но для любого х  [-4, - 3] она непрерывна, поэтому для вычис-

ления второго интеграла формулу Ньютона ‒ Лейбница применить 

можно: 

12

1

4

1

3

11
3

4

3

4
2












 xx

dx
. 

Пример. Вычислить 


2

2

)( dxxf от функции, заданной на отрезке     

[-2; 2]двумя аналитическими выражениями: 

 
 








.20,2

;02,2

2 xx

xx
xf  

Для вычисления такого интеграла надо воспользоваться свой-

ством 1 аддитивности определенного интеграла:  

     
   

3

14

3

8
2

3

2

2

2
22

2

0

3
0

2

22

0

2
0

2

0

2







  




xx
dxxdxxdxxf . 

Формула Ньютона – Лейбница представляет собой общий подход 

к нахождению определенных интегралов. 

Перейдем теперь к правилам вычисления определенных интегра-

лов. Эти правила аналогичны правилам вычисления неопределенных 

интегралов [8]. 
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1.    
b

a

b

a

dxxfkdxxkf , ( k постоянная). 

2.          
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf . 

3. Интегрирование по частям  

           
b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu | . 

4. Замена переменной (подстановка)  tx   делается по формуле 

        




 dtttfdxxf
b

a

, 

 где   a ,   b  ( f ,  и   непрерывны). 

Пример 1. Вычислить  











4

1 2

3
51 dx

x
x . 

Решение. Используя правила 1 и 2, представим определенный 

интеграл в виде суммы трех более простых интегралов, к каждому из 

которых применим формулу Ньютона – Лейбница 

 











4

1

2

1
4

1

4

1

4

1 2

3
5

2

3
51 dxxdxxdxdx

x
x  

= 







|

1
2

12

3
|

2
5|

4

1

1
2

1

4

1

2
4

1

xx
x  ||

2

5
|

4

1
2

3

4

1
2

3

4

1 xxx

   
2

95
7

2

75
31414

2

5
14 2

3

2

3

22 













 . 

Пример 2. Вычислить dxxx
1

0

arctg . 

Решение. Положим  xu arctg , dxxdv  , тогда  

  dx
x

dxxdu
21

1





 arctg ,

2

2x
dxxv  . 

Следовательно, 
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  



1

0
2

2
1

0

21

0 1

1

2
|

2
dx

x

x
x

x
dxxx arctgarctg  










1

0
2

21

0
2

22

1

11

2

1

42

1

12

1
0

2

0
1

2

1
dx

x

x
dx

x

x 
 arctgarctg

 









 






















1

0
2

1

0
22

2

1

1
1

2

1

81

1

1

1

2

1

8
dx

x
dx

xx

x 
 




 











1

0
2

1

0

1

0
2 12

1

2

1

81

1
1

2

1

8 x

dx
dxdx

x


 

2

1

4
0

82

1

8
|

2

1
|

2

1

8

1

0

1

0 


xx arctg . 

Пример 3. Вычислить  
4

0

2 9 dxxx . 

Решение. Сделаем замену 92  xt , тогда  92  xddt , 

  dxxdt


 92
, dxxdt 2 , 

x

dt
dx

2
 . Новые пределы интегрирования 

находим из соотношения 92  xt ; если 0x , то 9902 t , если 

, то .  

Поэтому 

  dttdtt
x

dt
txdxxx

25

9

2

1
25

9

25

9

4

0

2

2

1

2

1

2
9  

|

2

32

1
|

1
2

12

1 25

9

2

3

25

9

1
2

1

tt








































2

3
2

2

3
2

2

3

2

3

35
3

1
925

3

1

    .
3

98
27125

3

1
35

3

1 33   

Пример 4. Вычислить 
 




e

xx

dx

1
2

ln1
. 

Решение. Сделаем замену xt ln , тогда xddt ln ,   ,ln dxxdt




dx
x

dt
1

 , dtxdx  . Новые пределы интегрирования находим из соот-

ношения xt ln ; если 1x , то 01ln t , если ex  , то 

4x 25942 t
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2

1
ln

2

1
ln  eet . Таким образом, изменению переменной от 1x  до 

ex   соответствует изменение переменной  от 0t  до 
2

1
t . По-

этому 

 
 









e

t
t

dt

tx

dtx

xx

dx

1

2

1

0
222

|arcsin
11ln1

 0arcsin
2

1
arcsin

.
6

0
6


  

Пример 5. Вычислить 
 








2

2
cos1

sin2

x

dxx
. 

Решение. Положим tx  cos1 ,тогда   dxxdt


 cos1 , 

, . Новые пределы интегрирования находим из со-

отношения xt cos1 : если 
2


x , то 101

2
cos1 











, если x

, то   211cos1  t .  Таким образом, изменению переменной 

x от  до x=2 соответствует изменение переменной  от  до 

. Следовательно,  

 










|
12

222sin
sin2

cos1

sin2 2

1

122

1

2
2

1
2

2

1

2

2

t
dtt

t

dt

t

x

dt
x

x

dxx








|
1

2
2

1

1t
 

.1
2

1
21

2

1
2 

















  

Пример 6. Вычислить 


7

0 3 2)8( x

dx
. 

Решение. Положим tx 8 , тогда   dxxdt


 8 , dxdt 1 , 

dtdx  . Новые пределы интегрирования находим из соотношения  

xt  8 , если 0x , то 808 t , если 7x , то 178 t . Та-

ким образом, изменению переменной  от  до  соответствует 

изменение переменной  от 8t  до 1t , следовательно: 

t

dxxdt sin
x

dt
dx

sin


2


x t 1t

2t

x 0x 1t

t
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 




 





|

3

1
|

1
3

28

1

8

3

1

1

8

1
3

2

1

8

3

2
1

8
3 2

7

0 3 2

tt
dtt

t

dt

x

dx

  33
1

8

3 8133 t   3213  . 

 

Задания для решения в аудитории 

 

1. dx
x

x )
1

(
2

1
4

2
  . 

 

2. 
4

0

4sin



dxx . 

3. 


1

0
2)12( x

dx
. 4. dxx 



7

1

2 . 

5. 


2

0
2sin4

cos


x

dxx
. 6. dxxx 3

1

0

54 )1(   . 

7. 


e

xx

dx

1
2 )ln4(

. 8. dxex x31
1

0

2 
 . 

9. dxxx
2

0

2 cos



. 
10.  

2/

0

cos


dxxx . 

11.  









9

4

1
3 dx

x
x . 12. dx

x

xe


1

2

ln
. 

13. dxxx 2
4

0

2 sincos



. 14.
0

3
sin cos

2 2

x x
dx



 . 

 

Ответы 

 

1. 
8

21
. 2. 

2

1
. 3. 

3

1
.4. 

3

52
. 5. .

6


 6. .

8

21
7. .

2

1
arctg

2

1
8. ).1(

3

1
e  

9. .2
4

2




 10. 4ln1,0  . 11. 40. 12. 
e

2
1 . 13. 

32


. 14. 0. 

 

Индивидуальные задания 

 

Вычислить определенные интегралы: 
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1. 1)   


2

1

32 1 dxxx ;                                  2. 1) 


3

0
212 x

dxx
; 

2) 




0 cos2

sin

x

dxx
;                                            2) 

4

0
2cos



x

dxxtg
; 

3)   


0

44 sincos dxxx                               3) 


e

xx

dx

1 1ln
. 

 

3. 1) 
 




3

1
52 1

128

x

dxx
;                                       4. 1) 

 




3

2
32 1

15

x

dxx
; 

2) 


2

1

0
21

arcsin

x

dxx
;                                          2) 



0

2sin dxxx ; 

3) 


2

2

2
cossin





dxxx .                                     3) 
2

6

2sin



 x

dxxtg
. 

 

5. 1) 


1

0
3

2

21

6

x

dxx
;                                           6. 1) 





0 cos3

sin

x

dxx
 

2) 
1

0

2

dxex x
;                                               2) 

e

dx
x

x

1

ln
; 

3) 
 


e

xx

dx

1
2ln1

.                                          3)   
1

0

22 3 dxx . 

 

7. 1) 


2

0 sin2

cos



x

dxx
;                                         8. 1) dx

x

x




1

0
3

2

1
; 

2)   
7

6

2
5 dxx ;                                       2)  

2

0

5 sincos



dxxx ; 

3)   
1

0

42 3 dxxx .                                    3) dx
e

e
x

x




1

01
. 
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9. 1)  



0

2

3cos


dxx ;                                     10. 1) 


1

0 5x

x

e

dxe
; 

2)  






25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
;                                   2)   

2

1

25 dxxx ; 

3)  
2

0

2sin



dxxx .                                      3)  
2

0

3 sincos



dxxx . 

 

11.1) 
3

0

cos sin



dxxe x
;                                 12. 1) 

1

0

2
3

3 dxxe x
; 

2) 


4

4

2cos

1





dx
x

;                                         2)   
1

0

2
2 dxx ; 

3) 


2

0 1sin2

cos



x

dxx
.                                        3) 



4

12

4cos





dxх . 

13. 1) 


2

1
2 4x

dx
;                                          14. 1)   

1

0

2
3 dxx ; 

2) 
1

0

2

dxex x
;                                               2)   

1

0

2 1 dxxx ; 

3) 
2

4





dxxctg                                                  3) 


3ln

0 1 x

x

e

dxe
. 

 

15. 1) 
12

0
2 2sin



х

dx
;                             16. 1)  

4

0

2 9 dxxx ; 

2) 


2

1

0
21

dx
x

xarctg
;                                          2)   

2

1

2
1 dxxx ; 
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3) 
2

6

22sin



 x

dxx
.                                            3) 



1

0
3

2

41

12

x

dxx
. 

17. 1) 


1

0
3

2

21

6

x

dxx
;                                         18. 1)  



0

2

3cos


dxx  

2) 
1

0

2

dxex x ;                                                 2)  






25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
; 

3) 
 


e

xx

dx

1
2ln1

.                                           3)  
2

0

2sin



dxxx . 

19. 1)  



0

2

3cos


dxx ;                                  20. 1) 
 


2ln

0 213 x

x

e

dxe
; 

2) 









25,0

25,0
21

dx
x

xarctg
;                                   2) 



0

sincos dxxx ; 

3)  
2

0

2sin



dxxx .                                        3) 


0

2

1
216 x

dxx
. 

21. 1) 
 


4

6

2cos

51



 x

dxxtg
;                                   22. 1) 



3

0
2 1x

xdx
; 

2) 


1

0
4

3

1 x

dxx
;                                                    2) 



1

0
3

2

1

3

x

dxx
; 

3) 
2

0

2 sincos



dxxx .                                              3) 


2

2

2cos2sin





dxxx  

23. 1) 


3

2
43

2

)1( x

dxx
;                                   24. 1) 



2

1
42 )1( x

xdx
; 

2)  



0

6

3sin)2(


xdxx ;                                       2) 
e

xdxx
1

3 ln ; 
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3) 


1

0
2 101025 xx

dx
.                                       3) 

 


4

6

2cos

2



 x

dxxtg
. 

25. 1)  


0

1

543 )1( dxxx ;                              26.  1) 

4

4

3/

4/
42

3

sin



 x

dxx
 

2)  
1

0

3)43( dxex x
;                                          2)  




0

3

3)3( dxex x
; 

3) 
2

0

2 sincos



dxxx .                                            3) 
2

0

22 sincos



dxxx  

 

Контрольная работа по теме «Определённый интеграл» 

 

Вычислить интегралы 

 

1. а) ; 

б) ; 

в)   



0

sin dxxx . 

2. а) ; 

б) ; 

в)  









2/

0

sin
2

 
dxxx . 

3. а) ; 

б) ; 

в) . 

4. а) ; 

б) ; 

в)  

5. а) ;  

б) ; 

в) . 

6. а) ; 

б) ; 

в)  
2/

0

2sin)2(


 dxxx . 

 











1

0
2

2

5

3
3 dx

х
хxx




9

4 1

1
dy

y

y

 











1

0

75

4

5
93 dx

х
хx


e

dy
y

y

1

3 3ln

  
1

0

2
2 dxx


2

1
2

1

dy
y

e y


3/

4/
2sin



 x

xdx

 
















2

1
2

32

2

1234
dx

xx

xх




1

0
53

2

)12(
dx

x

x

  
1

0

3 .)34( dxex x

 









2

1

2
1

dx
x

x

 








1

2
3

511 x

dx

 
e

xdxx
1

ln
3

 













1

1
2

3 23

2

2
54 dx

х
xx




1

0
2

3

1

arctg3
dx

x

x
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7. а) ; 

б) ; 

в)  
2/

0

2cos)(


 dxxx . 

8. а) ; 

б) ; 

в) dxxx 
1

0 2
)cos2(


 . 

9. а) ; 

б) ; 

в) . 

10. а) ; 

б) ; 

в) dxxxx
e

 
1

2 ln)43( . 

11. а) ; 

б) 
31

2
0

arctg

1

x
dx

x



; 

в)  
2/

0

3cos)12(


dxxx . 

12.а)  

б) dx
x

x




2

6

2)1sin2(

cos





; 

в) dxxx
e

 
1

2 ln)32( . 

13. а) ; 

б) ; 

в) . 

14. а) ; 

б) ; 

в) . 

15. а) ; 

б) ; 

16. а) ; 

б) ; 

 











3

0
2

32

4

5
3 dx

х
хx


e

dx
x

x

1

2 2ln

  











1

0
2

2
3

2

3
4 dx

x
х

dx
x

x




1

0
8

3

16

dx
x

xх


2

1
2

23 43




2

1

0
2

2

1

arccos
dx

x

x

 
1

0

2 )32( dxxe x

 











1

0
2

54

9

2
75 dx

х
хx

dx
e

e
x

x




1

0
2)52(

 











2

0
2

3

4

5
24 dx

х
x х

;
3

11522

1
2

2

dx
xx

xeх x

 


















 











1

0
2

35

4

5
56 dx

х
хx

1
32

2
0

arcsin

1

x
dx

x




 
1

0

3 )23( dxxe x

 
dx

xx

x
 

















4

1
2

2

2

112

 
dx

x

x




1

0
32 23

  dxex x5
1

0

23 

1

2
0

3 2
5

1 9
x х dx

x х

 
   

  

dx
x

x




1

0 52
2

  dx
x

x 
















8

1
2

33

2

2
12

dxxe x



2

0

2sin3cos


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в) dxxх
e

 
1

5 ln)1( . в) dxxx
e

 
1

ln)1( . 

17. а) ; 

б) ; 

в) . 

18. а) ; 

 

б) ; 

в)   



0 2

1
cos3 dxxx . 

19. а) ; 

б) ; 

в) . 

20. а) ; 

б) ; 

в) . 

21. а) ; 

б) ; 

в) dxxх
e

 
1

3 ln)2( . 

22. а) ; 

б) ; 

в) . 

23. а) ; 

б) ; 

в)   



0

cos3 dxxx . 

24. а) ; 

б) ; 

в) . 

25. а) ; 26. а)  















0

1
2

3

)1(

4
dx

x
x ; 

 














2

1
2

2

22
5

dxx
x

х

dx
x

xx


4

6

3sin

sin2cos





  dxex x2
1

0

5 
 

 













1

0

3

1

3
104 dx

х

x
хx




1

0
2 )3(

4
dy

y

y

 
dx

xxx

x
 

















4

1

2

1

32

 
dx

x

x




1

0
22 2

  dx
x

x
2

sin
1

0


 

  
















1

0
2

2
2

5
23 dx

x

x
x


3/

4/
2sin

)2(cos

 x

dxx


e

dx
x

x

1
3 2

ln1

dx
x

x x
 










2

1
2

22ln
4

2

dx
x

x




2

0
2)1(sin

cos



 



















2

1
23

22

1

12
dx

xx

x


e

dy
y

y

1

5 3ln

 









 

0 2
cos

2
3 dx

x
x

 











1

0
2

3

16

2
34 dx

х
хx




2

0
3

2

1
dy

y

y

dx
x

x
x x

)3
2

23
2(

2

21

0







431

2
0

arctg

1

x
dx

x



5(5 2) xx e dx

  











1

0
2

2

1

1
2 dx

x
xx
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б) ;         

в) 
3/

4/
2cos



 x

dxx
. 

б) 
1

0

dxex x  

в) 
 


4

6

2cos

2



 x

dxxtg
 

 

 

§2. Вычисление площадей плоских фигур 
В этом параграфе при помощи интегрального исчисления будет 

решен ряд задач. 

 

Площадь  фигуры, ограниченной графиком функции  xfy   

(сверху),  xgy   (снизу) и прямыми ax  , bx  , подсчитывается по 

формуле 

     
b

b

dxxgxfS .                                   (2.7) 

Действительно, в силу геометриче-

ского смысла определенного интеграла 

(см. равенство (2.7)) имеем (рис. 2.5) 

   bBaA

b

a

Sdxxf
11

  

и      aAccBd

b

a

SSdxxg  ,  

поэтому 

        

      SSSS

dxxgdxxfdxxgxf

aAccBbbBaA

b

b

b

a

b

a



 

11

, 

как это видно из рисунка. 

Рассмотрим частные случаи вычисления площадей плоских фигур 

в прямоугольных координатах. 

а) если фигура представляет из себя криволинейную трапецию 

расположеную выше оси Ox , т. е. 0)( xf : 

51

2
1

2 arctg

1

y y
dy

y






S

Рис. 2.5 
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           y                        )(xfy   

 

 

 

 

     

             0     a                      b     x  
                       Рис. 2.6 

 


b

а
тркрф dxxfSS )(.. ; 

 

б) если криволинейная трапеция расположена ниже оси Ox , т.е. 

0)( xf  тогда исходя из свойств определенного интеграла: 

 

     

       0    a                      b            x  
 

 

 

 
                                   )(xfy   
                     Рис. 2.7 

 


b

а
ф dxxfS )( . 

 

в) если плоская фигура имеет сложную форму, т.е. прямые  

bxax  ;  «вырождаются» в точки, то фигуру следует разбить на ча-

сти так, чтобы можно было применить известные формулы. 

Проиллюстрируем некоторые возможные варианты: 
          y                 

                                 )(2 xfy   

 

 

 

 

 

           0     a                  в       x  
 
                              )(1 xfy   
                        Рис. 2.8 

 

 

  
в

а
ф dxxfxfS )()( 12 ; 

г)  
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 y  

                             2S                    

                                          3S                                       

                                 1S  

 

 

 

    0          а      с          d                 в      

x   
 
                         Рис. 2.9 

 

 

 

321 SSSSф  ; 

 

 

д) если криволинейная  трапеция ограничена  прямыми   cy     и  

dy  , осью Oy   и непрерывной кривой  )(yx  ,  то   

 
       y  

 
dy                          )(yх   

 

 
cy   

        0                                      x  
                      Рис. 2.10 

 

    
d

c
ф dyyS )( . 

 

Пример 1. Вычислить площадь между параболами 24 xxy   и 

62  xy  (рис. 2.11). 

Решение. Сначала найдем точки пересечения парабол, для чего 

решим систему уравнений 











,6

;

2

2

xy

xaxy
 

т.е. найдем точки на плоскости, координаты которых удовлетворяют 

одновременно уравнениям обеих парабол. Из этой системы  
22 46 xxx  , ,0642 2  xx 0322  xx  
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и 
 

2

42

2

3422 2

2,1





x  или 

.3;1 21  xx  

Тогда по формуле (2.7) искомая пло-

щадь  будет равна: 

         


3

1

2
3

1

22 24664 dxxxdxxxxS 





 |

3

2
26

3

1
32 xxx  







 32 3

3

2
3236       













3

10
181

3

2
1216

32
 

.64
3

10
18   

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

2xy  , 
2

1

x
y  , 0y ,  02  xx . 

Решение. Сначала найдем точки 

пересечения кривых 2xy   и ,
1
2x

y   

для чего решим систему уравнений 













.
1

;

2

2

x
y

xy

 

Из этой системы ,  или 

, . 

Таким образом, заданная фигура (рис. 2.12) является криволиней-

ной трапецией, ограниченной сверху графиком функции 

 













.21,

1

,10,

2

2

x
x

y

xxy

xf  

По формуле (2.17) 

S

2

2 1

x
x  14 x

11 x 12 x

Рис. 2.11 

Рис. 2.12 
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 

.
6

5
1

2

1

3

1

1

1

2

1

3

1
|

1
0

3

1

|
12

|
3

|
12

2

1

2

1

121

0

22

1

2
1

0

122

1
2

1

0

2
2

0








 
































x

xx
dxx

x

x

dx
dxxdxxfS

 

 Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

xy sin , xy sin2 , 
4

5
x , 0x . 

Решение. Искомая площадь S  

равна сумме площадей 1S  и 2S  двух фи-

гур, первая из которых ограничена ли-

ниями xy sin , xy sin2 , 0x , x

, вторая ограничена линиями xy sin , 

xy sin2 , , 
4

5
x (рис. 2.13). 

Для вычисления площадей 1S  и 

2S  применим формулу (2.7): 

 

      .211110coscos

|cossinsinsin2
000

1



 





xdxxdxxxS
 

   





4

5

2 sin2sin dxxxS 





4

5

sin dxx 



4

5

cos x

.1
2

2
cos

4

5
cos    

Тогда .293,2
2

2
221  SSS  

 

Задания для решения в аудитории 

 

Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

1. .0;;1;6  yexxyx  

2. 652  xxу   и координатными осями. 

3.  78 2  yyx   и осью 0у. 

7. xxy 43      и   0y . 

x

Рис. 2.13 
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8.Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.3,0,
1

2
2




 xx
x

y  

9. Найти площадь криволинейного треугольника, лежащего в 1-й чет-

верти и ограниченного линиями .0,,2 2  xxyxy  

10. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.64,84 2  xyxxy  

11. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.4,2,2 2   yyy xx  

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.1,, 2  xeyey xx  

 

Ответы 

 

1. ).(6 2eдS  . 2. )..(
3

2
4 2eдS   3. )..(36 2eдS    

7. )..(8 2eдS   8. 
3

2
. 9. 

6

7
. 10. 

24

5
5 . 11. 

9
12

ln 4
 .  

12.
2

1

2

2

 е
е

.  

 

Индивидуальные задания 

 

1. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, задан-

ными в прямоугольной системе координат:  

1 1) 0,6 2  yxxy ;  2) 4,0,32  yxxy . 

2 1) 04,42  yxxxy ; 2) xyxy  7,6 . 

3 1) xyxy  ,3 ; 2) xyxxy  ,1062 . 

4 1) xyxy 2,3  ; 2) 63,92  yxyx . 

5 1) xyxy  ,42 ; 2) 232,2 xyxy  . 

6 
1) 22

4

1
,4 xyxy  ; 2) 0,2 2  xyyx . 

7 1) 22 3,3 yxxy  ; 2) 0,56 2  yxxy . 

8 1) xyxxy 34,32  ; 2) 0,0,652  yxxxy . 
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9 1) xyxxy  ,2 2 ; 2) 1,0,32  yxxy . 

10 
1) xyxy  4,

2

1 2 ; 2) 1,23  yxy . 

11 
1) 1

4

3
, 22  yxyx ; 

2) 0,,ln  yexxy . 

12 1) 032,2  yxxy ; 2) 0,,1,6  yexxxy . 

13 1) 0,4 2  yxy ; 2) xyxy 3,92  . 

14 
1) 062,

2

1 2  yxxy ; 2) xyxy  22, . 

15 1) 22 4,4 xyyx  ; 2) 1,3
2

1 2  yxy . 

16 1) 2,2  xyxy ; 2) 0,78 2  xyyx . 

17 1) 0,6 2  yxxy ; 2) 4,0,32  yxxy . 

18 1) 04,42  yxxxy ; 2) xyxy  7,6 . 

19 1) xyxy  ,3 ; 2) xyxxy  ,1062 . 

20 1) xyxy 2,3  ; 2) 63,92  yxyx . 

21 1) xyxy  ,42 ; 2) 232,2 xyxy  . 

22 
1) 22

4

1
,4 xyxy  ; 2) 0,2 2  xyyx . 

23 1) 22 3,3 yxxy  ; 2) 0,56 2  yxxy . 

24 1) xyxxy 34,32  ; 2) 0,0,652  yxxxy . 

25 1) xyxxy  ,2 2 ; 2) 1,0,32  yxxy . 

26 
1) xyxy  4,

2

1 2 ; 2) 1,23  yxy . 

27. 1) 1
4

3
, 22  yxух ; 2) 0,,ln  yexxy . 

28. 1) 032,2  yxxy  2) 0,,1,6  yexxxy . 

29. 1) 0,4 2  yxy ; 2) xyxy 3,92  . 

30. 1) 062,
2

1 2  yxxy ; 2) xyxy  22, . 

 

Вопросы и задания для самопроверки 
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1. Определенный интеграл. Понятие. Доказать формулу для вы-

числения площади криволинейной трапеции.  

2.Определенный интеграл с переменным верхним пределом. (До-

казать теорему о совпадении этого интеграла с одной из первообраз-

ных). 

3.Основные свойства определенного интеграла. (Доказать одно 

из свойств) 

 

Глава 3. Дифференциальные уравнения 

 

§1. Дифференциальные уравнения первого порядка 

 

Решение различных задач методом систематического моделиро-

вания сводится к отысканию неизвестной функции из уравнения, со-

держащего независимую переменную, искомую функцию и производ-

ные этой функции. Такое уравнение называется дифференциальным 

[1]. 

Определение. Решением диффе-

ренциального уравнения называется 

всякая функция, которая обращает дан-

ное уравнение в тождество. Рассмотрим 

задачу, приводящую к дифференциаль-

ному уравнению. 

Пример 1. Найти функцию, гра-

фик которой обладает тем свойством, 

что отрезок любой касательной, заклю-

ченной между осями координат, де-

лится пополам в точке касания. 

Решение. Пусть  xfy   – иско-

мая функция, а  yxM , – произвольная точка кривой, определяемой 

этим уравнением; предположим для определенности, что кривая рас-

положена в первой четверти (рис. 3.1). По условию задачи имеем 

MABM  , а следовательно, xPAOP  . Из рис. 2.1 видно, что 

 
PA

MP
PAM tg , т.е.  

x

y
180tg , или 

x

y
 tg . 

Учитывая, что tg  есть угловой коэффициент касательной, ко-

торый в точке 

Рис. 3.1. Криавя, рассмот-

ренная в примере 1 
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 yxM ,  равен y , получаем дифференциальное уравнение  

.
x

y
y                         (3.1) 

Решением уравнения (1.1) является всякая функция вида 

,
x

C
y                              (3.2) 

Где с– постоянная. В самом деле, заменив в уравнении (1.1) y  его 

значением из равенства (1.2), получим 

,
x

x

C

x

C












 т.е. 

22 x

C

x

C
 . 

Следовательно, равенство (3.2) определяет множество функций, 

обладающих указанным в задаче свойством. Графики этих функций 

представляют собой семейство гипербол (рис.3.1). 

В дальнейшем рассмотрим еще 

ряд примеров, которые показывают, 

каким мощным математическим ап-

паратом являются дифференциаль-

ные уравнения при решении различ-

ных и весьма непростых практиче-

ских задач.  

Определение. Дифференциаль-

ным уравнением называется уравне-

ние, содержащее независимую пере-

менную x , искомую функцию y  и ее 

производные y , y  ,, 
 ny . Симво-

лически дифференциальное уравне-

ние записывается так : 

   .0,,,,  nyyyxF                (1.3) 

Определение. Порядком дифференциального уравнения называ-

ется наибольший порядок производных, входящих в данное уравнение. 

Определение. Дифференциальным уравнением первого порядка 

называется уравнение вида 

Рис. 3.2. Семейство интегральных кривых 
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  .0,, yyxF                       (3.4) 

Разрешая уравнение (1.4) относительно производной y , если это 

возможно, получим 

 ., yxfy                           (3.5) 

Рассмотренный выше пример показывает, что дифференциальное 

уравнение имеет, вообще говоря, бесконечное множество решений. 

При различных значениях постоянной С равенство 

,
x

C
y                                  (3.6) 

определяет различные решения уравнения 

.
x

y
y                                 (3.7) 

Например, непосредственной подстановкой можно убедиться, 

что функции  1/1  Cxy ,  3/3  Cxy  являются решениями 

уравнения (3.1). 

Таким образом, каждому дифференциальному уравнению соот-

ветствует, как правило, бесконечная совокупность его решений. 

Определение. Всякое отдельно взятое решение дифференциаль-

ного уравнения называется его частным решением. С геометрической 

точки зрения совокупность всех решений дифференциального уравне-

ния представляет собой семейство кривых, называемых интеграль-

ными кривыми, а каждое частное решение представляет отдельную ин-

тегральную кривую. 

Определение. Функция ),( Cxy   представляет общее решение 

дифференциального уравнения (3.4) или 3.5), если при любом значении 

C  эта функция является решением уравнения (3.4) или (3.5) и любое 

его частное решение может быть получено из  Cxy ,  при некото-

ром значении постоянной C. 

Иногда не удается получить решение дифференциального урав-

нения в явной форме  xy   или  Cxy , , а получают их в неявной 

форме, т.е. решение задается формулой вида 

  0, yxФ , или   .0,, CyxФ      (3.8) 
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Определение. Выражение   0, yxФ , или   0,, CyxФ  в этом 

случае называют интегралом (частным, общим) дифференциального 

уравнения. 

При решении конкретных задач часто необходимо выделить из 

всей совокупности решений дифференциального уравнения то частное 

решение, которое является ответом на поставленный вопрос. Для того, 

чтобы из всей совокупности решений выделить отдельную интеграль-

ную кривую, задают так называемое начальное условие. 

В случае дифференциальных уравнений первого порядка (3.5) 

под начальными условиями для его решения  xyy   понимают усло-

вия, состоящие в том, что 0yy   при 0xx   , т.е. 

  ,00 yxy                              (3.9) 

где  0x  и 0y – заданные числа (начальные данные) такие, что при 0xx   

и 0yy   функция имеет смысл, т.е. существует  00 , yxf . 

Определение. Задача нахождения частного решения дифферен-

циального уравнения, удовлетворяющего заданным начальным усло-

виям, называется задачей Коши. 

В случае дифференциального уравнения первого порядка задача 

Коши формулируется следующим образом: найти решение  xyy   

уравнения  yxfy , , удовлетворяющее при заданных начальных 

данных  00 , yx  начальному условию   00 yxy  , или, в другой записи, 

00
yy xx  , где  00 , yx – заданные числа. 

Пусть даны начальные данные 3,2 00  yx , и требуется найти 

частное решение  xyy   уравнения (3.7), удовлетворяющее началь-

ному условию   32 y . Выше показано, что функция (1.6) при любом 

C является решением уравнения (3.7).  

Подставим в формулу (3.6) начальные данные 2x , 3y , 

найдем 2/3 C , т.е. 6C . Таким образом, искомым частным реше-

нием уравнения (3.7) является функция 2/6y . 

Геометрически решение, удовлетворяющее начальному условию 

  00 yxy  , представляет интегральную кривую, проходящую через 

данную точку  00 , yx . 
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Так, общее решение xCy /  уравнения xyy /  определяет се-

мейство равносторонних гипербол (см. рис.1.2). Частное решение 

xy /6  определяет гиперболу, проходящую через точку (2;3). 

Рассмотрим из множества типов дифференциальных уравнений 

только дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющи-

мися переменными. 

 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися 

переменными 

 

Определение. Дифференциальное уравнение называется уравне-

нием с разделяющимися переменными, если имеет следующий вид:  

   .21 yfxfy                (3.10) 

Для уравнения (3.10) теорема Коши о существовании и един-

ственности решения может быть сформирована следующим образом. 

Теорема. Если функция  xf1  непрерывна в интервале  ba; , 

функция  yf2  и ее производная по y непрерывна в интервале  dc; , то 

для любых начальных данных  bax ;0  ,  dcy ;0   существует, при-

чем единственное, решение  xy   уравнения (1.10), удовлетворяю-

щее начальному условию   00 yx  . 

Другими словами, при указанных условиях через любую точку 

прямоугольника bxa  , dyc   проходит, и при том единствен-

ная, интегральная кривая уравнения (3.1). 

Если   02 yf , то уравнение с разделяющимися переменными 

(2.10) можно переписать в виде (разделить переменные) 

 
  .1

2

dxxf
yf

dy
                    (3.11) 

Определение. Уравнение вида (3.11) называется уравнением с 

разделяющимися переменными. 

Теорема. Если существуют интегралы 
)(yf

dy
 и   dxxf1 , то об-

щий интеграл уравнения с разделенными переменными (3.11) задается 

уравнением 
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    ,12 CxFyF   

где  yF2  и  xF1  – некоторые первообразные соответственно функций 

– 
 yf2

1
 и 

 xf1

1
. 

Доказательство. Допустим, что функция  xy   является ре-

шением уравнения (1.11). Подставляя в (1.11), получим тождество от-

носительно переменной x : 

 
  

 dxxf
xf

dxx
1

2







. 

Интегрируя это тождество по x , найдем: 

 
  

  


Cdxxf
xf

dxx
1

2 


 

или, учитывая, что  xy   и  dxxdy  , по правилу подстановки в 

неопределенном интеграле имеем  

 
   Cdxxf

yf

dy
1

2

                                 (3.12) 

или  

    ,12 CxFyF                       (3.13) 

где  yF2  и  xF1 – некоторые первообразные соответственно функций 

 yf2

1
 и  xf1 . 

Итак, любое решение дифференциального уравнения (1.11) удо-

влетворяет уравнению (3.13). Обратно, если некоторая функция 

 xy   удовлетворяет равенству (3.13), то она удовлетворяет и равен-

ству (3.12), но тогда имеет место все предыдущие равенства, включая 

и (3.11). Таким образом, равенство (3.13) определяет общий интеграл 

уравнения (3.11).  

При решении дифференциальных уравнений с разделяющимися 

переменными (3.10) можно руководствоваться следующим алгорит-

мом: 

1) разделить переменные; 
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2) интегрируя почленно полученное уравнение с разделяющи-

мися переменными (1.11), найти его общий интеграл (3.13); 

3) выяснить, имеет ли уравнение (1.10) решения, не получающи-

еся из общего интеграла (1.13); 

4) найти частный интеграл (или решение), удовлетворяющий 

начальным условиям (если это требуется). 

Пример 2. Найти частное решение уравнения 
2312 xyy  ,если 30 y  при 10 x . 

Решение. Заменяем y  на 
dx

dy
, получим

2312 x
dx

dy
y  , 

отсюда  dxxdyy 2312  . 

Интегрируя обе части последнего неравенства,  

найдем    dxxdyy 2312 , или   dxxdxdyy 232 ,  

или C
x

x
y


3

3

2
2

22

, т.е. Cxxy  22 . 

Подставив начальное значение 10 x , 30 y , найдем C: 

C 119 , т.е. C = 9. 

Следовательно, искомый частный интеграл будет 932  xxy , 

или 0923  xyx . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения  

  02222  dxxydyyxyx , 0x , .0y  

Решение. Разделим переменные. Для этого преобразуем данное 

уравнение, вынося общий множитель слева 2x :   dxxydyyyx 222  . 

Разделим правую и левую части уравнения на 
22 yx : 

  dx
yx

xy
dyyy

yx

x
22

2
2

22

2

 , или 
 

x

dx
dy

y

yy



2

1
, 

или 
x

dx
dy

y

y


1
. Проинтегрируем обе части последнего равенства:




x

dx
dy

y

y 1
,  










x

dx
dy

y

1
1 , или 

x

dx

y

dy
dy , откуда 

1lnln Cxyy   - общий интеграл данного уравнения. 
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Задачи для решения в аудитории 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

1.     022  dyyxydxxxy . 

2.   01
2

 dyydxyxex
. 

3.   ,01 2  yeyx x  если 0y  при 0x . 

 

Ответы 

 

1.    Сxy  22 11 . 2. Сyye x  ln
2

1 2

.  

3. .1arctg   yexe xx
  

 

Индивидуальные задания 

 

1. Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

  1.1.    dyyxydxxxy 22  ; 

  1.2. 011 22  dxydyx ; 

  1.3. dxxydyyx sincossincos  ; 

  1.4.     011  dyeedxee xyyx
; 

  1.5.   1
dy

dx
xxy ; 

  1.6.     01 2  dxxxydyx ; 

  1.7. xyyyx 232  ; 

  1.8. yxy  1tg , если 
2

1
y  при 

6


x ; 

  1.9.   xydydxy  21 , если 1y  при 1x ; 

1.10.   01 2  xyyx , если 4y  при 0x ; 

1.11. 0 dxxydy tg , если 1y  при 0x ; 

1.12. dxxydyyx sincossincos  , если y  при x ; 
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1.13. 
2

2
1

3
y

x
y


 ; 

1.14. 02  dyxdxy ; 

1.15. yxey  , если 0y  при 1x ; 

1.16.  312  yxy ; 

1.17. yyyxx  222 ; 

1.18. 045 22  dyxydxyx ; 

1.19. 21 xyxy  ; 

1.20.     022  dyyxydxxxy ; 

1.21. 0 yxeyy , если 1y  при 0x ; 

1.22. 0)1()1( 22  xdxyx , если 1y  при 0x ; 

1.23.   0412  xyyx , если 1y  при 0x ; 

1.24. 049 22  dyxydxyx , если 0y  при 0x ; 

1.25. 0ln1  dxxydyy , если 1y  при 1x ; 

1.26.    yyxyxxy  22 ; 

1.27. 011 22  dxyxdyx ; 

1.28. dxxydyyx sincossincos2  ; 

1.29. а)   011 2  dyeedxee xyyx ; 

1.30. а)   12 
dy

dx
xxy ; 

 

§2. Комплексные числа 
 

Определение. Комплексным числом z называется выражение 

ibaz  , где a и b – действительные числа, i – мнимая единица, кото-

рая определяется соотношением [3]: 

.1;12  ii  

При этом число a называется действительной частью числа z 

(a = Re z), а b- мнимой частью (b = Im z). 
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Если a =Re z =0, то число z будет чисто мнимым, если               b 

= Im z= 0, то число z будет действительным. 

Определение. Числа ibaz   и ibaz  называются ком-

плексно – сопряженными. 

Определение. Два комплексных числа 111 ibaz   и 

222 ibaz   называются равными, если соответственно равны их дей-

ствительные и мнимые части: 

;; 2121 bbaa   

Определение. Комплексное число равно нулю, если соответ-

ственно равны нулю действительная и мнимая части. 

.0 ba  

Понятие комплексного числа имеет геометрическое истолкова-

ние. Множество комплексных чисел является расширением множества 

действительных чисел за счет включения множества мнимых чисел. 

Комплексные числа включают в себя все множества чисел, которые 

изучались ранее. Так натуральные, целые, рациональные, иррацио-

нальные, действительные числа являются, вообще говоря, частными 

случаями комплексных чисел. 

Если любое действительное число может быть геометрически 

представлено в виде точки на числовой прямой, то комплексное число 

представляется точкой на плоскости, координатами которой будут со-

ответственно действительная и мнимая части комплексного числа. При 

этом горизонтальная ось будет являться действительной числовой 

осью, а вертикальная - мнимой осью. 

 

       у(Zmz) 

 

       A(a, b) 

                      r            b 

 

      
       0  a       x(Rez) 
 

Рис. 3.3. Геометрическое представление комплексного числа. 
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Таким образом, на оси ОХ располагаются действительные числа, 

а на оси ОY – чисто мнимые. 

С помощью подобного геометрического представления можно 

представлять числа в так называемой тригонометрической форме. 

 

1. Тригонометрическая форма числа 

 

Из геометрических соображений видно, что 

 sin;cos rbra  . Тогда комплексное число можно представить в 

виде: 

)sin(cossincos  irirribaz   

Такая форма записи называется тригонометрической формой 

записи комплексного числа. 

При этом величина r называется модулем комплексного числа, а 

угол наклона  - аргументом комплексного числа. 

zАrgzr  ; . 

Из геометрических соображений видно: 

;;22

a

b
arctgzаrgbaibar   

Модуль комплексного числа определяется однозначно: 

22 baibaz  . 

Аргумент комплексного числа определяется с точностью до сла-

гаемого, кратного 2π. Главным значением аргумента называется значе-

ние, заключенное в интервале   , . Обозначается оно .arctg
a

b
z   

Таким образом,   zarg .  

Очевидно, kzаrgzArg 2 . 

Главное значение аргумента определяется однозначно. 

Так как 
a

b
z argtg ,  
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 

 

 





















.четвертиIIIесли,arctg

;четвертиIIесли,arctg

;четвертямIVI,если,arctg

аrg

a,b
a

b

a,b
a

b

a,b
a

b

z



        

Тригонометрическая форма комплексного числа будет иметь 

вид 

 

Для модуля и аргумента произведения и частного справедливы 

следующие утверждения: 

1. 2121 zzzz  , 2121 zArgzArgzzArg  . 

Пример 1. Найти модуль и аргумент произведения iz  . 

Решение. zzziziz  110 22
. 

  







 kzArgiArgzArgizArg 


2

2
. 

Таким образом, умножение на i соответствует повороту вектора  

z  на угол 
2


 . 

2. 
2

1

2

1

z

z

z

z
 , 21

2

1 zArgzArg
z

z
Arg  .  

Пример 2. Написать в тригонометрической форме комплексное 

число iz  1  (см. рис. 1.4). 

Решение.   211 22
z , 

 
 

Рис. 1.4. Комплексное число iz  1 . 

                    у 

 

 

                               z 

 

                         -1              0                        x 

    kzkzzibaz  2argsin2argcos 
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  



4

3

4
1-arctg

1

1
arctgаrg 


z , т.к. число лежит во 

второй четверти. Хотя из рис. 1.4 видно, что 
4

3
аrg z .Тогда  

  
























 kikArgziArgzzz  2

4

3
sin2

4

3
cos2sincos . 

Очевидно, что комплексно – сопряженные числа имеют одина-

ковые модули и противоположные аргументы. 

.; zArgzArgzz   

2. Действия с комплексными числами. 

 

Основные действия с комплексными числами вытекают из дей-

ствий с многочленами. 

1) Сложение и вычитание.  

)()()()( 2121221121 bbiaaibaibazzz   

2
21

2
21 )()( bbaaz   

Пример 3. Даны два комплексных числа .27;
2

7
1 21 iziz   

Найти 21 zz  . 

Решение.   iizz
2

11
62

2

7
7121 








 . 

2) Умножение. 

21
2

212121221121 ))(( bbiaibbiaaaibaibazzz   

)()( 2121212121 abbaibbaazzz   

В тригонометрической форме: 

)sin(cos)sin(cos 1111111 ArgziArgzzirz   , 

).sin(cos)sin(cos 2222212 ArgziArgzzirz    

Тогда 
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))sin()(cos( 21212121   irrzzz  или 

))sin()(cos( 21212121 ArgzArgziArgzArgzzzzzz   / 

В случае комплексно – сопряженных чисел: 

.))((
2222 zzbaibaibazz   

Пример 4. Вычислить )32()2( ii  .  

Решение. Выполним умножение комплексных чисел в алгебраи-

ческой форме 

  13443264323222)32()2( 2 iiiiiiiiii  

ii 47344  . 

3) Деление. 

iyx
iba

iba

z

z
z 






22

11

2

1  

2
2

2
2

21122121

2222

2211 )()(

))((

))((

ba

babaibbaa

ibaiba

ibaiba
z









  

2
2

2
2

2112

2
2

2
2

2121

ba

baba
i

ba

bbaa
z









  

В тригонометрической форме: 

))sin()(cos( 2121

2

1

2

1   i
r

r

z

z
z  или 

))sin()(cos( 2121

2

1

2

1 ArgzArgziArgzArgz
z

z

z

z
z   . 

Пример 5. Вычислить  . 

Решение.  

 




















2

2

22 94

3264

32

323222

)32)(32(

)32)(2(

32

2

i

iii

i

iiii

ii

ii

i

i
 

(2 )

(2 3 )

i

i




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 
 

i
ii

13

8

13

1

13

81

194

1384








 . 

4) Возведение в степень. 

Из операции умножения комплексных чисел следует, что 

)2sin2(cos22  irzzz   

В общем случае получим: 

)sin(cos  ninrz nn  , или )sin(cos nArgzinArgzzz
nn  , 

где n – целое положительное число. 

Это выражение называется формулой Муавра (Абрахам де Му-

авр (1667 – 1754) – английский математик). Формулу Муавра можно 

использовать для нахождения тригонометрических функций двойного, 

тройного и т.д. углов. 

Пример 6. Вычислить  53 i . 

Решение.  

Число iz  3  представим в тригонометрической форме 

)sin(cos ArgziArgzzz  , где модуль и аргумент находим по форму-

лам: 

    2413
2222  bаzr ; 

63

1
-arctg

3

1
arctgarctgаrg
















a

b
z , т.к. z лежит в IV четверти.  

  
























 kikArgziArgzzz 





2

6
sin2

6
cos2sincos . 

Для нахождения 
5z  воспользуемся формулой Муавра: 

).2
6

5sin2
6

5(cos2)sin(cos 5

















 kiknArginArgzzz

nn 





).10
6

5
sin10

6

5
(cos325


















 kikz 





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














































2

1

2

3
32)

6

5
sin

6

5
(cos32)

6

5
sin

6

5
(cos325 iiiz



 
















































2

1

2

3
32)

6
sin

6
cos(32)

6
sin

6
(cos32 iii





 . 

Окончательно получим 

  ii 163163
5

 . 

Пример 7. Найти формулы sin2 и cos2. 

Решение. Рассмотрим некоторое комплексное число в форме 

).sin(cos  irz   

Возведя правую и левую части в квадрат получим 

)sinsincos2(cos 2222   irz .Но по формуле Муавра квадрат 

комплексного числа равен: 

)2sin2(cos22  irz  . 

Приравнивая левые части равенств, получим 

 sincos2sincos2sin2cos 22 ii  . 

Два комплексных числа равны, если равны их действительные и мни-

мые части. Приравнивая их получили известные формулы двойного 

угла: 

 cossin22sin  ,  22 sincos2cos  . 

5) Извлечение корня из комплексного числа. 

)sin(cos)sin(cos  iirz nn  . 

Возводя в степень, получим: 

)sin(cos)sin(cos  irninn  . 

Отсюда: .;2; Zkknrn    
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






 





n

k
i

n

k
rirz nnn 


2

sin
2

cos)sin(cos  или 








 





n

kz
i

n

kz
zz nn  2arg

sin
2arg

cos . 

Таким образом, корень n – ой степени из комплексного числа 

имеет n различных значений. 

Пример 8. Найти все значения 3 8  и построить их (см. рис. 1.4). 

Решение. 

88  ,   8аrg . Следовательно,  

      kikArgziArgzzz  2sin2cos8sincos8  . 

Откуда по формуле 






 





n

kz
i

n

kz
zz nn  2arg

sin
2arg

cos  

имеем 








 





3

2arg
sin

3

2arg
cos33 kz

i
kz

zz


.,
3

2
sin

3

2
cos83 Zk

k
i

k








 






 






















2

3

2

1
2

3
sin

3
cos2,0 1 iiwk


, 

Рис. 3.4. Комплексное число iz  1 . 
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  2012
3

2
sin

3

2
cos2,1 2 







 



 iiwk


, 

31
2

3

2

1
2

3

4
sin

3

4
cos2,2 1 iiiwk 


















 






. 

Пример 9. Даны два комплексных числа .27;
2

7
1 21 iziz   

Требуется: 

а) найти значение выражения 

4

27

2

7
1

























i

i

в алгебраической форме;  

б) для числа iz 322   найти тригонометрическую форму, найти 

z20, найти корни уравнения .03  zw  

Решение. 

а) Очевидно, справедливо следующее преобразование: 

.
72

27
16

72

27
2

72

414

414

72

27

2

7
1 44

4
44

4










































































 



i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

Далее производим деление двух комплексных чисел (см.3)), умножая 

числитель на сопряженное к знаменателю: 

.
53

53

494

1444914

)72)(72(

)72)(27(

72

27
i

iii

ii

ii

i

i


















 

Возводя, полученное выражение в четвертую степень, получим: 

16(-i)4 = 16i4 =16 (i2)2=16(-1)2=16. 

б) Число iz 322   представим в тригонометрической форме 

)sin(cos ArgziArgzzz  , где модуль и аргумент находим по форму-

лам: 

  4124322
2222  bаzr ; 
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  060
3

3-arctg
2

32
arctgarctgаrg 






a

b
z  т.к. z лежит в IV 

четверти.  

  
























 kikArgziArgzzz 





2

3
sin2

3
cos4sincos . 

Для нахождения 
20z  воспользуемся формулой Муавра: 

).2
3

20sin2
3

20(cos4)sin(cos 20

















 kiknArginArgzzz

nn 





     )2060sin2060(cos4
002020 iz  

 )1200sin1200(cos4 002020 iz

 ))1203603sin()1203603(cos(4 000020 i  

.
2

3

2

1
4)120sin120(cos4 200020











 ii  

Если 03  zw , то 3 zw   

Откуда по формуле 






 





n

kz
i

n

kz
zz nn  2arg

sin
2arg

cos  имеем 








 





3

2arg
sin

3

2arg
cos33 kz

i
kz

zz


.,
3

2
3sin

3

2
3cos4 Zk

k

i

k





































 

















 





9
sin

9
cos4

9
sin

9
cos4,0 1


iiwk , 






































9

5
sin

9

5
cos4

3

2
3sin

3

2
3cos4,1 2









iiwk , 
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




































9

11
sin

9

11
cos4

3

4
3sin

3

4
3cos4,2 1









iiwk . 

 

3. Показательная форма комплексного числа. 

 

Рассмотрим показательную функцию .; iyxzew z   

Можно показать, что функция w может быть записана в виде: 

)sin(cos yiyeew xiyx   . 

Данное равенство называется уравнением Эйлера. Вывод этого 

уравнения рассмотрен не будет.  

Для комплексных чисел справедливы следующие свойства, ко-

торые основываются на свойствах показательных выражений: 

1) ;2121 zzzz
eee 


 

2) ;
2

1
21

z

z
zz

e

e
e 


 

3) ;)( mzmz ee    где m – целое число. 

Если в уравнении Эйлера показатель степени принять за чисто 

мнимое число (х=0), то получим: 

yiyeiy sincos  . 

Для комплексно – сопряженного числа получим: 

yiye iy sincos 
. 

Из этих двух уравнений выражаем yy sinиcos : 























i

ee
y

ee
y

iyiy

iyiy

2
sin

2
cos
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Этими формулами пользуются для нахождения значений степе-

ней тригонометрических функций через функции кратных углов. 

Рассмотрим комплексное число в тригонометрической форме: 

)sin(cos  irz  . 

Для правой части этого равенства воспользуемся формулой Эйлера: 

 sincos iei  . 

Получим 
irez  или iArgzezz   

Полученное равенство и есть показательная форма комплекс-

ного числа. 

Рассмотрим примеры действий с комплексными числами. 

Пример 10. Представить в показательной форме комплексное 

число iz  1 .(см. рис. 3.5) 

 

Решение. Показательная форма комплексного числа имеет вид  
iArgzezz  . Найдём zАrg  и z  по формулам, рассмотренным 

выше. 

    211
2222  baz , 





4

3

4
arctg1

1

1
arctgаrg 




z , т.к. число лежит в III 

                          y 

 

       -1                              

                               0                            х 

              z  

    -1 

 

Рис. 3. 5. Комплексное число . iz  1
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четверти. Хотя из рис. 1.6 сразу видно, что 
4

3
аrg z .Тогда

ik
Argz eeziz












 2

4

3

21  

Пример 11. Вычислить 
ie . 

Решение. По формуле Эйлера  

101sincos  iiei 
. 

 

Задачи для решения в аудитории 

 

1. Выполнить действия: 

1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) . 

2. Следующие комплексные числа изобразить векторами на плос-

кости и представить в тригонометрической форме записи:  

1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) . 

 

Ответы 

 

1. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) . 

2. 1) ; 2) ;  

3) ; 4) ;  

5) . 

 

Индивидуальные задания 

 

Выполнить указанные действия: 

1. 
 

43 2
i

2 3i


 ; 

2. 
 

2 4 2i
2 4i

i


 

; 

(2 3 ) (2 3 )i i   2(3 2 )i 3(2 )i
1

1

i

i





2

1

i

i

2 2z i  1 3z i   3z i   2z   2z i 

12 5z i  5 12z i  2 2z i   z i 1z i 

2 2(cos sin )
4 4

z i
 

  2(cos sin )
3 3

z i
 

 

5 5
2(cos sin )

6 6
z i

 
  2(cos sin )z i  

2(cos sin )
2 2

z i
 

 
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3. 
 

12 2 i
i

3 i




 ; 

4. 
 

173 4i
3 i

4 3i


 

 ; 

5. 
 

72i 7
i

2 i




 ; 

6. 
 

22 7 5i
i

1 2i




 ; 

7. 
 

7 5i
i 1 i

1 2i


 

 ; 

8. 
 

117 2i
i

2 i




 ; 

9. 
 

185
i

1 2i


 ; 

10. 
 

41 i
i

1 i




 ; 

11. 
 

212
i 2 i

5 i
  

; 

12. 
 

23 17 6i
i

3 4i




 ; 

13. 4 3

i1 3 i


 ; 

14. 
   

9 i 1
3i 2 i

i 1


   

 ; 

15. 
   

21 5 i
1 2i i

i


  

; 

16.      
26

0,2 0,3i 0,5 0,6i i   
; 

17.      
33

3 3 i 3 3 i i   
; 

18. 1 i 1 i

1 i 1 i

 


  ; 

19. 
 

37 7 5i
i

1 2i




 ; 

20. 
 

25 3 4i
i

4 3i




 ; 

21. 32 3 7

2i1 3 3 i


 ; 

22. 

 

2

2

1 i
3 i

1 i


 


; 
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23. 
 

44 1 i
i

i




; 

24.    
2 35

0,5 0,5 3 i 0,5 3 i  
; 

25. 4

1 7 i

2

 
 
  ; 

26.  
2 1 i

2 2 i
i


 

; 

27. 
 

 
17 2i

i
3 i




; 

28.  
   

2
62 i

1 i 2 2 i
3 i


   

 ; 

29.    
13

i i 1
1

2 i

 


 ; 

30. 
 

 
2

15 6 i 1
i

2 i




 . 

 

Вопросы и задания для самопроверки 

 

1.Дайте определение комплексного числа и его геометрическую 

иллюстрацию на плоскости. 

2. Как определяются модуль и аргумент комплексного числа? 

3. Какие три формы записи комплексных чисел вы знаете: (алгеб-

раическая, тригонометрическая и показательная)?  

4. Как выполняются сложение и вычитание комплексных чисел? 

5. По каким правилам выполняют умножение и деление ком-

плексных чисел? 

6. Какая формула применяется для возведения комплексного 

числа в натуральную степень?  

7.Как извлекается корень -й степени из комплексного числа? 

Сколько будет при этом различных значений корня? 

 

§3. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами 

 

Определение. Линейным однородным дифференциальным урав-

нением второго порядка с постоянными коэффициентами называется 

уравнение вида [4] 

0 qyypy ,                               (3.14)  

n
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где p  и q – постоянные величины. 

Теорема Коши для линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами (3.14) 

формируется следующим образом. 

Теорема Коши. При любых начальных данных  000 ;; yyx   задача 

Коши имеет, причем единственное, решение, т.е. при любых началь-

ных данных 000 ,, yyx   существует, причем единственное, решение 

уравнения (1.35), удовлетворяющее начальным условиям 

    0000 ,` yxyxxy  . 

Определение. Два частных решения )(1 xy  и  xy2  уравнения 

(2.35) образуют фундаментальную систему решений, если для любого 

x  
          .02121  xyxyxyxyxW             (3.15) 

Определение. Выражение  xW  называется определителем 

Вронского, или вронскианом, решений  xy1  и  xy2 . 

Пример 1. Известно, что функции xey 2
1  , xey 2  и xey 2

3 5  

являются частными решениями уравнения 023  yyy . 

Доказать, что решение 1y  и 2y  образуют фундаментальную систему 

решений, а 1y  и 3y  не образуют. 

Решение. 
xey 2

1 2 , 
xey 2 , 

xey 2
3 25  . 

Найдем вронскиан пары решений 1y  и 2y :  

         

.02 322

21211





xxxxx eeeee

xyxyxyxyxW
 

Найдем вронскиан пары решений 1y  и 3y  

         

.010105210 442222

31312





xxxxxx eeeeee

xyxyxyxyxW
 

Вронскиан   01 xW , следовательно,  xy1  и  xy2  образуют 

фундаментальную пару решений. 

Вронскиан   02 xW , следовательно,  xy1  и  xy3  не образуют фунда-

ментальную пару решений. 
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Теорема (о структуре общего решения). Если два частных реше-

ния  xy1  и  xy2  линейного однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка с постоянными коэффициентами образуют фун-

даментальную систему, то общее решение этого уравнения имеет вид  

2211 yCyCy  ,                                  (3.16)  

где 1C  и 2C –произвольные постоянные. 

Выражение 2211 yCyC   называется линейной комбинацией функ-

ций  xy1  и  xy2 . 

Доказательство: докажем, что функция (3.16) является реше-

нием уравнения (3.14). Для этого подставим в уравнение (3.14) вместо 

y линейную комбинацию (3.16) и докажем, что оно превращается в 

тождество. Так как 1y  , 2y  и являются решениями уравнения (3.14), то 

0111  qyypy  и 0222  qyypy .                  (3.17) 

Далее имеем 

     

    .022221111

221122112211

221122112211













qyypyCqyypyC

yqCyqCypCypCyCyC

yCyCqyCyCpyCyC

 

А это означает, что функция (3.16) является решением уравнения 

(3.14). 

Теперь докажем, что формула (3.16) представляет общее решение 

уравнения (3.14). Для этого надо показать, что любое решение уравне-

ния (3.14) можно получить из формулы (3.16) при некоторых значе-

ниях постоянных 1C  и 2C . Пусть  xy   – какое-либо частное реше-

ние уравнения (3.14). Пусть, далее, 0x  некоторое число из области 

определения решения  xy  ; обозначим   00 yx  ,   00 yx  . От-

сюда следует, что решение  xy   удовлетворяет начальным усло-

виям с начальными данными  000 ,, yyx  . Осталось показать, что реше-

ние  xy   может быть получено из формулы (3.16) при надлежащих 

значениях 101 CC   и 202 CC  . Для этого рассмотрим систему алгебра-

ических уравнений 
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   

   







,

,

22110

22110

xyCxyCy

xyCxyCy
                             (3.18)  

где  xy1  и  xy2 – решение из данной фундаментальной системы ре-

шений,  
000 ,, yyx полученные выше начальные данные; 1C  и 2C –не-

известные, которые предстоит определить. Умножая первое уравнение 

из (3.18) на  02 xy , второе – на  02 xy  и вычитая второе уравнение из 

первого, получим 

        

   ,020020

102020201

xyyxyy

Cxyxyxyxy




 

 или )()()( 02002010 xyyxyycxW  , 

откуда ввиду того, что   00 xW , найдем 

   
 0

020020
101

xW

xyyxyy
CC


 . 

Аналогично получаем  

   
 0

010020
202

xW

xyyxyy
CC


 . 

Рассмотрим сейчас частное решение, которое получается из 

(3.16), если взять 101 CC   и 202 CC  :      xyCxyCxy 220110  . 

Ввиду (3.18) составленное решение  xy  удовлетворяет начальным 

условиям с начальными данными  000 ,, yyx  , т.е.    00 xxy  , 

   00 xxy  .  

Следовательно, согласно теореме Коши о единственности реше-

ния, удовлетворяющего данным начальным условиям, имеем 

    .220110 yCyCxyx                  (3.19)  

Найдем решение линейных однородных дифференциальных урав-

нений второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Для нахождения общего решения уравнения (3.14) достаточно 

найти два его частных решения, образующих фундаментальную си-

стему. 
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Будем искать эти частные решения уравнений (3.14) в виде  

kxey  ,                                        (3.20)  

где k=const; тогда  

kxkey  , kxeky  2 . 

Подставим выражение для yy ,  и y   в уравнение (3.14), получим  

02  kxkxkx qepkeek , т.е.   02  qpkkekx . 

Так как 0kxe , то  

.02  qpkk                    (3.21) 

Определение. Уравнение (3.21) называется характеристиче-

ским уравнением линейного однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Для составления характеристического уравнения (3.21) доста-

точно в уравнении (1.35) заменить y  , y  и y  соответственно на 
2k , k  

и 1.  

Решив характеристическое уравнение по формуле: 

2

42

2,1

qpp
k


 , найдем его корни 1k  и 2k , а следовательно, и 

частные решения уравнения (3.14): 

., 21
21

xkxk
eyey              (3.22) 

При решении характеристического уравнения возможны три слу-

чая. 

Случай 1. Корни характеристического уравнения действи-

тельны и различны. 

В этом случае имеем два частных решения уравнения (3.14):  

xk
ey 1

1   и 
xk

ey 2
2  . 

Покажем, что эти решения образуют фундаментальную систему 

решений. Для этого рассмотрим вронскиан: 
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         
        ,012121

22121

21212121

21






kkeekekeek

ekexyxyxyxyxW

xkkxkkxkkxkxk

xkxk

 

т.е. 
 

021 
 xkk

e  и 12 kk  . 

Следовательно, в этом случае решение общего уравнения (3.14) 

имеет вид 

xkxk
eCeCy 21

21  .                                  (3.23) 

Случай 2. Корни характеристического уравнения действи-

тельны и равны: kkk  21 . 

В этом случае непосредственно находим лишь одно частное ре-

шение: kxxey 2 . 

Вторым частным решением является решение kxxey 2 .Действи-

тельно,      kxexkeeexexxey kxkxkxkxkxkx 


 12 , 

       

 .2

111

2

2

xkke

kekxkekxekxey

kx

kxkxkxkx










 

Подставим выражение для y , y  и y   в уравнение (3.14), полу-

чим  

   

   .02

12

2

2





pkqpkkxe

qxekxpexkke

kx

kxkxkx

 

Так как k  является корнем характеристического уравнения 

02  qpkk , корни квадратного трехчлена находятся по формуле 

2

42

2,1

qpp
k


 . 

Если kkk  21 , то 042  qp , т.е. 
2

p
k   или 02  pk . 

Покажем, что 
kxey 1  и 

kxxey 2  образуют фундаментальную си-

стему решений. Для этого рассмотрим вронскиан: 
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           

  .01

1

22

2121





kxkx

kxkx

ekxkxe

kxeexyxyxyxyxW
 

Таким образом, в этом случае общее решение уравнения (3.14) 

имеет вид 

 xCCey kx
21  .                        (3.24) 

Случай 3. Корни характеристического уравнения комплексные:  

2

42

2,1

qpp
k


 , 042  qp . 

Тогда 
 

2

4

22

4 222

2,1

pqippqip
k





 . 

Обозначив 
2

p
a


  и 

2

4 2pq
b


 , получим: biak 1  и 

 02  bbiak . 

В этом случае bxey ax cos1   и bxey ax sin2   являются решени-

ями уравнения (3.14) и, вычисляя вронскиан, убедимся, что они состав-

ляют фундаментальную систему. Действительно, 

   

   .sincossin

coscoscos1

bxbbxaebbxe

bxeabxebxey

axax

axaxax










 

   

 .cossincos

sinsinsin2

bxbbxaebbxe

bxeabxebxey

axax

axaxax










 

Подставим выражения для  xy1 ,  xy1
 ,  xy2  и  xy2

  в вронскиан 

(1.36), получим: 

    bxbbxaebxeyyyyxW axax cossincos2121

    bxbbxabxebxebxbbxae axaxax cossincossinsincos 2

    bxbbxbxaebxbbxabxe axax 222 cossincossincossin

   .0sincossincossin 22222  bebxbxbebxbbxbxa axax
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При вычислении воспользовались основным тригонометриче-

ским тождеством: 1sincos 22   . 

Таким образом, общее решение уравнения (3.14) в случае ком-

плексных корней характеристического уравнения имеет вид  

bxeCbxeCy axax sincos 21  , или 

 bxCbxCey ax sincos 21  .                           (3.25) 

Рассмотрим примеры решения дифференциальных уравнений с 

постоянными коэффициентами. 

Пример 2. Найти частное решение уравнения 0127  yyy  

удовлетворяющее начальным условиям   10 y ,   20 y . 

Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y  , 

y , y  на 
2k , k , 1 соответственно, получим 01272  kk . 

Корни найдем по формуле 

2

17

2

17

2

12477 2

2,1








k , откуда 31 k  и 42 k . 

Подставляя найденные значения 1k  и 2k  в формулу (3.23), получим об-

щее решение 
xx eCeCy 4

2
3

1
  . 

Дифференцируя общее решение, получим  

    xxxx eCeCeCeCy 4
2

3
1

4
2

3
1 4343   . 

Согласно заданным начальным условиям имеем  















04
2

03
1

04
2

03
1

432

1

eCeC

eCeC
, или 









21

21

432

1

CC

CC
  , 

или 
 








11

12

1432

1

CC

CC
, или









1

12

2

1

C

CC
, откуда  

21 C  и 12 C . Таким образом, искомым частным решением явля-

ется функция  

xx eey 432   . 

Пример 3. Найти решение уравнения  .06  yyy  
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Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y  , 

y , y  на 
2k , k , 1 соответственно, получим 062  kk  . 

Корни найдем по формуле 
2

51

2

6411
2,1





k , откуда 31 k  

и 22 k . Подставляя найденные значения 1k  и 2k  в формулу (3.23), 

получим общее решение .2
2

3
1

xx eСeСy   

Пример 4. Найти решение уравнения .0y16y8y   

Решение. Составим характеристическое уравнение, заменив y  ,  

y , y  на 
2k , k , 1 соответственно, получим 01682  kk . 

Корни найдем по формуле 4
2

08

2

164648
2,1 





k , 

откуда 421  kk . Подставляя найденные значения k  в формулу 

(1.45), получим общее решение  

 .21
4 xCCey x    

Пример 5. Найти решение уравнения .09  yy  

Решение. Составим характеристическое уравнение 092 k   

  .3199;9 2,1
2 ikk   Уравнение имеет ком-

плексные корни   

По формуле (1.46) общим решением будет 

 ,3sin3cos 21
0 xСxСey x   

или .3sin3cos 21 xСxСy   

Пример 6. Найти частное решение уравнения 0106  yyy , 

удовлетворяющее начальным условиям:     .30,10  yy  

Решение. Составим характеристическое уравнение 

.01062  kk  

Корни найдем по формуле 

.3
2

26

2

46

2

104366
2,1 i

i
k 








  .3;3  ba  

По формуле (2.46) общим решением будет 

 .sincos 21
3 xСxСey x   

 .3;032,1  baik
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Дифференцируя общее решение, получим  

   .cossinsincos3 21
3

21
3 xCxCexCxCey xx   

Подставив начальные условия     30,10  yy  получим си-

стему для определения  

 

или 

 

или 

 

Подставив полученные значения  в общее решение, 

получим  – искомое частное решение. 

 

Задачи для решения в аудитории 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  

 

6.  

 

7. 

  

8. 

 
9.  

 

10  

 
11. 

 

12.  

13.  14.  

 
15.  16.  

:21 CиC

 

   









,0cos0sin0sin0cos33

,0sin0cos1

21
0

21
0

21
0

CCeCCe

CCe

 

   







,10101133

,0111

2121

21

CCCC

CC









.0;33

.1;1

221

11

CCC

CC

0,1 21  CC

xey x cos3 

;02  yyy ;02  yy

;054  yyy ;04  yy

при02  yyy

    ;30,40  yy

при022  yyy

    ;10,00  yy

при0158  yyy

  ,20 y   ;80 y

при052  yyy

    ;30,10  yy

при,016  yy

  ,10 y   ;40 y

при096  yyy

  ,20 y   ;70 y

при,065  yyy

    ;80,30  yy

;044  yy

;09  yy при0106  yyy

    ;30,10  yy

;06  yyy ;0107  yy
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17.  18.  

 

Ответы 

 

   

   

   

 12.  

13.  14. .  

15.  16.  

17.  18.  

 

Индивидуальные задания 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

  3.1. а) , если , ; 

   б) ; 

   в) . 

  3.2. а) , если , ; 

 б) ; 

         в) . 

  3.3. а) , если , ; 

     б) , если ; 

     в) . 

  3.4 .а) ; 

     б) , если , ; 

     в) . 

  3.5. а) ; 

     б) , если ; 

     в) . 

  3.6. а) ; 

;0168  yyy .086  yyy

..1 2
21

xx eCeCy  ..2 2
21

xeCCy   .sincos.3 21
2 xСxСey x 

 .2sin2cos.4 21 xCxCy  .74.5 хeey xx  .sin.6 xey x  

..7 53 xx eey   .2sin2cos.8 xxey x  .4sin4cos.9 xxy 

.2.10 33 хeey xx  .2.11 32 xx eey    .21
2 xССey x  

.3sin3cos 21 xСxСy  xey x cos3 

.2
2

3
1

xx eСeСy  .5
2

2
1

xx eСeСy 

 .21
4 xССey x   .2

2
4

1
xx eСeСy 

065  yyy   10 y   20 y

016  yy

096  yyy

02  yy  
2

3
0 y   10 y

0168  yyy

0256  yyy

0158  yyy   10 y   00 y

052  yyy     100  yy

02510  yyy

03  yy

09  yy   10 y   60 y

03612  yyy

04914  yyy

04  yy     100  yy

044  yyy

04  yy
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     б) ; 

     в) , если . 

  3.7. а) , если , ; 

     б) , если ; 

     в) . 

  3.8. а) , если ; 

     б) ; 

     в) . 

  3.9. а) , если , ; 

     б) ; 

     в) . 

3.10.а) , если , ; 

б) ; 

в) . 

3.11. а) ; 

б) , если ; 

в) . 

3.12. а) ; 

б) ; 

в) , если , . 

3.13. а) , если , ; 

б) ; 

в) . 

3.14. а) ; 

б) ; 

в) , если , . 

3.15. а) , если , ; 

б) ; 

в) . 

3.16. а) , если ; 

б) ; 

082  yyy

0168  yyy     100  yy

023  yyy   10 y   10 y

0168  yyy     100  yy

016  yy

052  yy     100  yy

02  yy

04914  yyy

0 yy   20 y   10 y

064  yy

010020  yyy

0208  yyy   20 y   80 y

0127  yyy

02  yyy

043  yyy

052  yyy     100  yy

0
4

1
 yyy

0149  yyy

0 yy

02510  yyy   20 y   80 y

023  yyy   10 y   30 y

09  yy

012122  yyy

0 yy

0456  yyy

096  yyy   20 y   10 y

022  yyy   10 y   30 y

02  yy

02  yyy

086  yyy     100  yy

016  yy
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в) . 

3.17. а) ; 

б) , если , ; 

в) . 

3.18. а) , если , ; 

б) ; 

в) . 

3.19. а) , если ; 

б) ; 

в) . 

3.20. а) , если ; 

б) ; 

в) . 

3.21. а) ; 

б) , если ; 

в) . 

3.22. а) ; 

б) , если , ; 

в) . 

3.23. а) , если ; 

б) ; 

в) . 

3.24. а) , если ; 

б) ; 

в) . 

3.25. а) , если ; 

б) ; 

в) 3.25.  

 

§4. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

0
4

1
 yyy

084  yyy

09  yy   20 y   60 y

0169  yy

02  yyy   30 y   00 y

0816  yyy

025  yy

078  yy     100  yy

016  yy

01025  yyy

045  yyy     100  yy

01449  yyy

0121  yy

02  yyy

096  yyy     100 


 yy

022  yyy

0532  yyy

04  yy 1
4









y 2

4












y

01664  yyy

056  yyy     100  yy

081  yy

044  yyy

078  yyy     100  yy

04  yy

0816  yyy

0 yy     100  yy

016  yy

016926  yyy
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Линейное неоднородное уравнение отличается от однородного 

уравнения функцией в правой части. Линейное неоднородное уравне-

ние имеет вид 

                                   (3.26) 

а соответствующее ему линейное однородное уравнение  

 

которое, как известно, решается с помощью характеристического урав-

нения  

 

Сформулируем теорему о структуре общего решения неоднород-

ного уравнения (3.26). 

Теорема (о структуре общего решения). Общее решение неодно-

родного линейного дифференциального уравнения равно сумме  ка-

кого-либо частного решения этого уравнения и общего решения соот-

ветствующего однородного уравнения. 

Пусть y – общее решение уравнения  

какое-либо частное решение неоднородного уравнения,  об-

щее решение соответствующего однородного уравнения. 

Тогда 

. 

Таким образом, основная задача при решении неоднородного ли-

нейного дифференциальные уравнения второго порядка состоит в 

нахождении какого-либо частного решения. 

На практике удобно применять метод неопределенных коэффици-

ентов. 

Метод неопределенных коэффициентов 

 

Этот метод иначе называется методом подбора частного решения  

 уравнения (3.26) по виду правой части  [6]. 

Пусть правая часть  уравнения (3.26) имеет вид  

, т. е. представляет собой  произведение экспоненты на 

многочлен, где  многочлен n-й относительно х. В 

этом случае уравнение примет вид 

 ,xfyqypy 

,0 yqypy

.02  qpkk

 ,xfyqypy 

чy 0y

чyyy  0

чy  xf

 xf
x

п e(x)Рf(x) 

   xPnconst;
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.                             (3.27) 

Тогда возможны следующие варианты. 

1)Число  не является корнем характеристического уравнения 

 

Тогда частное решение нужно искать в виде где 

многочлен той же степени, что и данный многочлен , но 

с неопределенными коэффициентами. 

2)Число есть простой (однократный) корень характеристиче-

ского уравнения (т. е.  совпадает с одним корнем характеристиче-

ского уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в виде 

. 

3)Число  есть двукратный  корень характеристического уравне-

ния (т. е.  совпадает с двумя равными корнями характеристического 

уравнения). В этом случае частное решение нужно искать в виде 

 Неизвестные (неопределенные) коэффициенты 

многочлена  находим из условия, что функция  является реше-

нием уравнения (3.27), т. е. удовлетворяет этому уравнению. 

Пусть правая часть  уравнения  (3.27) имеет вид 

 

где  – постоянные числа. Тогда вид частного решения  

определяется следующим образом. 

а) Если число   не есть корень характеристического уравнения , 

то частное решение  имеет вид 

 

где А и В – постоянные неопределенные коэффициенты. 

б) Если число  есть корень характеристического уравнения, то 

 

Сделаем важное замечание. Даже тогда, когда в правой части урав-
нения стоит выражение, содержащее только  или только  
следует искать частное решение в том виде, в каком оно было указано, 

x
п e(x)Рyqypy 



.02  qpkk

  ,x
nч exQy 

 xQn  xPn




  xexQy x
nч  





  .2xexQy x
nч  

 xQn чy

 xf

  ,sincos xNxMxf  

NиM чy

i

чy

,sincos xBxAyч 

i

 cos sin .чy A x B x x     

xcos ,sin x
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т. е. с синусом и косинусом. Иными словами, из того, что правая часть 
не содержит  или  не следует, что частное решение урав-
нения не содержит этих функций. 

На основании вышеизложенного можно составить таблицу, кото-
рой удобно пользоваться при решении дифференциальных уравнений: 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

 порядка с постоянными коэффициентами . 

Заменить ,  и  соответственно на ,  и 1. 
 

Найти  

Случай 1. Корни характери-

стического уравнения дей-

ствительны и различны  

 
 

 
 

Случай 2. Корни характери-

стического уравнения дей-

ствительны и равны 

 
 

 

Случай 3. Корни характери-

стического уравнения ком-

плексные:  

 

 

 

 
или 

 

 

 

 
 

 

 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами ,  

уо – решение однородного уравнения, уч – частное решение неоднородного . 

Случай 1.
  

 
  

  

  
Случай 2. 

))(

)(()(

xQ

xPexf

n

n
x



 

 

 

z=a+bi не является корнем характеристического уравнения (*) 

 
z=a+bi является корнем характеристического уравнения (*) 

 

Рассмотрим примеры, на которых покажем не только принцип 

применения метода, но и порядок оформления решения. 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

 

Решение 

xcos ,sin x

0 qyypy

y  y y 2k k  .*02  qpkk

.
2

42

2,1

qpp
k




12 kk 
xkxk

eCeCy 21
21 

kkk  21
 xCCey kx

21 

Введем042  qp

Тогда.12 i

 222 44 pqiqp 

biak 2,1

 bxCbxCey ax sincos 21 

)(xfqyypy  ,oч yyy 

ax
п e(x)Рf(x) 

21, kаkа  ax
пч e(x)Qy 

12 kka  ax
пч e(x)Qxy 

12 kka  ax
пч e(x)Qxy  2

 bxхTbx(x)Se nп
ax

ч sin)(cosy 

 bxхTbx(x)Sхe nп
ax

ч sin)(cosy 

.151624127 2  xxyyy
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1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

 

 

 

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле : 

 

3) Запишем формулу, по которой следует искать частное решение 

 данного уравнения. Для этого сравним  правую часть уравнения 

 с общим видом правой части:  

 

 – многочлен второй степени с коэффициентами 

24; 16; –15.  

В данном случае показательная функция , т. е.  Так 

как  не совпадает ни с одним из корней характеристического 

уравнения  , частное решение нужно искать в виде 

 

 многочлен второй степени  , неиз-

вестные (неопределенные) коэффициенты А, В, С  этого многочлена 

нужно найти, подставив выражения    в данное уравнение. 

4) Запишем   столбиком: 

 

Слева указаны коэффициенты 12, 7, 1, на которые следует умно-

жить , чтобы получить левую часть уравнения 

 В левой части  получим многочлен 

.01272  kk

.
2

17

2

48497
2,1





k

.4;3 21  kk

xkxk
eCeCy 21

21 

3 4
0 1 2 .x xy C e C e    

чy

  151624 2  xxxf

   .xPexf n
x  

151624 2  xx

1xe .0
0

 1 23; 4k k   

.2 CBxAxyч 

   CBxAxxQn
2

)2( n

"'
ччч y,y,y

"'
ччч y,y,y

.21

;27

;12

"

'

2

Ay

BAxy

СBxAxy

ч

ч

ч







"'
ччч y,y,y

.151624127 2  xxyyy
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второй степени с неопределенными коэффициентами, который  дол-

жен быть равен данному многочлену второй степени в правой части. 

Два многочлена будут равны тогда и только тогда, когда равны коэф-

фициенты при одинаковых степенях х. Запишем столбиком получен-

ные уравнения: 

 

Имеем систему трех уравнений с тремя неизвестными коэффици-

ентами А, В, С.  

Решив ее, найдем . 

Частное решение:    

5) Общее решение данного уравнения: 

, 

или 

 

Пример 3. Найти общее решение уравнения   
Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

 

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле : 

 

3)Сравним правую часть данного дифференциального  уравнения 

 с  Отметим, что   совпадает с одним 

корнем характеристического уравнения; многочлен – число 3 – нуле-

вой степени, т. е. . Поэтому частное решение  следует искать  

в виде  

4) Запишем  















.151272

;161214

;2412

0

1

2

CBAx

BAx

Ax

1,1,2  CBA

.12 2  xxyч

чyyy  0

.12 24
2

3
1   xxeСeСy xx

.32 xeyyy 

.1;2,02 21
2  kkkk

xkxk
eCeCy 21

21 

.2
2

10
xx eСeСy  

  xexf 3    .xPexf n
x  

1

0n чy

.xeAy x
ч 
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Подставив выражения  с указанными коэффициентами 

в данное дифференциальное уравнение, получим 

, 

или 

 

откуда   Частное решение:  

5) Искомое общее решение данного уравнения: 

 

Пример 4. Найти общее решение уравнения  

Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

 

2) Запишем общее решение соответствующего однородного диф-

ференциального уравнения по формуле : 

 

3)Сравним правую часть данного уравнения  с 

 Отмечаем, что  совпадает с одним корнем ха-

рактеристического уравнения и многочлен х степени   Поэтому 

частное решение следует искать в виде  

4) Так как требуется найти  удобнее записать  в виде 

 

Запишем  столбиком: 

.1

,1

,2

"

'

xeAeAeAy

xeAeAy

xeAy

xxx
ч

xx
ч

x
ч







"'
ччч y,y,y

xxxxxx exeAxeAeAxeAeA 322 

,33
xx eeA 

.1A .x
ч exy 

.2
2

1
xxx exeСeСy  

.xexyy 

.1;1;01 21
2  kkk

xkxk
eCeCy 21

21 

.С210
xx eeСy  

  xexxf 

   .xPexf n
x  

1

.1n

  .x
ч exBAxy 

,
"'

ччч y,y,y чy

  .2 x
ч eBxAxy 
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ччч y,y,y
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Подставим выражения  с указанными коэффициентами в дан-

ное уравнение. Получим равенство 

 

Разделим уравнение на   и упростим: 

 

 

      

 

Частное решение:  

5)Общее решение дифференциального уравнения: 

 

Пример 5. Решить уравнение  

Решение 

1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

 

 

2)По формуле (11.16) общим решением будет 

 

3)Cравним правую часть уравнения   с 

 

 
   

      .2221

,20

,1

2"

2'

2
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
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чч y,y

      .222 22 xxxxx exeBxAxeBxAxeBAxeA  

0xe

  ,222 xBAxA 

.242 xBAxA 








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;14
0

1

BAx
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






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A

  .
4

1 2 x
ч exxy 

  .
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1 2
21

xxx exxeСeСy  

.cos252 xyyy 

;052
2

 kk

i
i

k 21
2
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2

2042
2,1 





  .2;1  ba

 .2sin2cos 210 xCxCey x  
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Здесь  Числа  не являются корнями 

характеристического уравнения. Частное решение следует искать в 

виде 

 

4) Запишем   

 

Подставив  в уравнение, получим 

 

или  

 

 

Частное решение:  

5) Общее решение данного дифференциального уравнения: 

 

 

Задачи для решения в аудитории 

 

Найти решения уравнений. В тех задачах, в которых заданы 

начальные условия, найти решения, удовлетворяющие этим условиям. 

 

 1.   2.  

 3.   4.  

 5.  

 

 6.  

 

.1;0,2  NM ii  

.sincos xBxAyч 
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
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.224cos

;024sin

BAx
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 BA

.sin
5

1
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5

2
xxyч 

  .sin
5

1
cos

5

2
2sin2cos 21 xxxСxСey x  

  ;30,4)0(;4 '  yyeyy x ;62 xxeyyy 

;32 xxeyyy  ;sin4 xyy 

;2xyy  при22 xxeyyy 
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 7. при , 

; 

 8. при

; 

 9. , при , 

; 

10. 

 
11. , при 

; 

12.  

13.  14. , при 

 
 

Ответы 
 

 

  

   

  

 12.  

13.  14. . 

 

Индивидуальные задания 

 

Найти общее решение неоднородного линейного дифференциаль-

ного уравнения, используя метод подбора коэффициентов частного ре-

шения (метод неопределенных коэффициентов) 

1.  323 2  xxyyy . 32344.2 2  xxyyy . 

3 124346 2  xxyyy . 4516249.4 2  xyyy . 

2122.5 xxyyy  . 23723.6 2  xxyyy . 

310275.7 2  xxyyy . 52.8 3  xxyyy . 

245346.9 2  xxyyy  32.10 3  xxyy . 

11. 7344 2  xxyyy  12. 543 2  xyyy   

13. .342 2  xyyy  14. 1644 2  xyyy  

15. 2134 2  xxyyy   16. 3572 2  xyyy  

0158  yyy   20 y

  80 y

052  yyy

    30,10  yy

016  yy   10 y

  40 y

при096  yyy

  ,20 y   ;70 y

065  yyy

    80,30  yy

;0168  yyy
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17. xxyyy 25346 2    .13584.18 2'"  xxyyy  

3345.19 2  xxyyy  20. 23122 xxyyy   

21. 23825 xxyyy   22. xxyyy 23346 2   

23. 12413 2  xxyyy  24. 2734 2  xxyyy  

25. .3596 2  xxyyy  26. 1644 2  xxyyy  

 

Вопросы и задания для самопроверки 

 

1. Что называется дифференциальным уравнением первого порядка? 

2. Что называется общим решением дифференциального уравнения 

первого порядка, интегральными кривыми? 

3. Дайте геометрическую иллюстрацию частного и общего решений 

дифференциального уравнения первого порядка. 

4. Сформулируйте задачу Коши. 

5. Дайте определение дифференциального уравнения с разделяющи-

мися переменными и укажите метод его интегрирования. 

6. Сформулируйте теорему существования и единственности решения 

дифференциального уравнения с разделяющимися переменными. 

7. Дайте определение однородного дифференциального уравнения и 

способа его решения. 

8. Что называется линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка? Дайте способ его решения. 

9. Сформулируйте теорему Коши для линейного дифференциального 

уравнения. 

10. Что называется линейным дифференциальным уравнением второго 

порядка? 

11. Сформулируйте задачу Коши для линейного дифференциального 

уравнения второго порядка. 

12. Дайте определение фундаментальной системы решений и опреде-

лителя Вронского. 

13. Докажите теорему о структуре общего решения. 

14. Дайте определение характеристического уравнения. 

15. Структура решения линейного однородного дифференциального 

уравнения. 
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§5. Применение обыкновенных дифференциальных  

уравнений к составлению простейших математических  

моделей. 

 

1. Задача о мальчике Дениске из рассказа Виктора Драгунского 

«Тайное становится явным» 

 

Дениска выкинул из окна 15-го этажа манную кашу, которую 

мама сварила ему на завтрак. Известно, что сила сопротивления воз-

духа пропорциональна скорости полета каши. Через четыре секунды 

каша пролетела мимо окна 8-го этажа. Выясните, через сколько секунд 

каша попадет на новую шляпку проходившего мимо гражданина, если 

высота каждого этажа дома, где живет мальчик Дениска, равна 2,5 мет-

рам? 

Решение задачи о мальчике Дениске. 

Пусть x(t) – перемещение каши по направлению к земле за время 

t после ее вылета из окна, а т – масса каши. Используя второй закон 

Ньютона, запишем уравнение, описывающее движение каши:  

, 

где к– коэффициент пропорциональности, g–ускорение силы тяжести, 

а  

, . 

Перепишем уравнение в виде  

, . 

Полученное уравнение – неоднородное линейное дифференци-

альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Правая часть уравнения представляет собой постоянную, т.е. много-

член нулевой степени. Решая уравнение уже знакомым методом (см. 

§3), получим его общее решение:  

mgхkхm 

dt

dх
х 

2

2

dt

хd
х 

gхх  
m

k

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. 

В начальный момент времени перемещение и вертикальная со-

ставляющая скорости равны нулю: 

, . 

поэтому 

, . 

Откуда 

. 

и закон движения выброшенной каши, т.е. зависимость её перемеще-

ния х от времени t, имеет вид 

. 

Для нахождения коэффициента λ, имеем условие: 

х = 7∙2,5 (м) при t = 4 (с) 

(ведь до окна 8-го этажа каше пришлось преодолеть семь этажей по 2,5 

метра). Получаем тогда из закона движения выброшенной каши алгеб-

раическое уравнение: 

, 

которое, однако, невозможно решить аналитически. А вот приближен-

ное решение этого уравнения найти не сложно! 

Действительно, заметим, что величина  мала при λ > 1, а ве-

личина ускорения g силы тяжести приблизительно 10(м/c2). Решая это 

квадратное уравнение, получим λ = 2 (1/с). (Объясните самостоятельно, 

почему второй корень квадратного уравнения оказался лишним!) 

t
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Окончательно можно записать закон движения каши: 

. 

Теперь можно выяснить, когда каша долетит до шляпы проходив-

шего мимо гражданина. Для этого в полученный выше закон надо под-

ставить значение х= 15∙2,5 (м), g = 10 (м/с2) и опять отбросить малый 

экспоненциальный член : 

, . 

(Кстати, легко проверить, что при найденном значении времени t от-

брошенный нами в правой части равенства член  имеет величину 

0,00000011, т.е. действительно мал по сравнению с остав-

ленным членом 1 – 2t) 

Таким образом, манная каша, выброшенная мальчиком Денис-

кой, будет лететь до земли примерно 8 секунд. Отметим, что за это 

время, проходивший мимо гражданин вполне может удалиться от па-

дающей каши на безопасное расстояние! А Дениска тем самым не смог 

бы убедиться в достоверности того, что всё тайное становится явным. 

 

2. Математическая модель подвески автомобиля. 

 

Для составления данной модели необходимо рассмотреть модель 

Фохта. Она используется в механике для описания колебательного 

процесса подвески автомобиля [9].  

Пусть перемещение подвески, тогда характеризует 

жесткость пружины,  - вязкое трение в амортизаторе, m – 

масса машины, a – её ускорение, используя законы Ньютона, можно 

получить уравнение, описывающее перемещение подвески автомобиля 

[3]: 

или .                   (3.28) 
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Решив это уравнение, получим три возможных случая, которые 

соответствует апериодическому процессу, жесткой подвеске и регули-

руемой. 

Напишем соответствующее характеристичное уравнение 

 

и найдем его корни: 

. 

1) Пусть . Тогда корни  и  ‒ действительные отрица-

тельные числа. Следовательно, в этом случае общее решение выража-

ется через показательные функции: 

,  

где . 

Из этой формулы следует, что отклонение у при любых началь-

ных условиях асимптотически стремится к нулю, если . В дан-

ном случае колебаний не будет, так как силы вязкого сопротивления 

амортизатора велики по сравнению с коэффициентом жесткости рес-

соры k. 

2) Пусть . Тогда корни  и  равны между собой. Если 

, то , т.е.  или . 

Таким образом, в этом случае общее решение уравнения имеет 

вид 

. 

Здесь отклонение также стремится к нулю при , но не так 

быстро, как в предыдущем случае (благодаря наличию сомножи-

теля . Данный случай является редким, переходным от случая 

колебаний 1) к случаю ‒ 3). 
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3) Пусть р = 0, т. е. ‒ отсутствует сила вязкого трения в амортиза-

торе. Что соответствует выходу из строя амортизатора. Уравнение то-

гда примет вид  

y"+qy=0. 

Характеристическое уравнение имеет вид k2 + q = 0, а его корни 

равны  и . 

Общее решение: 

. 

В последней формуле произвольные постоянные С1 и С2 заменим 

другими. Именно, введем постоянные А и связанные с С1 и С2 соотно-

шениями 

. 

А и φ0 через С1 и С2 определяются так: 

 

Подставляя значения C1 и С2 в общее решение, будем иметь 

 или 

 

 
Рис. 3.1. Векторное изображение гармонических колебаний 
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Колебания в этом случае называются гармоническими. Инте-

гральными кривыми являются синусоиды. Промежуток времени Т, за 

который аргумент синуса изменяется на 2π, называется периодом  

колебаний; в данном случае . Частотой колебания называется 

число колебаний за время 2π; в данном случае частота равна b; А ‒ ве-

личина наибольшего отклонения от положения равновесия ‒ называ-

ется амплитудой колебания; φ0 называется начальной фазой. 

В электротехнических и других дисциплинах широко исполь-

зуют комплексное и векторное изображения гармонических колеба-

ний. 

Рассмотрим в комплексной плоскости хОу радиус-вектор А = A(t) 

постоянной длины |А| = А = const. 

Конец вектора А при изменении параметра t (в данном случае t ‒

время) описывает окружность радиуса А с центром в начале координат 

(рис. 3.2). Пусть угол ψ, образованный вектором А и осью Ох, выража-

ется так: ψ = bt + φ0. Величина b называется угловой скоростью враще-

ния вектора А. Проекции вектора А на оси Оу и Ох будут 

, .                    (3.29) 

Выражения (3.29) суть решения уравнения (3.28). 

Рассмотрим комплексную величину 

, 

или 

.                      (3.30) 

Комплексная величина z изображается вектором А. Таким обра-

зом, решения уравнения гармонических колебаний (3.28) можно рас-

сматривать как проекции вектора А на оси Оу и Ох, вращающегося с 

угловой скоростью β при начальной фазе φ0. 

Пользуясь формулой Эйлера выражение (3.30) можно переписать 

так: 

.                                       (3.31) 

b
Т

2


 0βsin  tAy  0βcos  tAy

   00 sincos   tiAtAiyxz

    00 sincos   titAz

 0 


ti
Aеz



110 

 

Мнимая и действительная части выражения (3.30) являются ре-

шениями уравнения (3.28). Выражение (3.31) называется комплексным 

решением уравнения (3.28). Перепишем выражение (3.31) так: 

.                                        (3.32) 

Выражение называют комплексной амплитудой. Обо-

значим ее через А*. Тогда комплексное решение (3.28) перепишется 

так: 

                                          (3.33) 

4) Пусть и . 

В этом случае корни характеристического уравнения ‒ комплекс-

ные числа 

, , 

где 

 и . 

Общий интеграл имеет вид 

                          (3.34) 

 

или 

  

 
Рис. 3.2. График затухающих колебаний. 

Здесь в качестве амплитуды приходится рассматривать величину  
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, зависящую от времени. Так как α < 0, то она стремится к нулю 

при , т.е. мы имеем дело с затухающими колебаниями. График, 

которых изображен на рис. 3.2. Что соответствует мягкости подвески. 

Затухание колебаний, как видно из рисунка, происходит быстро и 

плавно. 

 

3. Определение изгиба консольной балки. 
 

Рассмотрим упругую призматическую балку, изгибающуюся под 

действием внешних сил, как непрерывно распределенных (вес, 

нагрузка), так и сосредоточенных [11]. Направим ось Ох горизон-

тально, по оси балки в её недеформированном состоянии, ось Оу ‒ вер-

тикально вниз (рис. 3.3). 

 
 

Рис. 3.3. Упругая призматическая балка. 

 

Каждая сила, действующая на балку (например, нагрузка балки, 

реакция опор), имеет момент относительно какого-нибудь попереч-

ного сечения балки, равный произведению силы на расстояние точки 

приложения силы от данного сечения. Сумма М (х) моментов всех сил, 

приложенных к части балки, расположенной по одну сторону от дан-

ного сечения, с абсциссой х, называется изгибающим моментом балки 

относительно данного сечения.  

В курсе сопротивления материалов доказывается, что изгибаю-

щий момент балки равен  

, 
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где Е‒так называемый модуль упругости, зависящий от материала 

балки;  

J ‒ момент инерции площади поперечного сечения балки относительно 

горизонтальной линии, проходящей через центр тяжести площади по-

перечного сечения; 

R‒радиус кривизны оси изогнутой балки, который выражается форму-

лой  

. 

Подставляя это выражение в изгибающий момент балки, мы по-

лучим дифференциальное уравнение второго порядка: 

.                                 (3.35) 

Из которого, зная функцию М =М(х), необходимо найти неизвест-

ную функцию у от х и тем самым установить вид изогнутой оси балки 

(называемой иногда упругой линией). Его точное решение, однако, за-

труднительно, и обыкновенно его заменяют другим, приближенным, 

но значительно более простым уравнением.  

В‚ виду того, что прогиб балок весьма мал, сравнительно с их 

длиной (иначе их нельзя было бы применять в строительном деле!), 

упругая линия имеет пологую форму, и угловой коэффициент каса-

тельной настолько мал, что его квадратом сравнительно с единицей, 

можно в знаменателе пренебречь, и тогда уравнение (3.35) примет про-

стои вид: 

.                                          (3.36) 

Далее, используя различные условия работы балки мы доведем 

до конца интегрирование уравнения (3.36) и найдем соответствующие 

этим случаям упругие линии. 

Вторая производная в левой части уравнения (3.36) может 

быть как положительной, так и отрицательной. Установим правило, ко-

 
y

y
R






2

3
21

 

 
EJ

xM

y

y






2

3
21

 
EJ

xM
y 

y 



113 

 

торым надлежит руководствоваться при определении знака изгибаю-

щего момента. Для того чтобы это уравнение имело место всегда, надо 

знак правой части выбирать в соответствии со знаком левой. Если ось 

Оу, как мы условились, направлять всегда вверх, то производная будет 

положительна или отрицательна, в зависимости от того, направлена ли 

в рассматриваемой точке упругая линия вогнутостью вверх или вниз. 

С другой стороны, ясно, что вогнутость упругой линии будет направ-

лена вверх, если момент внешних сил, действующих ‒ безразлично ‒ 

на правую или- на левую часть балки, стремится поднять эту часть 

балки или опустить рассматриваемую точку; наоборот вогнутость бу-

дет направлена вниз, если момент стремится опустить обе части балки 

или поднять нашу точку. Остается поэтому приписать в первом случае 

моменту знак (+), а во втором ‒ знак (-), чтобы уравнения (3.36) имело 

смысл. 

Это условие можно выразить следующим образом: 

момент внешних сил, приложенных к левой части балки, относи-

тельно нейтральной линии взятого сечения, считается положитель-

ным, если вращает по часовой стрелке, и отрицательным ‒ в против-

ном случае; для момента сил, приложенных к правой части балки, дей-

ствует обратное правило: он положителен, если вращает против ча-

совой стрелки, отрицателен ‒ в противном случае.  

Пример 1. Изгиб балки с одним заделанным, другим свободным 

концом. 

 
Рис. 3.4. Чертёж балки. 

Балка наглухо заделана в конце 0 и подвергается действию сосре-

доточенной вертикальной силы Р, приложенной к другому концу балки 

длины l (рис. 3.4). Весом балки пренебрегаем. Найти уравнение изогну-

той оси и определить стрелу прогиба f. 
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Решение. Ось балки измениться и примет вид, указанный на рис. 

2.6. Так как заделанный конец балки не может поворачиваться, то ка-

сательная к упругой линии в ее левом конце должна быть горизон-

тальна. 

Если оси выбраны так, как указано на рис. 2.6, то, рассекая балку 

в точке А (абсциссе которой соответствует х), мы видим, что на правую 

часть балки действует сила Р, имеющая относительно А момент 

, который следует взять со знаком (-), согласно правилу, сфор-

мулированному выше. При определении момента силы воспользова-

лись тем, что он равен произведению силы на плечо. Уравнение (3.36) 

прилет вид: 

. 

Интегрируя, для первой производной  получим выражение: 

, 

где С1 ‒ постоянная интегрирования 

Интегрируя еще раз, найдем: 

, 

где С2 ‒  также постоянная интегрирования. Так как при х=0 (в точке 

закрепления) касательная горизонтальна и нет прогиба, то  и у=0. 

Из этих начальных условий сразу заключаем, что С1=С2=0. Таким об-

разом уравнение изогнутой оси имеет вид: 

                                    (3.37) 

Для определения стрелы прогиба , полагаем в (3.37)  

и отбрасываем знак, получаем: 

.                                              (3.38) 
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Пример 2. Изгиб балки с одним заделанным, другим свободным 

концом при действии на неё равномерно распределённой по всей длине 

нагрузки. Пусть теперь, при тех же условиях закрепления (см. пример 

1), на балку действует равномерно распределенная по длине сплошная 

нагрузка. Найти уравнение изогнутой оси и определить стрелу прогиба 

f. 

Решение. Величину нагрузки, приходящуюся на единицу длины 

балки, обозначим через q; таким образом, величина всей нагрузки есть 

Q=ql. На часть АВ балки действует нагрузка , которую (при вы-

числении моментов) можно заменить силой, приложенной в середине 

отрезка АВ. Ее момент относительно А будет 

, 

так что дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 

имеет вид: 

. 

Интегрируя дважды, последовательно получим: 

, 

 

Как и раньше, убеждаемся в том, что С1 =С2=О. Уравнение упру-

гой линии: 

.    (3.39) 

Наибольший прогиб получается при х=l; для стрелы прогиба 

имеем выражение 

.                                           (3.40) 
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Сравнивая со стрелой прогиба в первом случае, видим, что если 

одна и та‚ же нагрузка Р=Q сосредоточена на конце балки, либо рас-

пределена равномерно по всей балке, то стрела прогиба во втором слу-

чае составит лишь ⅜ стрелы прогиба в первом. 

Пример 3. Предположим наконец, что на балку действует одно-

временно сплошная нагрузкам (q кг на единицу длины) и сила Р, при-

ложенная на свободном конце балки, причем направление этой силы 

может быть, как вниз, так и вверх.  

В данном случае для вычисления момента. М (х) можно восполь-

зоваться моментами, вычисленными в примерах 1 и 2 (лишь если сила 

Р действует вверх, в первом надлежит изменить знак), а затем сложить 

их. 

В соответствии с этим, и уравнение упругой линии в рассматри-

ваемом случае получается просто путем складывания (если сила Р по-

прежнему действует вниз) или вычитания (если она изменила направ-

ление) правых частей уравнений (2.13) и (2.15): 

. 

Пример 4. Изгиб балки с опертыми концами. Рассмотрим балку 

длины l, концы которой К и L покоятся на опорах (рис. 2.7), так что они 

не могут опуститься, но могут поворачиваться. Пусть на балку дей-

ствует нагрузка Q равномерно распределенная по всей длине балки (по 

q кг на единицу длины). Найти уравнение изогнутой оси и определить 

стрелу прогиба f. 

Решение.  

Из соображений симметрии ясно, что наинизшая точка изогнутой 

балки придется посередине, так что в ней касательная будет горизон-

тальна. В этой точке и возьмем начало координат, направив оси так, 

как указано на чертеже. 

Нагрузка Q , как ясно также из соображений симметрии, распре-

делится поровну между опорами К и L, вызвав в них реакции величины 

2

Q
 и  направленные вверх. Вычислим теперь изгибающий 

 






























2

2

3

3

4

43

2

2

3

33

64
24

3
6 l

х

l

x

l

x

EI

Ql

l

x

l

х

EI

Рl
y



117 

 

Рис. 3.5. Чертёж балки 
 

момент М (х) для сечения, соответствующего абсциссе х>0 (т. е. прове-

денного через точку А). На правую часть балки АL действует, во-пер-

вых, реакция опоры L момент которой относительно точки А будет 

. 

На ту же часть действует и нагрузка  

, 

которая может быть заменена одной силой, приложенной в середине-

отрезка АL. Её момент относительно точки А равен 

. 

Таким образом, 

. 

Так что дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 

имеет вид: 
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. 

Интегрируя (и отбрасывая произвольную постоянную, ибо  

при х=0) получим: 

. 

Интегрируем ещё раз (причем снова постоянная равна 0, так как у= 0 

при х= 0): 

. 

Это и есть уравнение изогнутой оси балки, справедливое, ввиду сим-

метрии, и для левой ее половины. Для получения стрелы f прогиба, оче-

видно. достаточно вычислить ординату конца балки, т.е. положить 

здесь   

                                             (3.41) 

В рассматриваемом случае прогиб составляет лишь 5/48, т. е. 

10,4% прогиба, который получился бы, если бы та же балка была одним 

концом заделана в стену (см. (2.16)). 

Пример 5. Изгиб балки с опертыми концами. Рассмотрим балку 

длины l, концы которой К и L покоятся на опорах (рис. 3.6), так что они 

не могут опуститься, но могут поворачиваться. Пусть на балку дей-

ствует сосредоточенная сила Р‚ приложенная в точке М на расстоянии 

а от левого конца (рис. 3.6). Найти уравнение изогнутой оси и опреде-

лить стрелу прогиба f. 

Решение.  

Если положить b = l - a‚ то, разлагая силу Р на две составляющие, при-

ложенные в точках К и L, для величин этих составляющих будем иметь, 

как известно из элементов статики, выражения:
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Рис. 3.6. Чертёж балки. 

 

Таковы же будут и соответствующие реакции опор, направлен-

ные вверх. Вычисляя для точки А(х) изгибающий момент, нам придется 

особо рассмотреть части LN и NL балки. 

Итак, пусть х < а; тогда единственной внешней силой, действую-

щей на левую часть балки, будет реакция Р1. Ее момент равен  

                                         (3.42) 

так что дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае 

имеет вид: 
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Интегрируя получим: 
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Интегрируем ещё раз (причем постоянная С2 равна 0, так как у= 0 при       

х= 0): 
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                                   (3.43) 

(где C1 пока остается неизвестной) лишь для части KN. 

Пусть теперь х > а‚ так что точка А лежит правее точки N прило-

жения силы Р. Тогда на левую же часть балки, кроме реакции Р1 дей-

ствует и сама сила Р, момент которой относительно А есть - Р(х‒а). 

Поэтому в настоящем случае 

                            (3.44 ) 

А дифференциальное уравнение упругой линии в этом случае имеет 

вид: 

 

Результат интегрирования можно написать в виде: 

, 

где  ‒ постоянная интегрирования. Аналогично, второе интегриро-

вание даст: 

,                (3.45) 

где  ‒ также постоянная. Это уравнение выражает часть NL упругой 

линии. 

Замечательно здесь, что упругая линия в разных частях выража-

ется с помощью различных аналитических выражений. Тем не менее в 

точке N (т. е. при х = а) не только оба уравнения (3.43) и (3.45) должны 

дать одно в то же значение ординаты у точки N, но и оба уравнения. 

выражающие угловой коэффициент касательной , должны также 

дать для этого коэффициента при х = а одно и то же числовое значение 

(в теории сопротивления материалов предполагается, что упругая ли-

нии не может иметь угла, который образовался бы, если бы в точке N 

касательные справа и слева имели разные угловые коэффициенты ). 

Итак, 
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 обратиться в нуль и, аналогично 

. 

При интегрировании членов ,  следует 

ввести новую переменную t =х ‒ а. Это делается для того, чтобы сохра-

нить множитель х‒а (обращающийся в 0 в точке N) и после интегриро-

вания, что значительно облегчает определение произвольных постоян-

ных: постоянные для левой и для правой части балки оказываются теми 

же! Замечание это принадлежит Клебшу. 

У учащихся, в связи с этим, часто возникают сомнения в тожде-

ственности результатов, полученных непосредственным почленном 

интегрированием и интегрированием в только что указанной форме. 

Возьмем, для примера. двумя способами интеграл от х ‒ а. Имеем: 

1)  ,     2)  

Раскрывая второе выражение, получим:  

, 

это совпадает с первым выражением, если положить 

. 

Таким‚ образом, лишь произвольные постоянные, фигурирую-

щие в обоих выражениях оказываются неравными, и ту постоянную, 

которая встречается во втором ‒ определить легче. Из первого тожде-

ства , а тогда из второго . Единственная еще не опреде-

ленная постоянная найдется из условия неподвижности точки L: 

уравнение (2.19а) при х = l должно дать нулевое значение для у: 
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Откуда 

. 

Определение постоянных в этой задаче также своеобразно. 

Предположим теперь, что а ≥ b и найдем точку наибольшего про-

гиба. Ограничивая значения х промежутком (0, а), приравняем нулю 

естественно первое выражение для производной: 

 . 

Откуда 

. 

Но ,  

так что это значение меньше a если a > b, и равно a в случае равенства 

а=b. Так как  то‚ в первом предположении, найденное 

значение х, действительно, доставляет функции у наименьшую (а по 

абсолютному значению наибольшую) величину, для промежутка (0, а) 

значений х. Однако, как легко показать, в промежутке (а, l) наименьшее 

значение(при а>b) всегда достигается на конце х=а; поэтому найденная 

выше точка будет точкой наибольшего прогиба всей вообще балки, Ве-

личина стрелы  прогиба 

. 

Если же а = b. т. е. сила Р приложена в середине балки, то там, разуме-

ется, и будет наибольший прогиб. Выражение для f упрощается 

в этом случае, ибо , так что . 
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Интересно сопоставить это число с величиной стрелы прогиба в 

предыдущей задаче (см. 3.41)), если положить Q = Р: равномерно рас-

пределенная нагрузка на стрелу, которая составляет лишь 5/8 стрелы, 

соответствующей такой же по величине силе, но сосредоточенной в се-

редине балки.  

Итак, если сила приложена не в середине балки (a > b), то 

наибольший прогиб будет не в точке приложения силы и не в середине 

балки. а между ними. Однако, расстояние этой точки от середины 

балки очень мало, где бы ни была приложена сила. В самом деле, это 

расстояние увеличивается с уменьшением b, но даже в пределе, при 

, абсцисса точки наибольшего прогиб лишь значения 

, 

так что упомянутое расстояние никогда не превосходит 0,08l. 

Рассмотрим численный пример. Пусть имеем круглую балку из 

сварочного железа, диаметра 4:22 см и длины l = 300 см, опертую по 

концам и несущую посередине груз Р=12000 кг. 

, 

получим f = 0,3 см, т. е. лишь 1% всего пролета. Наибольший уклон 

упругая линия имеет, очевидно, по концам. Полагая х=0 в выражении 

для , найдем ; это отвечает углу в 1°41'. Та-

ким образом: эти выкладки косвенно подтверждают то предположение 

о пологости упругой кривой, на котором была построена вся теория.  

 

Задачи для решения в аудитории 

 

1. Определить наименьшую скорость, с которой нужно бросить 

тело вертикально вверх, чтобы оно не вернулось на Землю (вторая кос-

мическая скорость). Сопротивлением воздуха пренебречь. Гравитаци-

онная постоянная равна , радиус Земли ‒ . 

2. Составить уравнение кривой, проходящей через точку с коор-
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динатами (4;4). Кривая обладает следующим свойством: отрезки каса-

тельных, заключенных между осями координат, проведённых в любой 

точке касания, делятся пополам точкой касания. 

3. Тело массой m брошено с некоторой высоты. Определить закон 

изменения его скорости при падении вниз, приняв за коэффициент про-

порциональности силы сопротивления воздуха величину k.  
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