
Две задачи математического анализа 

 

     Первая задача состоит в отыскании производной от заданной функции )x(fy  . 

Напомним, что с помощью производной решаются многие задачи математики и 

физики. Так, например, если точка движется по закону )t(fS , где t – время, а S – 

пройденный путь, то скорость движения )t(VV   есть производная от пути по 

времени, т. е. 
dt

dS
)t(S)t(V  , а ускорение )t(aa   равно 

2

2

dt

Sd
)t(S)t(V)t(a  . 

Если масса неоднородного стержня изменяется по закону )x(mm  , то его плотность 

в точке х есть производная )x(m)x(  . В геометрии с помощью производной 

решается задача о проведении касательных к заданным кривым. Эти примеры можно 

продолжить. 

     Теперь обратимся к обратной задаче: как по заданной производной 

)x(fy  восстановить саму функцию )x(fy  ? 

     Как, например, зная скорость движения )t(VV  , найти закон изменения 

пройденного пути )t(SS ? Как найти массу стержня переменной плотности )x( ? 

В общем случае задача ставится следующим образом: пусть задана функция )x(Fy  , 

производная от которой совпадает с заданной функцией: )x(f)x(F  . Такая функция 

)x(F  называется первообразной функции )x(f . Так, например, если 2x)x(f  , то 

3

x
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 , так как )x(fx
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











 . Если xsin)x(f  , то xcos)x(F  , так как 

  )x(fxsinxcos)x(F 


 .  Обратите внимание на то, что для заданной функции 

)x(f  первообразных существует бесконечно много, так как )x(F  есть некоторая 

первообразная )x(f . Любая функция вида C)x(F  , где constc  , есть также 

первообразная )x(f , так как   )x(f)x(FC)x(FC)x(F 


 . 

     В силу этого множество всех первообразных заданной функции )x(f  принято 

обозначать символом  dx)x(f  и называть неопределенным интегралом от функции 

)x(f . Итак, по определению,    C)x(Fdx)x(f . 

 

     Примеры.   C
3

x
dxx
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x



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
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 . 

                          Cxcosxdxsin , так как   xsinCxcos 


 . 

                          Cedxe xx , так как   xx eCe 


 . 

Приступая к изучению неопределенного интеграла, следует обратить внимание на то, 

что 

     1) эта операция многозначная; 



     2) в техническом отношении интегрирование для студентов представляется более 

сложным, чем отыскание производных. Чтобы научиться интегрировать, нужна 

практика. Только решение большого числа разнообразных примеров позволит 

выработать некоторые навыки в интегрировании; 

     3) обратите внимание на запись интеграла. Здесь  под знаком интеграла стоит 

дифференциал аргумента функции )x(f . Если же задана сложная функция )x(fy  , 

где )x(u  , то все формулы интегрирования имеют смысл только в том случае, когда 

под знаком интеграла стоит дифференциал dx)x(du  . Это обстоятельство нужно 

иметь в виду постоянно. В формуле      CuFdu)u(f  будем подразумевать, что 

ищется интеграл от сложной функции )u(fy  , где )x(u  , х – независимая 

переменная; 

4) поскольку операции дифференцирования и интегрирования взаимообратные, 

ниже приводятся основные свойства производной и формулы дифференцирования, а 

далее – аналогичный материал, касающийся неопределенного интеграла. 

 

Основные правила дифференцирования 

 

     1. constc,0c  . 

     2.  x,1x независимая переменная. 

     3.   vuvu 


 , где  )x(vvи)x(uu  . 

     4.   ucuc 
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 , )x(uu,constc  . 
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
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     7. Производная сложной функции. Если )u(fy  , где  /

x

/
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/

x uyyто),x(u  . 

     8. Дифференциал функции. Если dx)x(fdyто),x(fy  . 

 

Таблица производных 

 

     1. Производная степенной функции    хuuгде,uy    

  uuu 1 
 
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     2. Производная показательной функции 1a,0a,ay u  , 

  ualnaa uu 
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     3. Производная логарифмической функции  1a,0a,ulogy a   
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     4. Производные тригонометрических функций 
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     5. Производные обратных тригонометрических функций: 
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     6. Производные гиперболических функций: 

                                uuchush 
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Неопределенный интеграл 

 

     Теорема существования. Если функция )x(fy   непрерывна в заданном 

промежутке  b,a , то в этом промежутке она имеет первообразную. 

Основные свойства неопределенного интеграла 

 

1.   )x(fdx)x(f 


 .                                     2.   dx)x(fdx)x(fd  .    

3.    constc,dx)x(fcdx)x(fc .         4.   C)x(f)x(fd .  

5.     dx)x(dx)x(fdx)x()x(f . 

6. Если  C)x(Fdx)x(f  , то   consta,C)ax(Fdx)ax(f . 

7. Если C)x(Fdx)x(f  , то    constk,C)kx(F
k

1
dx)kx(f . 

8. Если C)x(Fdx)x(f  , то C)akx(F
k

1
dx)akx(f  . 

 

Методы интегрирования 

 

     1. Метод замены переменной (способ подстановки)  

                                 cxFctFdttf
dxxdt

xt
dxxxf 
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
 ∫∫
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     2. Метод интегрирования по частям: ),x(uuгде,duvvudvu      xvv  . 

 

Таблица неопределенных интегралов 

 

     1. Интеграл от степенной функции 
ty  : 

1≠,
1

1





 гдеC

t
dtt 






;  (1)           ∫ 2
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dt
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     2. ∫ +ln= Ct
t

dt
. 

     3. Интеграл от показательной функции 1a,0a,ay n  : 

∫ ∫,
ln

CedteC
a

a
dta tt

t
t  . 

    4. Интегралы от тригонометрических функций: 

Ctdtt  cos∫sin ;                                  Ctdtt +sin=∫cos ; 

∫ +cosln= Ctdttgt ;                               ∫ +sinln= Ctdttctg ;    

C
πt

tg
t

dt
dtt +

4
+

2
ln=∫
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=∫sec ;    ∫

2
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∫cos C

t
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∫ +=
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=∫sec 2

2 Cttg
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dt
dtt ;                 Ctctg

t

dt
dttec +=∫ ∫

sin
=cos 2

2
. 

 

     5. Интегралы от гиперболических функций: 

Cuchduush  ;                                   Cushduuch  ;  

  Cuchlnduuth ;                               Cushlnducthu  . 

     6. Интегралы, содержащие выражение вида consta,va,av 2222  : 

C
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
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u
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du 22
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
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au

du 22
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     7. Часто встречающиеся интегралы: 

C
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a

u
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a
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
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  Cbxcosabxsinb
ba

e
dxbxcose

22

ax
ax 


 .                                               (11) 

  Cbxcosbbxsina
ba

e
dxbxsine
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ax
ax 


 .                                                (12) 
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duueccos

3
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     8. Реккурентные соотношения 

  
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k22
k
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1
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     Замечание     

     1. Во  всех  формулах  подынтегральные  функции  предполагаются  сложными, 

 т. е. аргумент и есть некоторая функция от независимой переменной  х:  )(xtt  . 

Следует хорошо уяснить, что все формулы верны лишь в том случае, когда 

подынтегральная функция умножается строго на дифференциал аргумента t, т. е. на 

dt . Так, например,   Cxdxx cossin , но   Cxdxx 22 cossin , так как здесь 

dxxdtxt 2=,= 2
, чего нет под интегралом. Аналогично   Cedxe xx

, но 

   Cedxe xx
, так как здесь dxdtxt -,  , чего нет под интегралом. 

     Для упрощения записи во всех формулах независимая переменная  х  опущена. 

Например, формула (1) имеет следующий вид:  
 

C
xt

dtxt 






1

)(
)(

1






. Такая 

запись затрудняет запоминание формулы. 

 

     2. Вся таблица интегралов разбита на восемь групп формул. Деление это, вообще 

говоря, произвольное, сделано с единственной целью, чтобы можно было быстрее и 

легче запомнить эти формулы. Впрочем, в большинстве случаев достаточно знать 

первые шесть групп формул. Седьмая группа выделена потому, что эти интегралы 

находятся достаточно длинным способом и встречаются на практике редко. 

 

     3. Следует научиться работать с рекуррентными соотношениями. Сущность их 

состоит в том, что, зная интеграл kJ , можно без труда найти интеграл 1kJ   

 

     Приведем пример использования формулы (15). Полагая  здесь 1k  ,   получим 
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При  2k   имеем 
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     В заключение отметим, что существуют три способа отыскания неопределенных 

интегралов: интегрирование с помощью табличных формул (он называется иначе 

«метод подведения под знак дифференциала»), метод замены переменной (иначе: 

«способ подстановки») и метод интегрирования по частям. Подробно  рассмотрим эти 

методы. 

 

Тема № 1. Интегрирование по формулам 

 

     Пример,    ,
4

4
3 C

x
dxx  

 



 CxC

x
dxxdxx 5

2/3
2/33

5

2

12/3

1
.  

     Приведем более сложный пример:    

                                 
 

dx
x

xxx
dx

x

x
J  







3

3

3

3
1331

. 

Здесь воспользовались известным разложением      32233
33 babbaaba  . 

Разделив числитель на знаменатель, получим 

 

                                  dxxdxxdxxdxxJ 3/16/13/26/7 33 , 

                               C
xxxx

J 














13/116/1
3

13/2
3

16/7

13/116/113/216/7

, 

                               CxxxxJ 
3 26 73 56 13

2

3

7

6
3

5

3
3

13

6
, 

                               CxxxxxxxJ 
3 263 262

2

3

7

18

5

9

13

6
. 



Интеграл     dxxJ
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   Другой  способ.   Полагая   здесь      dxdxxdtxt 7
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Говорят, что интеграл поправлен на 1/7, иначе говоря, под знак дифференциала 

подведено основание 7х – 5, чтобы получить точно табличную формулу (1). 

     Рассмотрим интеграл   
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.  Формулы (2) и (3) суть частные случаи 

основной  формулы (1) при 2  и 2/1 . Их рекомендуется запомнить, так как 

они будут часто встречаться в последующем. Приведем примеры. 
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     Теперь обратимся к формуле (4): ∫ ln Ct
t

dt
 . Она применяется в тех случаях, 

когда в числителе стоит дифференциал знаменателя, точнее, когда в числителе может 

быть получен дифференциал знаменателя. Приведем примеры. 
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     Рассмотрим интеграл от показательной функции и ее частный, но очень важный 
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    Замечание. Поскольку операция интегрирования является обратной по  отноше-

нию к операции дифференцирования, полученный ответ всегда можно   проверить. 

Для этого его надо продифференцировать и показать, что получится подынтеграль-ная 

функция. Так, в последнем примере    
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     Обратимся к интегрированию гиперболических функций. 

     Найти интеграл   dxxchJ 2
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Упражнения  (устно) 

 

     Дайте ответы в следующих примерах. 
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Упражнение 

 

     Найти следующие интегралы. 
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Задание на дом 

 

 

 

.
1

,5,

,13,
7

,
4

,
3

1
,

1
,

17

98
12

7

2
63

2

524

54

3

23

21

3






 







 



















x

x
xx

x

e

dxe
J

x

dx
JdxexJ

dtttgtJ
x

dxx
J

x

dxx
J

dxJdx
x

x
J

x

dx
J

 

 

Тема № 2. Интегрирование по формулам. Способ подстановки 

 

     Цель занятия – усвоить шестую группу формул;  овладеть методом замены 

переменной; научиться брать интегралы, содержащие квадратный трехчлен. 

     1.К шестой группе формул относятся интегралы  функций  
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 где )x(uu,consta  . В каждом 

примере надо определить, чему равно  a   и  u  , найти du  и сделать необходимую 

поправку. Обратите внимание на форму записи. 

     Примеры. 
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Последний  интеграл  степенной, так   как      dxx2dxx4du 2 
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Первый интеграл степенной: C
u
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2

2

, где xarcsinu  . Второй интеграл 

также степенной, его можно найти  в примере 3J . Поэтому 
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     Упражнение. Решить примеры. 
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Интегрирование методом замены переменной 

 

     При использовании формул        ∫∫ )(;)()( dttfdxxdtxtdxxxf    



необходимо помнить, что все фигурирующие здесь функции )(,)(),( xxtf    

должны быть непрерывными. 

     Успех интегрирования целиком зависит от того, насколько удачно выбрана 

подстановка )(xt  . По крайней мере, надо понимать, что после такой подстановки 

необходимо получить один из табличных интегралов. Например, 
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Теперь вернемся к старой переменной  х. При  2tx  , xt  , так как 0t,0x  , 

поэтому C1xln2x2J1  . 
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Из подстановки следует, что  1x2t  , поэтому    C
11x2

11x2
lnJ2 




 . 

В некоторых примерах подстановка   tx   не приводит к цели. Тогда в качестве 

новой переменной t выбирают часть  подынтегральной функции, например, 

 

   
.
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Полагая здесь 4/1a,2/1tu  , по формуле  (6)  получаем 
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24 t1xsin1xcos,
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,tarcsinx,txsin
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J  



 .)9(формулаCt1tln
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2










   

Возвращаясь к старой переменной  х,   получим   Cxsin1xsinlnJ 2

4  . 

 

Интегралы, содержащие квадратный трехчлен 

 

                               
 

 








qpxx

dxBAx
J

qpxx

dx
J

2221 ,  

                                     



qpxx

dx
J

23 ,     
 







qpxx

dxBAx
J

24 . 

Интеграл 1J  путем выделения из трехчлена  полного квадрата приводится к одному из 

табличных интегралов (5) - (7). Пусть, например, надо найти интеграл 





7421

xx

dx
J . Так   как         22222 32322274  xxxxx , 

найдем 
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     Замечание. Здесь использовалась известная формула   222
aax2xax  . 

Если в знаменателе стоит неприведенный трехчлен, то  старый коэффициент 

рекомендуется вынести за знак интеграла,  например: 

   

.
2
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   В интеграле 2J  производная  знаменателя  равна     pxqpxx 


 22
 -  

многочлен первой степени, как и числитель BAx  . Поэтому числитель  

представляем  в форме     Npx2MBAx  , причем  числа  М  и  N  находим  из  

условий,  что BNM2  . Тогда 

   



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dx
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NpxM
J

2222

22
. Первый из этих 

интегралов – табличный Ct
t

dt
  ln ,  где qpxxt  2

. Второй интеграл – 

только что найденный интеграл 1J . 



     Пример.  
 







13

23
22

xx

dxx
J . 

     Решение. Так как   32132 


 xxx ,  полагаем   NxMx  3223 , откуда   

,2/5N,2NM3,2/3M,3M2     
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Интеграл 3J  после выделения из квадратного трехчлена полного квадрата приводится 

к одному из табличных интегралов (7), (9), (10)  


2
3

xx23

dx
J . Так как 

       22222 1x44)1x(311x2x3x2xxx23  , 
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2

1
arcsin

12
22

3 . Интеграл 4J  находится подобно интегралу 2J . 

Выделив из трехчлена полный квадрат, получим 
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Первый из них – это табличный интеграл (3) ,Cu2
u

du
  а  второй – только что 

найденный интеграл 3J . 
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J . Так как   32232 


 xxx , получим   NxMx  32 , 

откуда ,1M2  2/3N,2/1M,0NM3  . 
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CxxxxxJ  232/3ln2/32322/1 22
4  (формула  (10)). 

     Замечание. Нахождение чисел  М  и N основано на известном свойстве 

многочленов: два многочлена степени  «u» тождественно равны тогда и только тогда, 

когда равны их коэффициенты при одинаковых степенях «х» и равны их свободные 

члены.  Поэтому из условия    Npx2MBAx   следует, что  

 NMpxM2BAx  , откуда ,NMpB,M2A  т. е. MpBN,
2

A
M   . 

Впрочем в интегралах  2J  и  4J  выделение из числителя дифференциала трехчлена 

можно провести прямым путем. Пусть, например, надо найти интеграл 
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Упражнение 

     Найти интегралы 
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Тема№ 3. Интегрирование по частям 

 

     Цель занятия – научиться пользоваться формулой     duvvudvu  и 

применять ее к каждому из рассмотренных ниже классов функций. 

     Если заданный интеграл   dx)x(fJ  не может быть найден рассмотренными 

выше способами, то подынтегральное выражение dx)x(f  разбивают на два 



сомножителя  (u  и  dv)  таким образом, чтобы интеграл   duv  был табличным или 

сводился к табличному. Единого правила для этого не существует, однако можно 

провести некоторую классификацию интегралов, которые берутся по частям. 

     1. Интегралы, содержащие произведение многочлена  )x(Pn  на 

тригонометрические или показательные функции. Более точно к первому классу 

относятся интегралы вида 

                                

.dxe)x(PJ,dxa)x(PJ

,dxbxsin)x(PJ,dxbxcos)x(PJ
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n2n1

 
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Так как интегралы от bxbx e,a,bxsin,bxcos  по существу табличные, то в этих 

примерах мешает интегрированию многочлен n

1n

1

n

0n a...xaxa)x(P   . От него 

можно освободиться путем  n-кратного дифференцирования, так как при каждом 

дифференцировании степень многочлена понижается на одну единицу. Поэтому во 

всех примерах в качестве функции u берут многочлен, т.е. полагают, что )x(Pu n . 

Приведем примеры. 
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Окончательно можно записать: 
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. 

     Замечание.  Обратите внимание, что здесь был дан одночлен второй  степени, 

т. е. 2

2 x)x(P  .  Поэтому формула интегрирования по частям  применялась дважды. 

     2. Так называемые циклические интегралы.  К ним относятся интегралы вида 

  ,dxbxsineJ,dxbxcoseJ ax
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1  



   
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dxbxeccosJ,
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В интегралах 
1J  и 

2J  надо дважды применить формулу интегрирования по частям, 

причем разбиение подынтегрального выражения  на   u  и  dv    можно   выполнить 

по-разному. Найдем, например, интеграл 
1J . 
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Повторяем этот процесс. 
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Здесь в правой части находится исходный интеграл 1J . 
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   Аналогично доказывается, что интеграл 2J определяется формулой 
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 . Для нахождения интегралов 43 J,J  достаточно 

один раз применить формулу интегрирования по частям, а затем воспользоваться 

формулами тригонометрии. Например, 
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tgxdxxsecv,dxtgxxsecdu

dxxsecdv,xsecu
dxxsecJ

2

2

2

3

3
 

 

Так как  xsecxtg1 22  , то  1xsecxtg 22  , поэтому 

 

     dxxsecdxxsectgxxsecdxxsec1xsectgxxsecJ 32

3 , 








 


42

x
tglnJtgxxsecJ 33 .Отсюда следует,  что 



C2
42

x
tglntgxxsecJ2 3 







 
  
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42

x
tgln
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1
tgxxsec

2

1
J3 







 
 . Как видно, циклические интегралы находятся 

довольно громоздким способом, поэтому они внесены в таблицу интегралов под 

номерами  (11) – (14). 

 

     3. К третьему классу относятся некоторые интегралы, содержащие аркусы или 

логарифмы   в   сочетании   с   многочленами:     ,dxbxarcsin)x(PJ n1  


k

n2 ln)x(PJ ....,dxbx   Так как в таблице нет интегралов от аркусов или 

логарифмов, то эти функции надо «убить» с помощью дифференцирования. Поэтому в 

качестве функции  u  берем илиbxarcsinu   bxlnu k . 

     

 
.C
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2

1
xarcsinx

x1dx12/1xarcsinxdxxx1xarcsinx
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xv
x1

dx
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Полученный интеграл снова берем по частям. 
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Окончательно получаем      C
4

x
xln

2

x
xln

2

x
dxxlnxJ

22
2

2
2

2   , 

  C1xln2xln2
4

x
dxxlnxJ 2

2
2

2   . 



     Замечание.  Указанные три класса не исчерпывают многообразия всех случаев 

применения формулы интегрирования по частям. Например, интеграл   dxxlnsinJ  

относится  к  числу   циклических.   Действительно,   полагая 

,xlnsinu  dxdv   получим   ,xv,
x

dx
xlncosdu   

  dxxlncosxlnsinx
x

dx
xlncosxxlnsinxJ . 

Полученный интеграл снова находим по частям 

 




 dxxlnsinxlncosx
xv,

x

dx
xlnsindu

dxdv,xlncosu

dxxlncos .  

Итак,    dxxlnsinxlncosxxlnsinxdxxlnsin . 

Отсюда     xlncosxlnsinxdxxlnsin2 ,   Cxlncosxlnsinx
2

1
xdxlnsin  . 

     Замечание.  Во многих случаях  приходится  применять оба  способа –  замену 

переменной и интегрирование по частям, например,   dxexJ x ,tx 2  

  dtet2dtt2etdtt2dx t3t2 . 

Интегрируя по частям  трижды, находим, что 

  xtгде,C6t6t3teJ 23t  . После подстановки 

  C6x6x3xeJ 3x  . 

 

 

Тема № 4. Интегрирование рациональных дробей 

 

     Цель занятия – научиться разлагать рациональные дроби на простейшие, 

научиться интегрировать простейшие рациональные дроби. 

Изучив оба метода интегрирования: замену переменной и интегрирование по частям, 

перейдем к нахождению интегралов от различных классов элементарных функций. 

     Определение. Рациональной дробью называется отношение двух многочленов: 

n

1n

1

n

0

m

1m

1

m

0

n

m

a...xaxa

b..xbxb

)x(P

)x(Q
)x(R










.  

     В последующем постоянно предполагается, что дробь )x(R  несократима, т.е.  

многочлены )x(Pи)x(Q nm  не имеют общих корней. Рациональная дробь )x(R  

называется правильной, если nm , и неправильной, если nm . Рассмотрим 

несколько примеров. 

1x4x2x

7x5x4x
)x(R,

4x4x

1x2
)x(R,

3x

1
)x(R

23

235

32221











 . 



 

Здесь дробь )x(R1
 правильная, так как 2n,0m  ; дробь )x(R 2

 также правильная, 

так как 2n,1m  ; дробь )x(R3
 неправильная, так как 3n,5m  . Если дробь 

неправильная, то, разделив числитель на знаменатель, можно получить целую часть 

этой дроби – многочлен степени nm  , плюс некоторую правильную рациональную 

дробь. Таким образом, неправильная рациональная дробь представлена в виде 

)x(R)x(S)x(R 0nm   , где )x(S nm - многочлен степени nm  , а )x(R 0
- правильная 

рациональная дробь. 

     Пример.  Выделить целую часть дроби 
1x4x2x

7x5x4x
)x(R

23

235

3



 . 

Делим числитель на знаменатель «углом»: 

)остаток(3x14x12

4x16x8x4

7x2x4x4

x2x8x4x2

7x4x8x2_

)частное(4x2xxx4x2x

1x4x2x7x5x4x_

2
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22345

23235
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1x4x2x

3x14x12
4x2x

1x4x2x

7x5x4x
)x(R

23

2
2

23

235

3



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


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     Замечание. В простейших случаях, когда, например, 1nm  , эту работу можно 

выполнить  быстрее: 

                            
 

1x

2
1

1x

21x

1x

1x
)x(R1












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 

1x

8
3

1x

8)1x(3

1x

353x3

1x

5x3
)x(R 2

















 . 

     Поскольку интегрирование многочлена не представляет труда, то  по существу, 

дело сводится к интегрированию правильных рациональных дробей. Для этого 

потребуются некоторые новые понятия. 

    Хорошо известно, что квадратный трехчлен с вещественными корнями 21 xиx   

разлагается   на   линейные  множители:  )xx()xx(qpxx 21

2  .  

В общем случае многочлен степени   n  разлагается на  произведение линейных и 

квадратных множителей вида 

                  e

22

2

11

2k

21n )qxpx)...(qxpx()xx)...(xx()x(P  ,  

причем указанные трехчлены не имеют вещественных корней. При этом  говорят, что 

корень 1xx   - простой, корень 2xx   имеет  кратность  к. 

     Примеры   

     Многочлен   )1x)(1x(xxx)x(P 3

3   имеет  простые  вещественные  корни 

1x,1x,0x 321  . 



     Решение. Многочлен )4xx)(2x(x)x(P 22

4   имеет вещественный простой 

корень 2x  ; двукратный корень 0x  . 

     Определение.  Следующие рациональные дроби называются простейшими 

первого, второго, третьего и четвертого типов:  
k

0

2

0

1
)xx(

A
)x(R,

xx

A
)x(R





  

 k2
423

qpxx

BAx
)x(R,

qpxx

BAx
)x(R









 .  

Здесь 
0x,k,q,p,B,A - заданные числа, Nk .     

      В последующем постоянно предполагается, что трехчлен qpxx2    не имеет 

вещественных корней и, следовательно, не разлагается на линейные множители. 

     Примеры. Рассмотрим дроби  

   22
423221

8x4x

1x2
)x(R,

8x4x

1
)x(R,

1x

3
)x(R,

1x

1
)x(R













 .  

     Здесь )x(R1 - дробь первого типа, причем )x(R,2x 20  - дробь второго типа, где 

2k,1x0  . )x(R3 - дробь третьего типа, где 1B,0A  , причем трехчлен 

8x4x2    вещественных корней не имеет. Дробь  )x(R 4  принадлежит к четвертому 

типом, где 2k,1B,2A  . 

     Дроби x/1)x(R1     и  3

2 x/1)x(R  принадлежат соответственно к первому и 

второму типам, причем  0x0  . 

     Теорема о разложении рациональной дроби. Всякая правильная рациональная 

дробь разлагается в сумму простейших дробей первого – четвертого типов. При этом 

если  0xx    - простой  вещественный корень знаменателя )x(Pn , то в разложении 

ему  соответствует дробь  первого типа 
0xx

A


;  если 0xx   - вещественный корень 

кратностью k, то в разложении ему соответствует сумма  k дробей первого и второго 

типов: 

   k0

k
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0

2

0

1

xx

A
...

xx

A

xx

A








; если в знаменателе )x(Pn  имеется трехчлен 

11

2 qxpx  без вещественных корней, то в разложении дроби ему соответствует 

дробь третьего типа 
11

2 qxpx

BAx




; если, наконец, знаменатель )x(Pn  содержит 

множитель k

22

2 )qxpx(  , то в разложении ему соответствует сумма «k» дробей 

третьего и четвертого типов:   
   k22

2
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11
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
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Таким образом, разложение дроби 
)x(P

)x(Q
)x(R

n

m существенно зависит от того, какие 

корни имеет знаменатель )x(Pn . Поэтому разложение рекомендуется проводить по 

следующей схеме. 



     1. Найти все корни знаменателя )x(Pn
  и определить их кратность. 

     2. Написать разложение )x(Pn
 на линейные и квадратные множители. 

     3. Написать сумму простейших дробей в соответствии с  полученным   разложе-

нием знаменателя. 

     Пример 1.  Разложить дробь 
xx2x

3x3x2
)x(R

23

2

1



 . 

     Решение. Здесь знаменатель имеет разложение  xx2x)x(P 23

3  

   22 1xx1x2xx  . Отсюда следует, что 0x1   - простой вещественный 

корень, ему соответствует дробь 
x

A
; 1x 2  - вещественный двукратный корень, ему 

соответствует сумма дробей 
 2

1x

C

1x

A





. Поэтому данная дробь представлена 

суммой   
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)x(R
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     Пример 2.  Разложить дробь 
1x

1
)x(R

32


 . 

     Решение. Здесь )1xx()1x(1x 23  , причем трехчлен вещественных корней 

не имеет, поэтому  
1xx

CBx

1x

A

1x

1
)x(R

232
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






 . 

     Пример 3.  Разложить дробь 
   4x4x

1x2
)x(R

22 


 . 

     Решение. Здесь знаменатель   )4x()2x()2x()4x()4x()x(P 222

4   

имеет вещественные простые корни:  2x,2x 21  . Двучлен   4x2    веществен-ных 

корней  не  имеет: если   04x2  ,   то  4x,4x2  .   Поэтому  разло-жение 

дроби имеет вид    
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)4x()4x(

1x2
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222 













 . 

Теперь перейдем к нахождению неопределенных коэффициентов  разложения:  А, В, 

С,…. Существуют два способа их определения. Поскольку оба способа достаточно 

простые, рассмотрим их на конкретных примерах. 

      Первый способ. Дробь )x(R1  представлена в виде 
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Поскольку здесь знаменатели равны, то должны быть равны и числители. 

Cx)1x(Bx)1x(A3x3x2 22  . Имеет место равенство двух многочленов, 

которое выполняется тождественно, т.е. при любых значениям «х».  



Пусть, например,   ;3A,A3тогда,0x    при  ;4C,C41x   при 

5B,CB2A421x  . Таким образом, получили разложение дроби  

223
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)1x(
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
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     Замечание. Нахождение неопределенных коэффициентов А, В, С, … упрощается, 

если в качестве значений «х» брать  корни знаменателя. 

     Второй способ  покажем на следующем примере: 

)1xx()1x(

)1x()CBx()1xx(A

1xx

CBx

1x

A

1x

1
)x(R
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
 , 

)1x()CBx()1xx(A1 2  . В правой части раскроем скобки и приведем 

подобные члены, тогда   )CA(x)CBA(x)BA(1 2     или  

)CA(x)CBA(x)BA(1x0x0 22  . Приравнивая коэффициенты 

при одинаковых степенях  х  и свободные члены, получаем систему линейных 

уравнений относительно А, В, С:  1CA,0CBA,0BA  . Решив эту 

систему способом подстановки (или по формулам  Крамера), получим  

A1C,AB  . Подставим  эти значения во второе равенство: 

3/2C,2/1B,3/1A,1A3,0A1AA  . Получаем разложение 

дроби   
1xx

2x

3

1

1x

1

3

1

1xx

3/2x3/1

1x

3/1

1x

1
)x(R

2232

















 . 

     Замечание. Результат вычислений всегда можно проверить. Так, в последнем 

примере 

1x

1

1x

3

3

1

)1xx()1x(

2x2xx1xx

3

1

1xx

2x

1x

1

3

1
)x(R

332

22

22

























 . 

     Упражнение.  Разложить на простейшие дробь 
)4x()4x(

1x2
)x(R

223



 . 

Разложив дробь )x(R  на простейшие  и  проинтегрировав  полученное  равенство, 

получим в правой части (в общем случае) сумму следующих четырех интегралов: 

dx
)qpxx(

BAx
J,dx

qpxx

BAx
J

,dx
)xx(

A
J,dx

xx

A
J

k2423

k

0

2

0

1



 

















 

Первый из них  по существу  табличный:  CxxlnA
xx

dx
AJ 0

0

1 


  . Второй 

интеграл  степенной: 

  C
1k

)xx(
AdxxxA

)xx(

dx
AJ

1k

0k

0k

0

2 











 . 

Третий интеграл был рассмотрен выше. 



     Рассмотрим  подробнее  интеграл  4J , 2k  . Так как    px2qpxx2 


 ,  чи-

слитель представляем в виде    Npx2MBAx  , 

 
 

   
 












  k0k2k2k2

4 JNJM
qpxx

dx
N

qpxx

dxpx2
Mdx

qpxx

N)px2(M
J . 

Интеграл 

0J   степенной, так как  

     
 








 C
1k

qpxx
qpxxdqpxxJ

1k2
2k2

0 . 

Для нахождения интеграла kJ  выделим из трехчлена полный квадрат: 

2

pq4
a,

2

p
xu,au

4

pq4

2

p
xqpxx

2

22
22

2 












 . 

Тогда  
  


k22

k

au

du
J . Этот интеграл находится с помощью рекуррентного 

соотношения (15). Впрочем  интеграл  может быть найдем с помощью 

тригонометрической подстановки  dttsecadu,ttgau 2  .   

     Пример. Найти интеграл dx
)2x2x(

1x
J

22 


 .  

     Решение. Так  как   2x2)2x2x( 2  ,  получим  N)2x2(M1x  . 

Тогда ,2N,2/1M,1NM2,1M2   2)2x2(2/11x  . 

 

 
 

   

   
 

 
.1xuгде,

)1u(

du
2

1

2x2x

2

1

1)1x(

dx
22x2xd2x2x

2

1

2x2x

dx
2

2x2x

dx2x2

2

1
dx

2x2x

22/2x2
J

222

12

222

222

222222







































 

22
J2

2x2x

1

2

1
J 


 . Полагая   в формуле  (15)  1k  , получим 

122 J
2

1

)1u(

u

2

1
J 


 , где uarctg

1u

du
J

21 


  , 

1xu,uarctg
1u

u

2

1
uarctg

2

1

)1u(2

u
J

222 













 . Окончательно находим 

.C)1x(arctg
)2x2x(2

3x2
J

,C)1x(arctg
2x2x

1x

2x2x

1

2

1
J

2

22
















 



Для сравнения найдем  


222
)1u(

du
J , где  1xu   с помощью подстановки  

dttsecdu,ttgu 2  . Тогда tsec1ttg1u 222  . Поэтому   

 


 dttcos
tsec

dt

tsec

dttsec
J 2

24

2

2 . Так  как   tcos2t2cos1 2 ,  получим  

2

t2cos1
tcos2 
 , Ct2sin

4

1
t

2

1
dtt2cos

2

1
dt

2

1
dt

2

t2cos1
J 2 


  .          

Из подстановки следует, что )1x(arctguarctgt  , 

2x2x

)1x(2

u1

u2
2

ttg1

1

ttg1

tgt
2tcostsin2t2sin

2222 











 , 

 
C

2x2x2

)1x(
)1x(arctg

2

1
J

22 



 . 

    Решить примеры   

                        

.
)5x4x(

1x2
J,dx

xx

1xx
J

,dx
4x4xx

7x3
J,

8x2x

2x
J

2244

2

3

23224

3

1

























. 

 

      

Тема № 5. Интегрирование иррациональных функций 

 

    Цель занятия - научиться брать интегралы видов: 

  dxx,...,x,xfJ n qm p

1   ,                                   dxbax...,,)bax(,xfJ n qm p

2 , 

 





































 dx

dcx

bax
...,,

dcx

bax
,xfJ n

q

m

p

3 ,        dxxa,xfJ 22

4   , 

  dxxa,xfJ 22

5   ,                                     dxax,xfJ 22

6   . 

     Здесь предполагается, что подынтегральная функция f рациональна относительно 

всех своих аргументов. Эти интегралы находятся по одной схеме: необходимо 

выбрать подстановку таким образом, чтобы все радикалы исчезли, т. е. чтобы после 

замены переменной были получены интегралы от рациональных функций 

относительно новой переменной  t . 

     В первом случае к цели приводит подстановка ktx  , где  

  dttкdx,n,...,mк.о.нK 1k

1   . 

 

     Пример.  




1x

1ч
J

3

1 .  

 



     Решение.  Здесь   62,3к.о.нК  , поэтому dtt6dx,tx 56  . После замены 

получим  

 



























dt
1tt

tt
6
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)1tt()1t(

t)1t()1t(
6dt

1t

t1t
6dtt

1t

1t
J

2

56

2

5

3

52
5

6

3 6

1

. 

Это интеграл от неправильной рациональной дроби. Разделив числитель на знаме-

натель, получим 










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
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1tt

dtt
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2

t
6
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t
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t
6dt

1tt

t
ttt6J

2

235

2

24

1 .    

      Так как    1t21tt 2 


 , получим 

  2/1N,2/1M,0NM,1M2,N1t2Mt  . 

 

 

   
.

2/32/1t

dt

1tt

dt1t2
3t3t2t

5

6

dt
1tt

2/12/1t2
6t3t2t
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6
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C
3

1t2
arctg321ttln3t3t2t

5

6
J 2235

1 


 . 

     Так как  6tx  , 6 xt  , находим 

C
3

x2
arctg321xxln3x3x2x

5

6
J

6
66 26 26 36 5

1  , 

C
3

1x2
arctg321xxln3x3x2x

5

6
J

6
636 5

1 


 . 

    Интеграл  2J  берется аналогично:    n...,,m.к.о.нkгде,tbax k  . Тогда 

dtta/kdx,)bt(a/1x 1kk   . 

 

     Пример.  Найти интеграл  


42
1x21x2

dx
J . 

 

     Решение. Здесь полагаем, что  dtt2dx,
2

1t
x,t1x2 3

4
4 


 . 

 







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




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



 dt

1t

1
1t2dt

1t

1)1t(
2

)1t(t

dtt
2

tt

dtt2
J

23

2

3

2 , 

  42

2 1x2tгде,C1tlnt2/t2J  ,

C11x2ln1x221x2J 44
2  .Для интеграла 3J  берем подстановку  



kt
dcx

bax





, где  n...,,mнокk  . Из подстановки находим  х   и затем dx. После  

замены переменных получим снова интеграл от рациональной дроби. 

 

     Пример. Найти интеграл  





x

dx

x1

x1
J 3 . 

     Решение. 
2t

x1

x1





. Отсюда находим  х  и dx: xttx1 22  ,  1txtx 22  , 

                                         1t1tx 22  , 
1t

1t
x

2

2




 ,  

                













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 dt
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2    
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





 .  

После  замены  переменных  получим  интеграл  от  рациональной  дроби  

  



1t1t

dtt
4J

22

2

3 . Разлагаем  дробь  на  простейшие:  
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          1tDCt1t1tB1t1tAt 2222  . 
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Решив систему уравнений, получим  2/1D,0C,4/1B,4/1A  , 

    1t

2/1

1t

4/1

1t

4/1

1t1t

t
222

2


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
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



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 Интегрируя почленно, найдем 






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23 , Ctarctg21tln1tlnJ3  , 
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1t
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lnJ 3 




 . Из подстановки следует, что  

x1

x1

x1

x1
t









 , 
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C
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


 . 

 

 

Тригонометрические подстановки 



 

     Интегралы 
654 J,J,J  удобно находить с помощью тригонометрических 

подстановок. При этом часто используются тригонометрические тождества 

teccostctg1,tsecttg1,1tcostsin 222222  .  

В интеграле   dxxa,xfJ 22

4    к цели приводит подстановка tsinax  , 

tcosatsinaaxa,dttcosadx 22222  . В итоге получаем интеграл  

   dttcosatcosa,tsinafJ 4 , не содержащий иррациональностей.  

             

         а           х 

            t 

     22 xa   

 

      

     Пример. Найти  


2
4

x4x

dx
J . 

 

     Решение.   tcos2tsin14tsin44x4,dttcos2dx,tsin2x 222  , 

          а          х       C
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t
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tsin
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1

tcos2tsin2

dttcos2
J 4 




  , ,2/xtsin   
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tcos

2
 , 

2x42

x

tcos1

tsin

2

t
tg





 , 

                               C
x42

x
ln

2

1
J

2
4 


 . 

Интеграл    dxxa,xfJ 22

5  находится с помощью подстановки tgtax  .Тогда  

dttsecadx 2  , tsecatseca)ttg1(attgaaxa 222222222  . 

  dttsecatseca,tgtafJ 2

5   . В качестве упражнения найдите интеграл 





25

x1x

dx
J . Наконец,  в интеграле    dxax,xfJ 22

6      цель  достигается  с  

помощью   подстановки    tsecax  .   Тогда    dttgttsecadx  ,      22 ax  

  tgtattga1tsecaatseca 2222222  . Здесь использовалось тождество 

tsecttg1 22  , откуда ttg1tsec 22  . Возврат к старой переменной «х»  выполняется 

также с помощью прямоугольного треугольника. 

     Пример. Найти интеграл   


1xx

dx
J

22
6 . 

При этом возврат к старой переменной «х» проще выполнить с 

помощью прямоугольного треугольника. Так как а/xtsin  , 

то получаем треугольник со сторонами (теорема Пифагора). 

Отсюда находится любая тригонометрическая функция. 



     Решение. Полагаем  tgtttg1tsec1x,dttgttsecdx,tsecx 222  . 

После замены переменных получим   

 



 Ctsindttcos

tsec

dt

tgttsec

dttgttsec
J

26 . 

Так как  
x

1x

x

1
1tcos1tsin,x/1tcosнаходим,

tcos

1
x

2

2

2 
 . 

C
x

1x
J

2

6 


 . 

 

Решить самостоятельно 

 

    Найти интегралы 

.dx
1x

1x
J,

x

dxx1
J,

x9

dxx
J

,dx4xJ,dx
x3

x3x
J,

1x

dx
J

3
62

2

5
2

2

4

2

3

4

231



 





















 

 

      

Занятие № 6. Интегрирование тригонометрических функций 

 

     Цель занятия - научиться  брать интегралы вида   dxxsin,xcosRJ    ,  где R- 

рациональная функция относительно xsin,xcos . 

     Интегралы вида J находили в конце прошлого занятия в примерах 654 J,J,J  где 

использовались тригонометрические подстановки. Разобранные там примеры были 

достаточно простые. В общем же случае вопрос решает следующая теорема. 

 

     Теорема. Всякий интеграл   J  с помощью подстановки  t2/xtg  приводится к 

интегралу от рациональной дроби. 

 

     Доказательство. Из подстановки следует, что ,arctgt2x,arctgt2/x   
2t1

dt2
dx


 .   

Кроме того, используем известные формулы тригонометрии:  

222

2

2

2

t1

t2

2/xtg1

2/xtg2
xsin,

t1

t1

2/xtg1

2/xtg1
xcos















 .   

 

    После   замены dxиxsin,xcos  их значениями получим интеграл от рациональной 

дроби относительно t. Подстановка  t2/xtg   в силу  ее всеобщности называется 

универсальной тригонометрической подстановкой.  
 



     Пример. Найти интеграл   xcosxsin1

dx
.  

     Решение. После замены dx,xcos,xsin  их значениями, получим  

C1tln
1t

dt

t1

t1

t1

t2
1

)t1/(dt2
J

2

2

2

2















  , где 

2

x
tgt  , C1

2

x
tglnJ  . 

     Пример. Найти самостоятельно интеграл   


xcos7xsin48

dx
J . 

Универсальная подготовка (в силу ее  всеобщности) зачастую приводит к 

рациональным дробям, интегрирование которых достаточно сложно и громоздко. 

Кроме того, во многих случаях к цели приводят более простые методы. Приведем 

некоторую классификацию частных случаев. 

 

Интегралы вида      dxkxcoskxsinJ nm

n,m . 

 

Здесь возможны следующие случаи. 

     1. Оба показателя степени:  m и  n – четные положительные числа (один из них 

может быть нулем). Тогда к цели приводят так называемые формулы понижения 

степени: 







 2sin
2

1
cossin,

2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin 22

. 

 

 

     Пример.  Найти интеграл   dxx3sinJ 4 . 

Так как 
4

x6cosx6cos21
x3sinнаходим,

2

x6cos1
x3sin

2
42 




  и заменяем 

2

x12cos1
x6cos2 
 . 

 После упрощений получим     8/x12cosx6cos43x3sin 4  , 

  C96/x12sin12/x6sinx8/3dxx12cosx6cos438/1J   . 

     2. Хотя бы одно из чисел m  или  n – нечетное положительное число. Тогда 

применяем метод отщепления от нечетной степени xcosилиxsin  и используем 

формулы  2222 cos1sin,sin1cos . 

 

     Пример. Найти интеграл    dxxcosxsinJ 23 . 

     Решение.         dxxsinxcosxcos1dxxsinxcosxsinJ 2222  

          dxxsinxcosdxxsinxcosdxxsinxcosxcos 4242  



C
5

xcos

3

xcos
)x(cosdxcos)x(cosdxcos

53
42    . 

 

     Пример. Решите самостоятельно    dxx2sinJ 3 . 

     3. Если  m и n – целые отрицательные числа одинаковой четности, то к цели 

приводит метод отщепления. 

 

     Пример.      dxxsecxsecdxxsec
xcos

dx
J 224

4
. 

     Решение. 

  C
3

xtg
tgxdxxsecxtgdxxsecdxxsecxtg1J

3
22222    . 

     4. В некоторых случаях эффективно использование тождества  22 sincos1  

или даже  222 sincos1  . 

 

     Пример.  Найти интеграл   


xsinxcos

dx
J

3
. 

     Решение.     

           













xsinxcos2

dx2

xsin

dxxcos
dx

xsinxcos

xsinxcos
dx

xsinxcos

1
J

33

22

3
, 

                          
 

Cxtglnx
2

xsin

x2sin

dx2
xsindxsinJ

2
3









 , 

                                          Cxtgln2
xsin

1

2

1
J

2
 . 

     Интегралы вида    dxxktgJ m

1 , dxxkctgJ m

2  , где m – целое 

положительное число, находятся с помощью тождеств 1sectg 22  , 

1eccosctg 22  . 

     Пример. 

    dx1x3secx3tgdxk3tgx3tgdxx3tgJ 22224

     

.Cxx3tg
3

1
x3tg

9

1
dxdxx3sec

3

x3tg

3

1

dx1x3secx3tgdx3tg
3

1
dxx3tgdxx3secx3tg

32
3

22222

 

 




 

     Пример. Найти интеграл   dxxctgJ 3 . 

     Решение.     dxxeccosxctgdx1xeccosxctgdxxctgctgxJ 222  

Cxsinln
2

xctg
dxctgx

2

  . 



 

     Следующие три интеграла берутся с помощью известных формул 

тригонометрии  x)nm(sinx)nm(sin
2

1
nxcosmxsin,dxnxcosmxsinJ1   , 

          x)nm(cosxnmcos
2

1
nxsinmxsin,dxnxsinmxsinJ 2   , 

                x)nmcos(x)nmcos(
2

1
nxcosmxcos,dxnxcosmxcosJ3  . 

 

     Пример. Найти интеграл   dxx5cosx2sinJ . 

 

     Решение.         dxx3sin
2

1
dxx7sin

2

1
dx)x3sin(x7sin

2

1
J  

Cx3cos
3

1

2

1
x7cos

7

1

2

1


















 ,   Cx3cos

6

1
x7cos

14

1
J  . 

     Подстановка ttgx   рекомендуется для нахождения интеграла   dxtgxRJ , а 

также в тех случаях, когда в интеграле   dxxcosxsinJ nm  числа  m   и   n  - четные 

(положительные или отрицательные). Здесь используются известные формулы 

тригонометрии: 
22

2

2

2

2

2
2

t1

1

xtg1

1
xcos,

t1

t

xtg1

xtg
xsin











 . 

 

     Пример. Найти интеграл   xsin

dx
J

4
. 

     Решение. 
 22

4
4

2
t1

t
tsin,

t1

dt
dx,tarctgx,ttgx





 , 

 
   














244

2

42

22

224

2

t

dt

t

dt
dt

t

t1
dt

tt1

t1

)t1(/t

)t1(/dt
J , 

C
t

1

t

1

3

1
C

1

t

3

t
dttdttJ

3

13
24 










  . Так как xtgt  , то окончательно  

получим Cctgxxctg
3

1
C

tgx

1

xtg

1

3

1
J 3

3
 . 

     Замечание. Для интегралов   ,dxxcosJ,dxxsinJ k

k

k

k  где k- натуральное 

число, методом интегрирования по частям можно получать рекуррентные 

соотношения, приведенные в таблице интегралов. 

 

Решить самостоятельно 

 



 






 ,

xcosxsin

dx
J,

xcos5xsin3

dx
J,

xcos53

dx
J 32221  

 


xcos1

dxxsin
J

2

3

4 ,    dx
tgx1

tgx1
J,dxx3sinJ 6

5

5   


 . 

     Выше были рассмотрены основные приемы и формулы для нахождения 

неопределенных интегралов. Следует отметить, что многие функции не 

интегрируются в конечном виде. Так, например, функция 
x

xsin
y  непрерывна в 

промежутке  ,0 , однако, интеграл от нее    xsidx
x

xsin
 (интегральный синус) 

не  выражается   в   конечном виде через элементарные функции. То же самое 

относится  к 

интегралам    xcidx
x

xcos
  (интегральный косинус),     xli

xln

dx
 (интегральный   

логарифм). 

     Замечание. Во многих случаях заданный интеграл  dx)x(f  может быть найден 

различными способами. Так, например, интеграл  


22 xa

dx
J  с помощью 

подстановки  dttcosadx,tsinax    дает  Ctdt
tcosa

dttcosa
J 




  , где  

a

x
arcsint  , C

a

x
arcsinJ  . С другой стороны, если возьмем подстановку 

 xatxa 22  , то 
  1t

at2
xa,

1t

dtat4
dx,

1t

1t
ax

2

22

222

2












 .  

Поэтому 
xa

xa
t,Ctarctg2

1t

dt
2

xa

dx
J

222 








  .  

     Окончательно C
xa

xa
arctg2

xa

dx
J

22








  . Этот результат лишь формой 

отличается от предыдущего, так как     

                    
22 xa

1
C

a

x
arcsinC

xa

xa
arctg2




































 . 

 
      


