
Типавой расчет №1 (2-0й сем.) 

“ НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ” 

1 Первообразная и неопределенный интеграл 

 

При выполнении предыдущих контрольных работ мы столкнулись с тем, что ряд 

физических и геометрических задач сводится к нахождению производных от функций. 

Наряду с этим ряд задач сводится к обратной операции–отысканию функции по ее 

производной. Эта операция называется интегрированием, следовательно, 

интегрирование должно заключаться в следующем: задана производная –требуется 

найти функцию. 

Определение. Функцию  xFy  , заданную на промежутке x , называют 

первообразной для функции  xfy  , заданной на том же промежутке, если для всех 

Xx  выполняется равенство    xfxF   (или, что то же самое, равенство 

   dxxfxdF  ). Например, для функции   cosf x x  первообразной будет функция 

  xxF sin , т. к.      sin cosF x x x f x


     для всех x ; для функции 
23x  

первообразной будет функция 
3x , т.к.  3 23x x


  для всех x ; для скорости V  точки 

первообразной будет путь S , который прошла эта точка, т. к. tS V  , и так далее. 

Так как первообразная имеет производную, следовательно, она непрерывна. Но 

верно и более глубокое утверждение: если функция  xf  непрерывна, то  она имеет 

первообразную. В интегральном исчислении мы будем иметь дело только с 

непрерывными функциями.  

Если функция  y F x  является первообразной для функции  y f x  на 

промежутке X , то и любая из функций вида   CxFy   является первообразной для 

 y f x  на том же промежутке. Это следует из того, что 

        xfxfCxFCxF 


 0 . 

Нетрудно убедиться в верности и обратного утверждения: если  xF  есть 

первообразная  xf , то все первообразные для  xf  содержатся в формуле   CxF  . 

Определение. Совокупность всех первообразных для заданной функции  xf  на 

промежутке x  называется неопределенным интегралом этой функции и обозначается 

так:   dxxf  (читается: ”интеграл эф от икс дэ икс”); 

  xf  называется подынтегральной функцией; 

 произведение  dxxf – подынтегральным выражением; 

  знаком интеграла; 

 x – переменной интегрирования. 

Если  xF  есть первообразная для  xf , то     CxFdxxf   (C–произвольная 

константа). Например, cos sin ;xdx x C   2 33 .x dx x C   

Из определения интеграла следует, что каждой формуле дифференциального 

исчисления    xfxF   соответствует формула     СdxxFdxxf   в интегральном 



исчислении, так что в частности вся таблица производных может быть переписана в 

виде таблицы интегралов: 
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IX. cos sinxdx x C  ;                       X. sin cosxdx x C   ; 
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   
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a

   .  

Займемся теперь основными свойствами неопределенных интегралов и правилами 

их вычисления. 

Примем без доказательства свойства неопределенного интеграла: 

1.     ;xfdxxf 


  

2.     ;Cxfdxxf   

3.     ;dxxfdxxfd   

4.     Cxfdxxdf  ; 

5.   dxxfkdxxkf )()(  (k–постоянная); 

6.     dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

 

 

1. Интегрирование подстановкой 

Замена переменной (подстановка)  tx   в интеграл производится по формуле 

        dtttfdxxf ;                                   (1.1) 

при этом говорят, что в интеграле слева сделана замена переменной (подстановка) 

 tx  . Формулой (1.1) можно пользоваться следующим образом: подобрать функцию 

 tux   так, чтобы, подставив вместо x  подынтегральное выражение, получить более 

простой интеграл. 



Пример 1. Найти   .3 dxxx  

Решение. С целью упрощения подынтегрального выражения положим 23 tx  . 

Отсюда 32  tx ;  32  tddx ;   dttddx


 32 ;
2( ) 3dx t dt   

 
; 

 2 0dx t dt  ; dttdx 2 . Заменив всюду под интегралом x  на 
2( ) 3t t   , получим 

        dtttdttttdxxx 2422 62233   dttdtt 24 62  
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Пример 2. Найти .
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Решение. Заметим, что   .
224 xx ee   Целесообразно ввести переменную te x 2 . 

Тогда dtde x 2 ;   dtdxe x 
2 ; dtdxe x 22 . Заменив всюду под интегралом 2xe dх  на 

2

dt

, xe2 на t , получим 
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Пример 3. Найти .
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Решение. Заметим, что xddxx cossin  , т.к. 

  dxxdxxxd sincoscos 


 . Целесообразно ввести переменную xt cos . 

Заменив всюду под интегралом dxxsin  на dt , xcos  на t , получим  

2 2

2 2

2sin
2 2ln 3 2ln cos 3 cos .

3 cos 3

xdx dt
t t C x x C

x t

           

 
  Пример 

4. Найти  sin 3 1 .x dx  

Решение. Заметим, что  
1

3 1
3

dx d x  , т.к.  3 1d x     3 1 3x dx dx


   . 

Целесообразно ввести переменную 3 1t x  . Тогда 
1

3
dx dt . Заменив всюду под 

интегралом dx  на 
1

3
dt , 3 1x   на t ; получим  

   
1 1 1

sin 3 1 sin cos cos 3 1
3 3 3

x dx tdt t x C         . 

На основании вышеизложенного можно ввести формулу 



   
1

f ax b dx F ax b C
a

    ,                                (1.2) 

где  F x  – первообразная функции  f x . 

Тогда 
2 3 2 31

.
2

x xe dx e C    

Из формулы (1.2) получим 

1.    
1

sin cosax b dx ax b C
a

     . 

2.    
1

cos sinax b dx ax b C
a

    . 

3. 
 

 
1 1

lndx ax b C
ax b a

  
 . 

2. Интегрирование по частям 

Пусть  xuu   и  xvv   имеют непрерывные производные на некотором 

промежутке x . Найдем дифференциал производных этих функций: 

  dvvuduvuuvd  . 

Так как по условию функции vu  и vu   непрерывны, можно проинтегрировать обе 

части этого равенства:     dvvudxvuuvd , или     udvduvuvd , но 

  Cuvuvd  , следовательно, 

u dv uv vdu   .                                        (1.3) 

Формула (1.3) называется формулой интегрирования по частям.  

Сущность метода интегрирования по частям вполне соответствует его названию. 

Дело в том, что при вычислении интеграла этим методом подынтегральное выражение 

 dxxf  представляют в виде произведения множителей  xu  и  xdv ; при этом dx  

обязательно входит в  xdv . В результате получается, что заданный интеграл находят 

по частям: сначала находят  dv , а затем  dvv . Естественно, что этот метод применим 

лишь в случае, если задача нахождения указанных интегралов более проста, чем 

нахождение заданного интеграла. 

Пример 1. Найти sinx xdx . 

Решение. Положим xu  ; dxxdv sin , тогда dxdu  ; sin cosv xdx x   . 

По формуле (1.3) находим 

sin cos cos cos sinx xdx x x xdx x x x C       . 

Рассмотрим некоторые конкретные способы разбиения подынтегрального 

выражения на множители u  и dv . 

В интегралах вида   axP x e dx ,  sinP x axdx ,  cosP x axdx , 

где  P x многочлен относительно x ; a некоторое число, полагают  u P x , а все 

остальные сомножители – за dv . 

Пример 2. Найти   25 xx e dx . 



Решение. Положим 5 xu ; 
2xdv e dx , тогда   dxxdu


 5  или dxdu  , т.к. 

  10155 


 xx . Следовательно, оставшиеся сомножители равны dv . Таким 

образом, 
2 1

2
2

xdv e d x , интегрируя последнее равенство, получим 

xx exdev 22

2

1
2

2

1
  . 

По формуле (1.3) находим 

   
 2 2 2 2 251 1 1 1
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В интегралах вида   lnP x ax dx ,  arcsinP x axdx , 

 arccosP x axdx ,  arctgP x xaxdx ,  arcctgP x axdx  полагают  P x dx dv , а 

остальные сомножители – за и. 

Пример 3. Найти  3 25 2 3 lnx x x dx  . 

Решение. Положим lnu x ;  3 25 2 3dv x x dx   , тогда  
1

lndu x dx dx
x
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 
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Следовательно, 
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3. Интегрирование простейших дробей 

Рациональной дробью называется функция R(х), представленная в виде 

( )
( )

( )

P x
R x

Q x
 , 

где Р (х) и Q (х) – многочлены с действительными коэффициентами. 

Рациональная дробь R(x) называется правильной, если степень числителя меньше 

степени знаменателя. 



Всякая правильная рациональная дробь может быть представлена в виде 

суммы конечного числа простейших дробей следующих четырех типов: 

 
;

n

А А

х а х а 
 (n > 1 натуральное число); 

 
2

2
;

n

ax b ax b

px qx d px qx d

 

   

 (n > 1 натуральное число), 

где 
2 4 0q p d  , т. е. корни знаменателя мнимые. 

Таким образом, для интегрирования правильных рациональных дробей достаточно 

уметь: 1) интегрировать простейшие дроби; 2) разлагать рациональные дроби на 

простейшие. 

Пример 1. 
А

dx
х а . 

Решение. Заметим, что  ахddx  , т.к.     dxdxаxахd 
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Пример 2. 
 
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Решение. 
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Для интегрирования простейших дробей третьего вида 



dx

dqxpx

bax
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вычисляют, используя замену переменных  
22

1 2 q
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Пример 3. Найти 
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Решение. Сделаем замену переменных  21
4 12
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Заменив всюду под интегралом x  на  2t , dx  на dt , получим 
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