
Нелинейные операции над векторами 

 

1. Скалярное произведение векторов. 

 

 Определение. Скалярным произведением векторов a


 и b


 называется число, равное 

произведению длин этих сторон на косинус угла между ними. 

 

a

b


 =  a

b


cos 

 

 

 Свойства скалярного произведения: 

 

1) a

 a


 =  a

2; 

2) a

b


 = 0, если a

b


 или a


= 0 или b


 = 0. 

3) a

b


 = b

 a


; 

4) a

(b


+ c ) = a

b


+ a

 c ; 

5) (m a


)b


 = a

(mb


) = m( a


b


); 

 

Если рассматривать векторы ),,();,,( bbbaaa zyxbzyxa в декартовой прямоугольной 

системе координат, то 

 

a

b


 = xa xb +  ya yb + za zb; 

 

 Используя полученные равенства, получаем формулу для вычисления угла между 

векторами: 

ba

zzyyxx bababa 



cos ; 

  

Пример.  Найти (5 a


 + 3b


)(2 a


 - b


), если .,3,2 baba


  

10 a

 a


- 5 a

b


+ 6 a

b


- 3b

b


 = 10 1327403
22

 ba


, 

 т.к. 0,9,4
22

 babbbaaa


. 

  

 Пример. Найти угол между векторами a


и b


, если ,32 kjia


  

kjib

246  . 

Т.е. a


 = (1, 2, 3),     b


= (6, 4, -2) 

a

b


= 6 + 8 – 6 = 8: 

5641636;14941  ba


. 

Cos = .
7

2
arccos;

7

2

14

4

14142

8

5614

8
   

 

 Пример.  Найти скалярное произведение (3 a


 - 2b


)(5 a


 - 6b


), если 

.3/^,6,4  bаba


 



15 a

 a


- 18 a

b


- 10 a

b


+ 12b

b


 = 15 
2

1
6428161512

3
cos28

22
bbaa
 

 

+ 1236 = 240 – 336 + 432 = 672 – 336 = 336. 

 

 Пример. Найти угол между векторами a


и b


, если ,543 kjia


  

kjib

354  . 

Т.е. a


 = (3, 4, 5),     b


= (4, 5, -3) 

a

b


= 12 + 20 – 15 =17 : 

5092516;5025169  ba


. 

Cos = .
50

17
arccos;

50

17

5050

17
   

 

 Пример. При каком m векторы jima


  и kjib

433   перпендикулярны. 

 

a


= (m, 1, 0);      b


= (3, -3, -4) 

1;033  mmba


. 

 

 Пример. Найти скалярное произведение векторов cba

432   и cba


765  , если 

.
3

^^^,3,2,1


 cbcabacba


 

( cba

432  )( cba


765  ) =  cbbbbacabaaa


211815141210  

 

10282420  cccbac


ccbbcbcabaaa

 2818453427 = 10 + 

 

+ 27 + 51 + 135 + 72 + 252 = 547. 

2. Векторное произведение векторов. 

 

 Определение. Векторным произведением векторов a


и b


 называется вектор c


, 

удовлетворяющий следующим условиям: 

1) sinbac


 , где  - угол между векторами a


и b


,  

  0;0sin  

2) вектор c


ортогонален векторам a


и b


 

3) a


, b


и c


 образуют правую тройку векторов. 

Обозначается: bac


  или ],[ bac


 . 

 

 

                                                     c


 

                                                             b


 

                                                                 
                                        

                                                              a


 

 

Свойства векторного произведения векторов: 

 

1) baab


 ; 



2) 0ba


, если a

b


 или a


= 0 или b


= 0; 

3) (m a


)b


= a

(mb


) = m( a


b


); 

4) a

(b


+ с


) = a


b


+ a

 с


; 

5) Если заданы векторы a


(xa, ya, za) и b


(xb, yb, zb) в декартовой прямоугольной системе 

координат с единичными векторами kji

,, , то 

 

a

b


=

bbb

aaa

zyx

zyx

kji


 

 

6) Геометрическим смыслом векторного произведения векторов является площадь 

параллелограмма, построенного на векторах a


и b


. 

 

 

 Пример.  Найти векторное произведение векторов  kjia


 52 и  

kjib

32  . 

a


 = (2, 5, 1);    b


= (1, 2, -3) 

kjikji

kji

ba















 717
21

52

31

12

32

15

321

152 . 

 

 

 Пример. Вычислить площадь треугольника с вершинами А(2, 2, 2), В(4, 0, 3), 

С(0, 1, 0). 

 
)1;2;2()23;20;24(

)2;1;2()20;21;20(





AB

AC
 

.625)24(

)42()41(
22

12

12

22

12

21

122

212

kjik

jikji

kji

ABAC


























 

.6536425  ABAC    
2

65
S (ед2). 

 

 Пример. Доказать, что векторы kjia

237  , kjib


873  и kjic


  

компланарны. 

 












































540

540

111

~

237

873

111

, т.к. векторы линейно зависимы, то они компланарны. 

 

 Пример. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах baba


 3;3 , 

если .30^;1 0 baba


 



abababbbabbaaababa


 89393)3()3(  

430sin8 0  abS


(ед2). 

 

3. Смешанное произведение векторов. 

 

 Определение. Смешанным произведением векторов a


, b


 и c


 называется число, 

равное скалярному произведению вектора a


 на вектор, равный векторному произведению 

векторов b


 и c


. 

 Обозначается cba

 или (a


, b


, c


).  

Смешанное произведение cba

 по модулю равно объему параллелепипеда, построенного на 

векторах a


, b


 и c


. 

                             cb


  

 

 

 

 

    a


 

 

 

     c


 

      

 

    

       b


 

 

 

 

 

 

Свойства смешанного произведения: 

 

 1)Смешанное произведение равно нулю, если: 

  а)хоть один из векторов равен нулю; 

  б)два из векторов коллинеарны; 

  в)векторы компланарны. 

 2) )()( cbacba


  

 3) ),,(),,(),,(),,(),,(),,( bcaabccabbacacbcba


  

 4) ),,(),,(),,( 2121 cbacbacbaa


   

 5) Объем треугольной пирамиды, образованной векторами a


, b


 и c


, равен 

 cba 
,,

6

1
 

 6)Если ),,( 111 zyxa 


, ),,(),,,( 333222 zyxczyxb 


, то 

333

222

111

),,(

zyx

zyx

zyx

cba 


 

 



 Пример. Доказать, что точки А(5; 7; 2), B(3; 1; -1), C(9; 4; -4), D(1; 5; 0) лежат в одной 

плоскости. 

Найдем координаты векторов: 

)2;2;4(

)2;3;4(

)1;6;2(







AD

AC

AB

 

Найдем смешанное произведение полученных векторов: 

0

0100

0150

160

0100

0150

162

224

234

162

















 ADACAB , 

Таким образом, полученные выше векторы компланарны, следовательно точки A, B, C и D 

лежат в одной плоскости. 

 

 Пример. Найти объем пирамиды и длину высоты, опущенной на грань BCD, если 

вершины имеют координаты A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), C(6; 2; 3), D(3; 7; 2). 

 

Найдем координаты векторов: 

)2;1;4(

)3;4;1(

)4;3;2(







BC

BD

BA

 

Объем пирамиды 

)(20)683022(
6

1

))161(4)122(3)38(2(
6

1

214

341

432

6

1

3ед

V













 

Для нахождения длины высоты пирамиды найдем сначала площадь основания BCD. 

.171011)161()122()38(

214

341 kjikji

kji

BCBD








  

510289100121171011 222 BCBD  

Sосн = 2/510 (ед2) 

Т.к. V = 
3

hSосн  ;     .
17

5104

510

1203


оснS

V
h (ед) 

 

 

 

 

 

 

 
 


