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ПРЕДИС ОВИЕ 
 

 урс «Основы теории информации и кодирования» читается 
ту

й на бумажном носителе для данного 

тавляет сис-

ы тео-

 
Л

К
с дентам III курса (5-й и 6-й семестры) кафедры «Управляющие 
интеллектуальные системы». Предлагаемое учебное пособие фак-
тически завершает издание учебно-методических материалов для 
данного курса. Ранее были изданы учебные пособия (Березкин Е.Ф. 
Сборник задач по курсу "Основы теории информации и кодирова-
ния". – М.: МИФИ, 2002; Березкин Е.Ф. Основы теории информации и 
кодирования. Лабораторный практикум: Учебно-методическое посо-
бие. – 2-е изд., перераб. и доп. – М.: МИФИ, 2009), которые предназна-
чены для самостоятельной подготовки студентов к практическим 
занятиям и лабораторным работам. Кроме теоретического мате-
риала в новое учебное пособие частично вошли задачи из указан-
ного выше сборника задач.  
 Помимо учебных пособи
курса разработан специализированный компьютерный учебник 
ОТИК 4.15 нового поколения, который интенсифицирует учебный 
процесс и обеспечивает формирование знаний, умений и навыков 
на уровне применения, а также на уровне творчества. 
 В целом весь комплекс учебных материалов предс
темно-деятельностный подход, который акцентирует внимание на 
результате образования, причем в качестве результата рассматри-
вается не сумма усвоенной информации (математических моде-
лей), а способность действовать в определенных ситуациях. 
 В отличие от опубликованных пособий (Панин В.В. Основ
рии информации. Ч.1. – М.: МИФИ, 2001; Панин В.В. Основы теории 
информации. Ч.2. Введение в теорию кодирования. – М.: МИФИ, 
2004), адресованных в первую очередь специалистам в области 
разработки и эксплуатации электронных измерительных систем, 
данное пособие ориентировано на будущих проектировщиков ин-
формационных систем и цифровых комплексов обработки данных. 
Учебное пособие содержит более простые объяснения, излагаю-
щиеся, по возможности, на языке, понятном бакалаврам и инжене-
рам. Математические рассуждения проводятся на возможно более 
упрощенном уровне, хотя в некоторых вопросах уровень остается 
достаточно высоким.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Теория информации была создана и развивалась как наука, на-

рия информации началась с работ, написанных в конце два-

 информации получила после 
п

пределилась приклад-

ляются срав-

информации. Комитет 

 над пониманием природы 

 
правленная на решение проблем связи. В настоящее время теория 
информации является составной частью кибернетики, которая, по 
выражению А.Н. Колмогорова, «занимается изучением систем 
любой природы, способных воспринимать, хранить, перерабаты-
вать информацию и использовать ее для управления и регулирова-
ния». 
 Тео
дцатых годов ХХ столетия. Еще в 1928 г. американский ученый Р. 
Хартли предложил логарифмическую меру оценки количества ин-
формации. В 1933 г. была опубликована работа советского ученого 
В.А. Котельникова, в которой было фактически заложено начало 
общей теории передачи сообщений. 
 Наиболее бурное развитие теория
о убликования в 1947-1948 гг. классических работ американского 
математика и инженера К. Шеннона. Большой вклад внесли в раз-
витие теории информации американский ученый Н. Винер, совет-
ские ученые А.Я. Хинчин, А.Н. Колмогоров. 
 На сегодняшний день достаточно четко о
ная сторона теории информации – информационная техника, на-
правленная на использование основных положений теории при 
создании конкретных технических устройств. К информационной 
технике относятся средства, служащие для восприятия, подготов-
ки, кодирования, передачи, переработки, хранения и представления 
информации, поступающей от объекта наблюдения. 
 Теория информации и информационная техника яв
нительно новыми отраслями, получающими наибольшее развитие 
на этапе применения вычислительной техники и систем управле-
ния, ибо без информации нет управления. 
 Существуют различные определения 
научно-технической терминологии РАН рекомендует следующее 
определение: информация – это сведения, являющиеся объектом 
хранения, передачи и преобразования. 
 Философия уже много веков бьется
информации. Идеалисты рассматривают ее как духовную субстан-

 



цию или как комплекс ощущений субъекта. Материалисты счита-
ют, что информация есть свойство материи. 
 Можно стоять на разных позициях в этом вопросе, но необхо-
димо помнить следующее. Информация возникает всегда, когда 
устанавливаются некоторые общие свойства конкретных вещей и 
явлений. Под информацией понимают не сами явления, а выделен-
ную сущность, существенные характеристики вещей и явлений. 
Сама по себе информация может быть отнесена к абстрактной ка-
тегории идеального, но проявляется она всегда в материально-
энергетической форме – в виде сигналов (рис. 1). 
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Явлени
   мира

е 
 

   Аппарат    Аппарат    Аппарат Сигнал 
квантования восприятия кодирования 

Рис. 1. Материально-энергетическая форма информации 
    
 Выделим основные аспекты понятия информации: 
 – семантический, связанный с содержанием и значением сооб-
щения; 
 – семиотический, связанный с обозначением в знаковой систе-
ме; 
 – коммуникативный, отражающий свойство информации быть 
средством связи и общения; 
 – физический, связанный с материальным воплощением инфор-
мации; 
 – гносеологический, в котором информация выступает как 
средство познания; 
 – аксиологический, указывающий на роль информации для са-
моуправления; 
 – казуальный, причинный; 
 – количественный, наиболее важный для технических приложе-
ний. 
 Теория информации, математическим аппаратом которой явля-
ются теория вероятностей и математическая статистика, преврати-
лась к настоящему времени в строгую и достаточно универсаль-
ную науку. Положения этой теории все шире и шире используются 

 



при исследовании процессов мышления, познания, психологии, а 
также общественных явлений. 
 Теория информации представляет собой общую теорию связи и 
управления, применимую к любой системе независимо от ее физи-
ческой природы.  
 Создание и внедрение информационно-управляющих систем 
(ИУС) позволяет успешно решать задачи управления объектами, 
технологическими процессами, координации работ и планирования 
производства, что, в конечном счете, ускоряет научно-технический 
прогресс. 
 В состав сложной ИУС могут входить отдельные самостоятель-
ные автоматизированные комплексы. Неотъемлемыми элементами 
таких комплексов являются системы восприятия и передачи ин-
формации, в которых, в свою очередь, находят применение раз-
личные датчики, предназначенные для представления входной 
информации в виде эквивалентного электрического сигнала, ана-
лизаторы случайных процессов, предназначенные для получения 
обобщенных характеристик источника информации, и каналы свя-
зи, различаемые по используемым линиям связи и по физической 
природе сигналов. 
   Теоретической основой техники восприятия и передачи инфор-
мации является статистическая теория связи, которая определяет 
принципы и основные пути построения оптимальных систем пере-
дачи информации. 
 Основными проблемами теории связи являются проблемы эф-
фективности и достоверности. Проблема эффективности состоит в 
определении возможных путей, обеспечивающих передачу наи-
большего количества информации наиболее экономным способом. 
Проблема достоверности состоит в определении путей, обеспечи-
вающих при наличии помех максимальное соответствие принятых 
сообщений переданным. 
 При таких видах связи, как телефония и телеграфия, информа-
ция воспринимается непосредственно человеком и благодаря свой-
ственной человеческому языку избыточности небольшие искаже-
ния предаваемого текста не приводят к нарушению достоверности 
принятых сообщений. Совершенно иначе обстоит дело при пере-
даче данных, где даже незначительное количество ошибок может 
полностью исказить результаты обработки информации в ЭВМ. 
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Вопрос о международных нормах на допустимое количество оши-
бок для различных систем передачи находится в стадии изучения. 
Однако уже сейчас ясно, что речь может идти о вероятности иска-

жения одного элемента порядка . Для обеспечения вы-
сокой достоверности применяются системы передачи данных, ис-
пользующие специальные методы кодирования, и виды модуля-
ции, обеспечивающие максимальную помехоустойчивость. 

95 1010  

 Итак, задачей системы связи является передача сообщения о 
каком-либо событии на расстоянии. Расстояние разделяет отправи-
теля и адресата, датчик команд и исполнительное устройство, ис-
следуемый процесс и измерительный механизм, источник излуче-
ния и регистрирующий прибор, различные блоки ЭВМ – словом, 
источник и потребителя информации. 
 Расстояние, на которое передается сигнал, может быть очень 
незначительным (передача команд в ЭВМ от одного блока к дру-
гому) или огромным (космическая связь). Передача сообщений 
осуществляется с помощью проводных, кабельных, волноводных 
линий или в свободном пространстве. Естественно, что для пере-
дачи сигналов целесообразно использовать те физические процес-
сы, которые имеют свойство перемещаться в пространстве без су-
щественного затухания. К числу таких процессов относятся при-
меняемые в радиотехнике и радиолокации, например, электромаг-
нитные колебания – радиоволны.   
 Рассмотрим общую схему системы передачи информации, 
которая в зависимости от характеристик пары источник – потреби-
тель может претерпевать существенные изменения (рис. 2).  
 Источник информации представляет собой некоторый физи-
ческий процесс. Физическому процессу необходимо поставить в 
соответствие эквивалентный электрический сигнал. 
 Целью кодирования, как правило, является согласование источ-
ника информации с каналом связи, обеспечивающее либо макси-
мально возможную скорость передачи информации, либо задан-
ную помехоустойчивость. 
 Под сигналом понимается изменяющаяся физическая величина, 
отображающая физический процесс. Другими словами сигнал – 
это материальный переносчик информации. 
 Физическая среда, по которой происходит передача сигналов от 
передатчика к приемнику, называется линией связи.  
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Рис. 2. Общая схема передачи информации 
 
 Для передачи исследуемого физического процесса необходимо 
применять тот переносчик, который способен эффективно распро-
страняться по используемой в системе линии связи. Например, по 
проводной линии связи наиболее легко проходят постоянный ток и 
переменные токи невысоких частот (не более нескольких десятков 
килогерц). По радиолинии эффективно распространяются только 
электромагнитные колебания высоких частот (до десятков тысяч 
мегагерц). 
 Процесс модуляции заключается в том, что высокочастотное 
колебание , способное распространяться на большие рас-
стояния, наделяются признаками, характеризующими полезное 
колебание . Таким образом,  используется как 
переносчик сообщения, подлежащего передаче. Для этого один 
или несколько параметров высокочастотного колебания изменяют-
ся по закону, совпадающему с законом изменения передаваемого 
сообщения (рис. 3). В зависимости от материальных носителей и 
изменяемых параметров различают основные виды модуляции. 
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Обратное преобразование электромагнитных колебаний в исход-
ный сигнал, осуществляемое на приемной стороне, называется 
демодуляцией. 

)(tx    
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Рис. 3. Пример амплитудной модуляции: 

а – полезный сигнал; б – несущая частота; в – модулированный сигнал 
 
 Модулятор, выполняя функции генератора несущей частоты, 
начинает процесс преобразования полезного сигнала в высокочас-
тотный сигнал. Передатчик завершает процесс преобразования, 
например, выполняя усилительные функции. Приемник, демодуля-
тор и декодирующее устройство реализуют процесс восстановле-
ния сформированного источником физического процесса по при-
нятому сигналу. 
 Для пары источник излучения – регистрирующий прибор схема 
передачи информации может вырождаться в набор технических 
средств и сигналов, представленных на рис. 4. 
 Входной сигнал  подвергается сначала дискретизации по 
времени с помощью  электронного ключа (ЭК), работающего с 

)(ts

)]}([,{ txats  

t

t

),( ats  

а) 

б) 

tв) 

 



шагом T . Дискретизированный сигнал  имеет вид последова-
тельности равноотстоящих коротких импульсов, являющихся от-

счетами сигнала . Каждый из отсчетов запоминается в интег-
рирующей RC-цепи на время,  необходимое для срабатывания ана-
лого-цифрового преобразователя (АЦП). В результате, на выходе 

RC-цепи получается ступенчатое колебание  . 

)(1 ts

s

)(ts

)(2 t
 

  T Источник  
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Рис. 4. Схема передачи информации для пары  
источник излучения – регистрирующий прибор 

 
 В АЦП каждый отсчет квантуется по уровню и преобразуется в 
кодовое слово. Последовательность кодовых слов обрабатывается 
в цифровом фильтре (ЦФ). Цифро-аналоговый преобразователь 

 
 ЭК  )(1 ts

излучения RC-цепь
)(ts )()( ttx   

АЦП 
Регистрирующий 
прибор ЦАП ЦФ СФ 

)(2 ts

)(3 ts )(4 ts

)(ts  

)(tx

t t  

)(1 ts )(2 ts

t

)(3 ts  )(4 ts

t t

 



(ЦАП) осуществляет суммирование эталонных напряжений 
( ), соответствующих каждому из разрядов. )(3 ts
 Наконец, синтезирующий фильтр (СФ) формирует выходной 

сигнал  максимально похожий на . )(4 ts )(tx
 Применяемые в современной технике связи сигналы можно 
разделить на классы, приведенные на рис. 5. 
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Рис. 5. Классы сигналов: 
а – континуальный; б – дискретный; в – квантованный; г – цифровой 

  
 В дальнейшем термин «дискретный» будет применяться только 
по отношению к дискретизации по времени. Дискретность же по 
уровню будет обозначаться термином «квантование». 

t

t

t

а) 

б) 

в) 

г) 

)(tx  

)(tx  

– сигналы, произвольные по 
величине и непрерывные по 
времени; 
 
 
 
– сигналы, произвольные по 
величине и дискретные по 
времени; 
 
 
– сигналы, квантованные по 
величине и непрерывные по 
времени; 
 
 
 

t

)(tx   
– сигналы, квантованные по 
величине и дискретные по 
времени. 
 

 



 Каждому из этих классов сигналов можно поставить в  соответ-
ствие аналоговую, дискретную или цифровую цепи (рис. 6). 
 
 Аналоговая 

     цепь  
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 Дискретная Дискретизация Восстановление 
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 Цифровая 
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Цифовой 
  сигнал 

Дискретный 
     сигнал 

 
 
 

Аналоговый 
     сигнал 

Рис. 6. Классификация электрических цепей 
  
 Следует отметить, что в настоящее время цифровая обработка 
сигналов получает все более широкое применение, что связано не 
только с ее универсальностью, точностью, но и с возможностями 
достижений микроэлектроники. 
 Как отмечалось, сигнал – изменяющаяся физическая величина, 
обеспечивающая передачу информации по линии связи. В техни-
ческих системах используются в большинстве случаев электриче-
ские сигналы. 
 Все многообразие сигналов можно по своим особенностям раз-
делить на две группы: детерминированные и случайные сигналы. 
Детерминированные сигналы характеризуются тем, что в любые 
моменты времени их значения являются известными величинами, а 
случайные – тем, что их значения в любые моменты времени – 
случайные величины. 
 Деление сигналов на детерминированные и случайные условно, 
так как детерминированных сигналов в точном их понимании в 

 



природе нет. На практике нельзя точно предсказать значение сиг-
нала в любые моменты времени, в противном случае сигнал не нес 
бы полезной  информации. Кроме того, любой реальный сигнал 
случаен в силу воздействия на него многочисленных случайных 
факторов. 
 Несмотря на это, исследование детерминированных сигналов 
весьма важно, так как выводы, полученные в результате анализа 
математических моделей именно таких сигналов, во многих случа-
ях можно использовать для исследования и анализа случайных 
сигналов. 
 Детерминированные сигналы можно подразделить на периоди-
ческие и непериодические. В реальных условиях периодические 
сигналы не существуют, так как идеальный периодический сигнал 
бесконечен во времени, в то время как всякий реальный сигнал 
имеет начало и конец. Однако во многих случаях конечностью 
времени действия сигнала можно пренебречь и для его анализа 
допустимо использовать аппарат, пригодный для идеальных пе-
риодических сигналов. 
 Предлагаемое учебное пособие представляет собой единую 
научную дисциплину, основу которой составляют теория сигналов, 
теория случайных процессов, теория информации и теория поме-
хоустойчивого кодирования. 
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1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
 СИГНАЛОВ 

 
 Периодическим называется любой сигнал (рис. 1.1), для которо-
го выполняется условие )()( kTtxtx  , где период T является 

конечным отрезком, а – любое целое число (k ,...2,1,0 k ). 
 Простейшим периодическим детерминированным сигналом 
является гармоническое колебание (рис. 1.2), определяемое зако-
ном 

,   ),cos()
2

cos()( 


 ttAt
T

Atx  

где  и – постоянные амплитуда, период, угловая частота 
и начальная фаза колебания. 

,,TA 
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Рис. 1.1. Произвольный периодический сигнал 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.2. Гармонический сигнал: 

0  – сдвиг в сторону запаздывания; 0 – сдвиг в сторону опережения 
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 Любой сложный периодический сигнал, как правило, можно 
представить в виде суммы гармонических колебаний с частотами, 

кратными основной частоте 
T




2 . Основной характеристикой 

сложного периодического сигнала является его спектральная 
функция, содержащая информацию об амплитудах и фазах отдель-
ных гармоник. 
 
1.1. РАЗЛОЖЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО СИГНАЛА ПО ЗАДАННОЙ 

СИСТЕМЕ ФУНКЦИЙ 
 
 Для техники формирования и обработки сигналов особое значе-
ние имеет разложение заданной функции по разным ортогональ-
ным системам функций [14]. Напомним основные определения, 
относящиеся к свойствам ортогональных систем. 
 Бесконечная система действительных непрерывных функций 

),...(),...,(),...,(),(),( 210 xxxxx mk   

называется ортогональной на отрезке  ba, , если  

                при k 
b

a

mk dxxx 0)()( m .                   (1.1) 

Отрезок , на котором выполняется это условие, называется 
интервалом ортогональности.  

 ba, 

 При этом предполагается, что , т.е. никакая из 

функций рассматриваемой системы не равна тождественно нулю. 

 
b

a

k dxx 0)(2

 Условие (1.1) выражает попарную ортогональность функций. 

Величина  
b

a

kk dxxx )()( 2  называется нормой функции 

. )(xk
 Функция , для которой выполняется условие )(xk

1)( dxx)( 22  
b

a

kk x , называется нормированной функцией, а 
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система нормированных функций  ),...(),(),( 210 xxx  , в кото-

рой две различные функции взаимно ортогональны, называется 
ортонормированной системой. 

)(xk В математике доказывается, что если функции непрерыв-

ны, то произвольная кусочно-непрерывная функция, для которой 
выполняется условие  

                                
L

dxxf )( ,                                                 (1.2) 

может быть представлена в виде ряда 

                               (1.3) 
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00)()(
k

kk CxCxf  11 ...)()( xCx

L

)(xk

Интеграл в выражении (1.2) вычисляется по области  определе-
ния . )(xf

 Умножим обе части уравнения (1.3) на  и проинтегриру-

ем в пределах  : ba,

  
b

a

kk

b

a

kkk CdxxCdxxxf
22 )()()( . 

 Откуда следует важное соотношение 

                                 



b

a

k

k

k dxxxfC )()(
1

2
.                       (1.4) 

 Ряд (1.3), в котором коэффициенты  определены по формуле 

(1.4), называется обобщенным рядом Фурье по данной системе 
, а сами  – коэффициентами Фурье. Обобщенный ряд 

Фурье обладает следующим важным свойством: при заданной сис-
теме функции  и при фиксированном числе слагаемых ряда 

(1.3), он обеспечивает наилучшую аппроксимацию данной функ-
ции . Это означает, что среднеквадратическая ошибка, под 
которой подразумевается величина 
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достигает минимума, когда коэффициенты kk Ca  . 

 Таким образом, 
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 Ортогональная система называется полной, если увеличением 
числа членов в ряде среднеквадратическую ошибку можно 
сделать сколь угодно малой. 

minE

 Условие полноты 

2

0

22 )( k

b

a k
kCdxxf  





 

приобретает энергетический смысл. Действительно, если под  
подразумевается электрическое колебание (ток), то 

)(tI

2

0

22
2

1

)( k

t

t k
kCdttIЭ   





 

есть не что иное, как энергия сигнала в промежутке 12 tt   (при 
условии, что сопротивление, в котором выделяется энергия, равно 
1 Ом). При этом имеется в виду, что промежуток времени 1t2t  , в 
котором определяется энергия, является интервалом ортогонально-
сти. 
 Очевидно, что средняя за время 12 tt   мощность сигнала рав-
на 
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. 

 Для бесконечной системы функций       
),...(),...,(),...,(),(),(),...,(),...,(..., 101 xxxxxxx mkkm   , 

принимающих комплексные значения, приведенные выше опреде-
ления обобщаются следующим образом: 

 – условие ортогональности   
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. 

В этих выражениях  обозначает функцию, комплексно-

сопряженную функции 

)(* xk
)(xk . 

 
1.2. ЧАСТОТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 

ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 
 

 При разложении периодического колебания x t( )  в ряд Фурье в 
качестве ортогональной системы берут [3] 
            ,...sin,cos,...,2sin,2cos,sin,cos,1 000000 tktktttt           (1.5) 

или 

                       .                 (1.6) ,...,,1,,..., 0000 22 tjtjtjtj eeee 

 Интервал ортогональности в обоих случаях  совпадает с перио-
дом  функции 0/2 T x t( ) . 

 Система функций (1.5) приводит к тригонометрической форме 
ряда Фурье, а система (1.6) – к комплексной форме. Между этими 
двумя формами существует простая связь. 
 Воспользуемся сначала ортогональной системой (1.6). Тогда 
ряд Фурье должен быть записан в форме 







k

tjk
keCtx 0)( . 

 



 Коэффициенты Фурье определяются с помощью формул, при-

веденных в предыдущем подразделе  ( Tdtee

T

T

tjktjk
k  




2

2

2
00 ), 

                                    



2

2

0)(
1

T

T

tjk
k dtetx

T
C .                                (1.7) 

В этих выражениях учтено, что функции  соответствует ком-

плексно-сопряженная функция . Коэффициенты  в об-

щем случае являются комплексными величинами. Подставив в 
(1.7) , получим 

tjke 0

tjke 0
kC

tkjtke tjk
00 sincos0 

kskc

T

T

T

T
k jCCtdtktx

T
jtdtktx

T
C  



2

2

0

2

2

0 sin)(
1

cos)(
1

. 

 Часто бывает, что коэффициенты  удобно записывать в 

форме 

kC

kj
kk eCC  , где 2

ksC2
kck CC  , 

kc

ks
k C

C
arctg . 

 Модуль kC  является функцией четной относительно , аргу-

мент  – нечетной (последнее вытекает из того, что  является 

четной, а – нечетной функциями k ). 

k

k kcC

ksC
 Общее выражение ряда можно привести к виду 

                               





k

tkj
k

keCtx )( 0)( .       (1.8) 

 Теперь нетрудно перейти к тригонометрической форме ряда 
Фурье. Выделив из ряда (1.8) пару слагаемых, соответствующую 

какому-либо заданному значению k , и учтя соотношения 

, kk  kk CC  , получим для суммы этих слагаемых 
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 Отсюда видно, что при переходе к тригонометрической форме 
ряд (1.8) необходимо записать так: 

  





1

00 )cos(2)(
k

kk tkCCtx .       (1.9) 

 Смысл удвоения коэффициентов Фурье  в тригонометриче-

ском ряду при  становится ясным из рассмотрения векторной 
диаграммы, приведенной на рис. 1.3. 

kC

1k

 Вещественная функция )cos(2 0 kk tkC   получается как 

сумма проекций на горизонтальную ось ОВ двух векторов длиной 

kC , вращающихся с угловой частотой   во взаимно противо-

положных направлениях. 
0k

 Вектор, вращающийся против часовой стрелки, соответствует 
положительной частоте, а вектор, вращающийся по часовой стрел-
ке, – отрицательной. 
 После перехода к тригонометрической форме (1.9) понятие ”от-
рицательная частота” теряет смысл. Коэффициент  не удваива-

ется, так как в спектре периодического сигнала составляющая с 
нулевой частотой не имеет ”дублера”. 

0C

 
 

0k 
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Рис. 1.3. Векторная диаграмма 

0 k
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 Вместо выражения (1.9) в технической литературе чаще исполь-
зуется следующая форма записи 

          

, )sincos(
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)cos(
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00
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k
kk

tkbtka
A

tkA
A

tx

             (1.10) 

где 
A0

2
 – постоянная составляющая функции x t( ) ; 

)cos( 0 kk tkA   – k-я  гармоническая составляющая; 

kk kA  ,, 0  – амплитуда, частота и начальная фаза k-й гар-

монической составляющей; 
T




2
0  – частота основной гармо-

ники (T – период колебаний). 
 Из сопоставления (1.9) и (1.10) видно, что модуль амплитуды   

k-й гармоники kA  связан с модулем коэффициента kC  соотно-

шениями 

kk CA 2     ( 0
0

2
C

A
 ) . 

 Ряд Фурье (1.10) с учетом свойств периодической функции 
x t( )  приобретает еще более простой вид: 







1

0sin)(
k

k tkbtx          – нечетная функция, 







1

0
0 cos

2
)(

k
k tka

A
tx      – четная функция. 

 Коэффициенты  и  вычисляются в соответствии с выра-
жениями 

ak bk
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и связаны между собой формулой A a bk k 2 2
k . 

 Соответственно комплексная форма ряда Фурье принимает вид  
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keAeAtx )( 00
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1
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1
)( ,              (1.11) 

где kj
kkkk eAjbaA   – комплексная амплитуда гармо-

нической составляющей частоты 0k , вычисляемая по формуле 
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jdttktx

T
dtetx

T
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k
k a

b
arctg  –  начальная фаза, определяемая на интервале 

[ ];,  )(
1

2
  

2/

2/

0 



T

T

dttx
T

A
 –  постоянная составляющая. 

 Совокупность модулей амплитуд и соответствующих частот 
гармоник называют спектром амплитуд – )(kA ,  совокупность 

начальных фаз и соответствующих частот гармоник – спектром 
фаз . )(k

 Спектр амплитуд и спектр фаз однозначно определяют сигнал.  
На рис. 1.4 даны графические изображения спектра амплитуд и 
спектра фаз гипотетического периодического сигнала.  
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Рис. 1.4. Спектральные характеристики периодического сигнала 
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 Характерной особенностью спектров периодического сигнала 
является его дискретность. Расстояние между соседними спек-
тральными линиями одинаковое и равно частоте основной гармо-
ники. 
 

1.3. НОСИТЕЛИ ИНФОРМАЦИИ И ВИДЫ МОДУЛЯЦИИ 
 
 Нанесение информации на материальный носитель путем 
изменения одного из параметров физического процесса в соответ-
ствии с законом изменения полезного сигнала называется модуля-
цией. Модулированный материальный носитель можно трактовать 
как сигнал, параметр которого содержит информацию [5]. 
 Для образования таких сигналов используются (рис. 1.5) фикси-
рованный уровень, колебание и импульсы любой физической при-
роды. В исходном состоянии эти носители представляют собой как 
бы чистую поверхность, подготовленную к нанесению необходи-
мых данных – модуляции. Последняя заключается в том, что изме-
няется какой-либо параметр носителя в соответствии с передавае-
мой информацией. Эти параметры будем называть информацион-
ными. 
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Рис. 1.5. Материальные носители: 
а – фиксированный уровень; б – колебание; в – импульсы 

 
 Первый тип носителя – фиксированный уровень имеет только 
один информационный параметр – амплитуду . Модуляция сво-
дится к такому изменению амплитуды, что она в определенном 
масштабе представляет передаваемые данные. 

A

 Второй тип носителя – колебание содержит три параметра: ам-

k
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A

 код
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)(tx  

t
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t

)(tx )(tx

в) а) б) 

 



плитуду , фазу A   и частоту 
T




2
. 

 Третий тип носителя – последовательность импульсов пред-
ставляет еще большие возможности. Здесь параметрами модуля-

ции могут быть: амплитуда , частота A
T

f
1

 , длительность им-

пульсов  и комбинация импульсов и пауз, определяющая код .  k
 Перечень основных видов модуляции приведен на рис. 1.6. 
 

1.4. АМПЛИТУДНО-МОДУЛИРОВАННЫЙ  
ГАРМОНИЧЕСКИЙ СИГНАЛ 

 
 Амплитудно-модулированный гармонический сигнал можно 
представить в следующем виде: 

)cos()()( 00  ttAtx . 

Амплитуда такого сигнала изменяется по определенному закону: 
)](1[)()( 00 tfmAtAfAtA A , 

где – постоянная составляющая амплитуд; 0A A  – наибольшее 

изменение амплитуды при модуляции;  – нормированная 

функция (изменяющаяся в пределах от –1 до +1); 

)(tf

0A

A
m


A   – глу-

бина амплитудной модуляции. Так как модулируемый параметр 
сигнала является непосредственным переносчиком информации, то 
функция  выражает закон изменения во времени передаваемо-
го полезного сигнала.  

)(tf

 Амплитудно-модулированный гармонический сигнал как функ-
ция времени в общем случае имеет вид 

)cos()](1[)( 000  ttfmAtx A . 

 Рассмотрим частный случай, когда функция  изменяется по 

закону 

)(tf

0   ,cos)(  ttf (рис. 1.7). Тогда  примет вид )(tx

  
.   ])cos[(

2
])cos[(

2

)cos()cos(]cos1[)(

00
0

00
0

000000





t
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t
mA

tAttmAtx
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 (1.12) 
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Рис. 1.6. Основные виды модуляции 
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Носитель первого типа:  
 
     ПМ – прямая модуляция 
  )(tx
Носитель второго типа:  
 
     АМ – амплитудная модуляция; 
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     ЧМ – частотная модуляция; 
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     ФМ – фазовая модуляция; 
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 Носитель третьего типа:  )(tx
 
 
     АИМ – амплитудно-импульсная 
модуляция; 
 
 
 
     ЧИМ – частотно-импульсная мо-
дуляция ( const ); 
 
 
     ВИМ – времяимпульсная модуля-
ция ( constT ); 
 
 
 
     КИМ – кодоимпульсная модуля-
ция 
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Рис. 1.7. Амплитудно-модулированный гармонический сигнал Рис. 1.7. Амплитудно-модулированный гармонический сигнал 
  
 Как видно из выражения (1.12), спектр сигнала, изображенного 
на рис. 1.8, состоит из трех гармонических составляющих: несущей 
с частотой  и двух боковых – нижней с частотой 

 Как видно из выражения (1.12), спектр сигнала, изображенного 
на рис. 1.8, состоит из трех гармонических составляющих: несущей 
с частотой  и двух боковых – нижней с частотой 00 0  и 

верхней с частотой 0 . Ширина спектра сигнала  2 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.8. Спектр амплитудно-модулированного гармонического сигнала 
 
 Если модуляция гармонического сигнала производится по более 
сложному закону, причем спектр огибающей амплитуды находится 
в диапазоне частот от min  до max , то можно показать, что в 

спектре амплитудно-модулированного сигнала вместо двух боко-
вых частот будут две боковые полосы частот (рис. 1.9). Причем 
нижняя боковая полоса частот будет находиться в пределах 

, а верхняя боковая полоса частот – в преде-

лах 

    min0max0 
   0min0  max . 

2
0 AmA

 
2

0 AmA
 

kA  



0A  

0  0  0  

)1(0 AmA   

t

0A  

 



  

31

 
  

kA  

 
 
 
 
 

 

Рис. 1.9. Спектр сигнала, модулируемого по более сложному закону 
 
 Для неискаженной передачи такого сигнала канал связи должен 
обладать полосой пропускания частот равной max2 , т.е. полоса 

пропускания канала связи должна быть вдвое больше наивысшей 
частоты спектра модулирующего сигнала. 
 Иногда с помощью фильтров производится подавление несущей 
частоты и частот одной из боковых полос, т.е. передача произво-
дится в полосе частот  minmax  .  

 
1.5. ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННЫЙ  

ГАРМОНИЧЕСКИЙ СИГНАЛ 
 
 При частотной модуляции частота сигнала изменяется в общем 
виде по закону 

)](1[)( 0 tfmt  , 

где  – постоянная составляющая частоты; 0
0


m  – глубина 

частотной модуляции;   – наибольшее изменение частоты при 
модуляции (девиация частот);  – закон модуляции. При из-
менении частоты всегда меняется фаза колебаний и наоборот. 
Этим определяется общий характер частотной (ЧМ) и фазовой 
(ФМ) модуляции. Иногда их объединяют под общим названием 
угловой модуляции. ЧМ осуществляется прямым воздействием 
датчика на генератор для изменения частоты его колебаний, хотя 
при этом меняется и фаза. 

)(tf

 Здесь уместно напомнить некоторые соотношения для угловой 

 



0  
max0   
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частоты колебаний, частоты в периодах и полной фазы колебания:   

 








t
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f
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Из этих соотношений видно, что частоту можно оценивать по ско-
рости изменения фазы, а полную фазу – по интегральному значе-
нию угловой частоты. 
 Итак, частотно-модулированный сигнал можно представить в 
виде 

,   ])(cos[                      

])(cos[])(cos[)(cos)(

0

0000

0

0000п0











t

t

dfmtA

dAtAtAtx

 

где – текущая фаза сигнала; )(t 0  – начальная фаза. 

 В частном случае, когда модуляция частоты осуществляется по 
гармоническому закону 0   ,cos)(  ttf , частотно-

модулированный сигнал может быть записан в виде 

,   ]sincos[          

 ]coscos[)(

000

0

0000



 
ttA

dmtAtx
t

 

где 



  – индекс модуляции. Сигнал такого вида представля-

ется следующим образом: 

                ,                  (1.13)  ])cos[()()( 000  




tkJAtx
k

k

где  – функция Бесселя первого рода -го порядка от аргу-

мента  . 

)(kJ k

 Распределение амплитуд модулированного по частоте сигнала – 
дискретное, которое состоит из колебаний с несущей частотой 0  

и бесконечного количества верхних и нижних боковых состав-
ляющих с частотами  k0  (рис. 1.10). 
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Рис. 1.10. Спектр частотно-модулированного гармонического сигнала 
 
 При очень малом индексе модуляции ( 1 ) спектр частотно-
модулированного сигнала практически не отличается от спектра 
амплитудно-модулированного сигнала, так как он состоит всего из 
трех гармонических составляющих: колебаний с несущей частотой 

 и двух боковых с частотами 0 0  и 0 . В этом случае 

полоса пропускания канала связи должна быть равна 2 . 
 С ростом  увеличивается вес боковых составляющих и соот-
ветственно требуемая полоса пропускания. При больших индексах 
модуляции ( ) ширина спектра сигнала практически равна 

удвоенной величине девиации частоты ( ) и не зависит от час-
тоты модулирующего сигнала 



 1
2

 . 
 

1.6. ФАЗОМОДУЛИРОВАННЫЙ  
ГАРМОНИЧЕСКИЙ СИГНАЛ 

 
 При этом виде модуляции фаза гармонического сигнала изме-
няется по закону модулирующего сигнала  )(tf

)](1[)( 0 tfmt   , 

где 
0


m  – глубина фазовой модуляции;   – наибольшее 

изменение фазы при модуляции. 

 Сигнал с фазовой модуляцией можно представить в следующем 
виде: 
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 tfmtA

ttAtAtx
 

 Так как мгновенное значение частоты является производной 
фазы по времени, то при фазовой модуляции оно может быть пред-
ставлено в виде 

dt

tdf
mt

)(
)( 00  . 

 Таким образом, фазомодулированный сигнал эквивалентен сиг-

налу с частотной модуляцией с модулирующей функцией 
dt

tdf )(
. 

 Для частного случая, когда модулирующий сигнал является 
гармоническим, полная фаза фазомодулированного сигнала опре-
деляется равенством 

000п cos)(   tmtt , 

а фазомодулированное колебание – выражением 
. ]coscos[)( 0000   tmtAtx  

 Мгновенное значение частоты фазомодулированного колебания 
будет иметь вид 

tt
dt

d
t B 


 sinsin)( 00

п , 

где  – девиация частоты фазомодулированного колеба-
ния. 

B

 Сравнение ЧМ и ФМ показывает, что при гармоническом моду-
лирующем сигнале выражение, описывающее ЧМ колебание, от-
личается от такого же для ФМ колебания только фазой гармониче-
ской функции, определяющей изменение полной фазы высокочас-
тотного колебания. В связи с этим по внешнему виду сигнала нель-
зя определить, как модулирован сигнал – по частоте или по фазе. 

 Однако при изменении частоты модуляции   проявляется раз-
личие между ЧМ и ФМ (рис. 1.11). 

 В общем случае спектр колебания, модулированного по фазе 
одной частотой , выражается аналитически так же, как и спектр 
частотно-модулированного сигнала с такой же частотой 


  (1.13).  
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Рис. 1.11. Зависимость девиации и индекса модуляции  
от модулирующей частоты: от модулирующей частоты: 

а – ЧМ (а – ЧМ (



 );    б – ФМ ( 



 B
B   , ) 

 
 Помимо различия в структуре колебания, ЧМ и ФМ различают-
ся по способу осуществления. При ЧМ обычно применяется пря-
мое воздействие на частоту колебаний генератора. При ФМ гене-
ратор дает стабильную частоту, а фаза колебания модулируется в 
одном из последующих элементов устройства. 
 

1.7. ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ  
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ИМПУЛЬСОВ 

 
 Графическое представление периодической последовательности 
прямоугольных  импульсов  приведено на рис. 1.12. Аналитическое  
выражение такой последовательности как функции времени имеет 
вид 
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 С другой стороны, функция  может быть представлена ря-
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)(tx 0kbТак как  – четная функция, то  и 
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Рис. 1.12. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов 

 
 Постоянная составляющая периодической последовательности 

прямоугольных импульсов принимает вид  
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 Таким образом, разложение периодической последовательности 
прямоугольных импульсов в ряд Фурье представляется в следую-
щем виде: 
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 Как видно из (1.14), при очередном приращении частоты на 

величину 

2  фаза гармоник изменяется на величину  .  

 Спектры амплитуд и фаз последовательности прямоугольных 
импульсов представлены на рис. 1.13.  
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Рис. 1.13. Спектры амплитуд и фаз периодической последовательности 

 прямоугольных импульсов 
 
 Причем огибающая спектра амплитуд определяется уравнением 
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а форма огибающей – видом функции, приведенной на рис. 1.14. 

 Номер -й гармонической составляющей, попадающей в пер-

вый нуль функции 
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, определяется из соотношения 
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спектр амплитуд имеет вид, приведенный на рис. 1.15. 
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Рис. 1.14. Функция  
2

 sinс


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.15. Спектр амплитуд последовательности  2T  
 

1.8. АМПЛИТУДНО-МОДУЛИРОВАННАЯ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ИМПУЛЬСОВ 

 
 Пусть амплитуда прямоугольных импульсов модулируется по 
гармоническому закону (рис. 1.16) ]cos1[)( 0 tmhth h  . 

  
 
  
 
 
 
 

Рис. 1.16. Амплитудно-модулированная последовательность импульсов 
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 Подставив в выражение (1.15) для немодулированной по-
следовательности прямоугольных импульсов, получим выражение 
для амплитудно-модулированной последовательности  
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После тригонометрических преобразований будем иметь 
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 Сравнивая полученное выражение с разложением для периоди-
ческой последовательности немодулированных импульсов, видим, 
что в результате амплитудной модуляции импульсов в спектре, 
кроме постоянной составляющей и составляющих с частотами, 
кратными основной частоте 0 , появились составляющая с часто-

той модуляции , а также по две боковые составляющие (нижняя 
 и верхняя 0k 0k ) около каждой - й гармоники ос-

новной частоты (рис. 1.17). 

k

 Появление боковых частот  0k  практически не сказывает-

ся на ширине спектра сигнала, так как частота модуляции 
. В связи с этим практическая ширина спектра амплитуд-

но-модулированной последовательности импульсов такая же, как и 
соответствующей последовательности немодулированных импуль-

0
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сов, т.е. определяется длительностью импульсов. 
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Рис. 1.17. Спектр амплитуд модулированной последовательности  
 

ЗАДАЧИ 
 

 1.1. Доказать тождественность комплексной и тригонометриче-
ской форм обобщенного ряда Фурье 
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 1.2. Найти спектр периодической последовательности прямо-
угольных импульсов (рис. 1.18) 
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называемой меандром. 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.18. Меандр 
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 1.3. Найти спектр периодической последовательности прямо-
угольных импульсов для  2T  (рис. 1.19) 
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Рис. 1.19. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов 
 
 1.4. Построить обобщенный ряд Фурье для последовательности 
униполярных треугольных импульсов (рис. 1.20) 
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Рис. 1.20. Периодическая последовательность униполярных треугольных 
 импульсов 

 
 1.5. Построить обобщенный ряд Фурье периодического колеба-
ния пилообразной формы (рис. 1.21) 
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Рис. 1.21. Периодическое колебание пилообразной формы 
 
 1.6. Найти спектральные характеристики последовательности 
полукосинусоидальных импульсов (рис. 1.22) 
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Рис. 1.22. Периодическая последовательность полукосинусоидальных 
 импульсов 

 
 1.7. Построить обобщенный ряд Фурье периодической последо-
вательности «выпрямленных» косинусоидальных импульсов 
(рис.1. 23). 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 1.23. Периодическая последовательность  
«выпрямленных» косинусоидальных импульсов 
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 1.8. Определить, какая часть средней мощности сосредоточена в 
пределах практической ширины спектра периодической последо-
вательности прямоугольных импульсов (см. рис. 1.19), учитываю-
щей первые пять гармоник. 
 1.9. Определить  практическую ширину спектра периодической 
последовательности прямоугольных импульсов при длительности  

импульсов 
2

T
 , если требуется учесть все гармонические со-

ставляющие сигнала,  амплитуды которых не менее 0,1 от  ампли-
туды  первой гармоники. 
 1.10. Провести  графическое  суммирование  составляющих 
спектра меандра (см. рис. 1.18) до трех гармоник включительно. 
 1.11. Найти спектр детерминированного периодического сигна-
ла (рис. 1.24) 
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Рис. 1.24. Периодическое колебание 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ 
СИГНАЛОВ 

 
 Непериодическим сигналом называется любой детерминиро-
ванный сигнал, для которого не выполняется условие 

,...2,1  ),()(  kkTtxtx . Как правило, непериодический сиг-
нал ограничен по времени. Примерами таких сигналов могут слу-
жить уже упоминавшиеся импульсы, пачки импульсов, “обрывки” 
гармонических колебаний и т. д. Непериодические сигналы пред-
ставляют основной интерес, так как именно они преимущественно 
используются на практике. 
 Основой математической модели непериодического, как и пе-
риодического, сигнала является его спектральная характеристика. 
Однако структура спектра непериодического сигнала имеет неко-
торые особенности, которые будут подробно рассмотрены ниже.
    
 

2.1. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ 
 КОЛЕБАНИЙ 

 
 Гармонический анализ периодических колебаний можно рас-
пространить на непериодические  колебания. Пусть такое колеба-
ние x t( )  задано в виде некоторой функции, отличной от нуля в 

промежутке  (рис. 2.1). Выделив произвольный отрезок 

времени T, включающий в себя промежуток , можно пред-
ставить заданное колебание в виде ряда Фурье, предположив его 
периодичность, 

( , )t t1 2
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Рис. 2.1. Одиночный непериодический сигнал 

 

 Подставив  в (2.1), получим kA
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 Вне отрезка  ряд (2.1) определяет функцию ],0[ T )()( kTtxtx  , 

где  – целое число, т.е. периодическую функцию, полученную 
повторением 

k
x t( )

],0[ T
 вправо и влево с периодом T. Для того чтобы 

вне отрезка  функция равнялась нулю,  величина T должна 
быть бесконечно большой. Но чем больше отрезок T , выбранный в 
качестве периода, тем меньше коэффициенты . Устремляя T к 

бесконечности, в пределе получаем бесконечно малые амплитуды 
гармонических составляющих, сумма которых изображает исход-
ную непериодическую функцию 

kA

x t( ) , заданную в интервале 

. Число гармонических составляющих, входящих в ряд 

Фурье, будет при этом бесконечно большим, так как при 
21 tt  t 

T   

основная частота  0
2

0 



T

. 

 Иными словами, расстояние между спектральными линиями, 
равное основной частоте 0 , становится бесконечно малым, а 

спектр сплошным. 
 Поэтому можно в выражении (2.2) заменить 0  на d , 0k  на 

текущую частоту  , а операцию суммирования – операцией ин-
тегрирования 
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Внутренний интеграл, являющийся функцией  , 
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t

tj dtetxjS  

называется спектральной плотностью или спектральной харак-
теристикой функции x t( ) . 

 В общем случае, когда пределы  и  в (2.3) не уточнены, 
спектральная плотность записывается в форме 

1t t2

                             .                                      (2.4) 




 dtetxjS tj)()(

 После подстановки (2.4) в (2.3) получаем 

                          


 



 dejStx tj)(
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1
)( .                                 (2.5) 

 Выражения (2.4) и (2.5) называются соответственно прямым и 
обратным преобразованиями Фурье. 

 Спектральная плотность )( jS

kA

 обладает всеми основными 

свойствами коэффициентов  комплексного ряда Фурье. Следо-

вательно, по аналогии можно написать 
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 Модуль и аргумент (фазовая характеристика) спектральной 
плотности определяются выражениями: 
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   .             

 Эти понятия не следует путать с амплитудно-частотной (АЧХ) и 
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фазочастотной характеристиками (ФЧХ), которые относятся к 
электрическим цепям, а не к сигналам. 
 Как и в случае ряда Фурье, )(S  является четной 

, а )]()([  SS )(  – нечетной )](([ )   функциями 

частоты  . 
 Интегральное преобразование (2.5) можно привести к тригоно-
метрической форме 
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Из четности модуля спектральной плотности и нечетности фазы 
следует, что подынтегральная функция в первом интеграле являет-
ся четной, а во втором – нечетной относительно  . Следовательно, 
второй интеграл равен нулю, и окончательно 
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)( dtSdtStx . 

 Переход от комплексной формы к тригонометрической обычно 
целесообразен в конце анализа. Все промежуточные выкладки при 
применении интеграла Фурье удобнее и проще производить в ком-
плексной форме. 
 Из сопоставления комплексных выражений  
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видно, что величина dfSdjS )(2)(
1




 имеет смысл коэффи-

циента  (бесконечно малого) комплексного ряда Фурье при час-

тоте . 
kA

 2 f
 Соответственно, из сопоставления тригонометрических выра-
жений 
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0

)cos()(
1

)( dtStx  

видно, что величина dfSdS )(2)(
1




 имеет смысл модуля 

амплитуды Ak  (бесконечно малой) гармонической составляющей 

частоты .  f 2
 Из этих сопоставлений становится ясным смысл термина "спек-
тральная плотность": )(2 S  есть амплитуда колебания, приходя-
щаяся на 1 Гц в бесконечно узкой полосе частот, включающей в 
себя рассматриваемую частоту f 2 . 
 

2.2. СОПОСТАВЛЕНИЕ СПЕКТРОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
 И СООТВЕТСТВУЮЩИХ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 
 
 Рассмотрим периодический сигнал  с периодом )(txk T   и непе-

риодический сигнал , который в интервале)(tx   Ttt 11,  совпада-
ет с периодическим сигналом, а вне этого интервала равен нулю 
(рис. 2.2). 
 )(txk T 
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Рис. 2.2. Периодический и соответствующий непериодический сигналы 
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 Комплексная амплитуда гармоник периодического и спектраль-
ная плотность непериодического сигналов соответственно равны 
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 Из сравнения этих выражений можно заключить, что для каж-
дой частоты спектра периодического сигнала справедливы равен-
ства  

)0(
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AjkS
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 Отсюда следует, что спектр непериодического сигнала, задан-
ного в интервале  Ttt 11, , с точностью до постоянного множителя 
совпадает с огибающей спектра периодического сигнала, в интер-
вале  описываемого функцией такого же вида, что и непе-
риодический сигнал (рис. 2.3). 

 Ttt 11, 
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Рис. 2.3. Сопоставление спектров сигналов  
 
 Таким образом, спектр непериодического сигнала может быть 
определен по известному спектру соответствующего периодиче-
ского сигнала и, наоборот, спектр периодического сигнала может 
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быть найден по известному спектру соответствующего непериоди-
ческого сигнала. 
 

2.3. СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 
 
 Между колебанием  и спектром )(tx )( jS  существует одно-
значное соответствие. Для практических приложений важно уста-
новить связь между преобразованием колебания и соответствую-
щим этому преобразованию изменением спектра. 
 

2.3.1. Сдвиг колебания во времени 
 

 Пусть колебание  произвольной формы существует на ин-

тервале времени от  до  и обладает спектральной плотностью 

. При задержке этого колебания на величину  (при сохра-

нении его формы) получим новую функцию времени 
, существующую на интервале от 

)(1 tx

1t 2t

)(1 jS

)(2 tx 

0t

1 t)( 01 ttx  0t   до 02 tt   

(рис. 2.4). 
 

)(tx
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Рис. 2.4. Сдвиг сигнала 
 
 Спектральная плотность колебания  имеет вид )(2 tx











  dtettxdtetxjS tjtj )()()( 0122 . 

Вводя новую переменную 0tt  , получаем 

                                 020121 tttttt   

 t 

)(

)(

2

2

jS

tx

)(

)(

1

1

jS

tx

 



)(
1112

0100 )()()()( tjtjjtj eSjSedexejS 




   . 

 Сдвиг во времени функции  на величину )(tx 0t  приводит к 

изменению фазовой характеристики спектра )( jS  на величину 

. Модуль 0t )(S  от положения колебания на оси времени не 

зависит. 
 

2.3.2. Инверсия сигнала 
 

 Пусть колебание  произвольной формы существует на ин-

тервале времени от  до  и обладает спектральной плотностью 

. При инверсии этого колебания (при сохранении его фор-

мы) получим новую функцию времени 

)(1 tx

1t 2t
)(1 jS

)()( 12 txtx  , существую-

щую на интервале от  до  (рис. 2.5). 1t 2t
 Спектральная плотность колебания  имеет вид )(2 tx

)()()()( 1122  









 jSdtetxdtetxjS tjtj . 
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Рис. 2.5. Инверсия сигнала 
 

Учитывая, что , спектральную плотность 

 можно представить в виде . 

  sincos1 je j

2 )( jS)(2 jS
)(

1
1)(  jeS

 Итак, инверсия сигнала  приводит к изменению фазовой 

характеристики спектра 

)(1 tx
)(1 jS  на величину  . 

 t                                 21 t

)(

)(

2

2

jS

tx

)(tx
)(

)(

1

1

jS

tx

 t 

 



2.3.3. Изменение масштаба времени 
 

 Пусть колебание  подверглось сжатию во времени. Новое 

сжатое колебание  связано с исходным колебанием соотно-

шением  (рис. 2.6). 

)(1 tx

)(2 t

  ), n

x

nt 1()( 12  xtx
 

)(tx
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Рис. 2.6. Сжатие сигнала 
 
 Спектральная плотность колебания  имеет вид 

. Вводя новую перемен-

ную , получаем 

)(2 tx











  dtentxdtetxjS tjtj )()()( 122

nt 







dn


 ex
n

jS
j

)(
1

)( 12 . Но полученный 

интеграл есть не что иное, как спектральная плотность исходного 

колебания  при частоте )(1 tx
n


, т.е. )(1 n

jS
 . Таким образом, 

)(1 n
jS
1

)(2 n
jS  . 

 Итак, при сжатии колебания в  раз на временной оси во 
столько же раз расширяется его спектр на оси частот. Модуль 
спектральной плотности при этом уменьшается в  раз. Очевидно, 
что при растягивании колебания (

n

n
1n ) имеет место сужение 

спектра и увеличение модуля. 
 

2.3.4. Сдвиг спектра колебания по частоте 
 

 Применим преобразование Фурье к произведению следующего 

                       /n           
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Первый интеграл в правой части есть не что иное, как спектраль-
ная плотность функции  при частоте )(1 tx 0 , а второй инте-

грал – при . 0

 Таким образом,    )()(
2

1
)( 01012  jSjSjS  . Рас-

щепление спектра )(1 jS

cos

 на две части, смещенные соответственно 

на  и , эквивалентно умножению функции  на гар-

моническое колебание 
0 0 )(1 tx

t0 . 

 
2.3.5. Сложение колебаний 

 
 Так как преобразование Фурье, определяющее спектральную 
плотность заданной функции времени, является линейным преоб-
разованием, то очевидно, что при сложении колебаний 

, обладающих спектрами ),...(),( 21 txtx ),...(),( 21  jSjS

...

, суммар-

ному колебанию )()()( 21  txtxtx

...)(2

 соответствует спектр 

)()( 1  S jSjS j . 
 

2.3.6. Дифференцирование и интегрирование колебания 
 

 Дифференцирование (интегрирование) колебания  можно 
рассматривать как почленное дифференцирование (интегрирова-
ние) всех гармонических составляющих, входящих в его спектр. 
Гармоническую составляющую колебания  при частоте 

)(1 tx

)(1 tx   

можно представить в следующем виде: tje 



d
 


)
2

1
jS (1

. Заклю-

ченная в квадратные скобки величина представляет собой ампли-
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туду колебания в полосе d . Следовательно, колебанию 

dt

tdx
tx

)(
)( 1

2   соответствует спектральная плотность 

)()( 12  jSjjS , а  – 
L

dttxx )(1t)(2 )(
1

)( 12 


 jS
j

jS . 

 
2.3.7. Произведение колебаний 

 
 Пусть рассматриваемое колебание  является произведением 

двух функций времени 

)t(x
)()( tgtf)(tx  . 

 Определим спектр колебания : )(tx






  fdtx tj

) )(tg

 




dtetgt tj)()(et)(

(tf

jS )( . 

 Каждую из функций  и  можно представить в виде 
интеграла Фурье 

 tgdj )(  ,

)(
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Подставляя второй из них в , получаем jS
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Заключенный в квадратные скобки интеграл представляет собой 
спектральную плотность функции  при частоте )  , т.е. 

. Следовательно,  )( jF   .) d()()(  jFjGj
2

1




  S

 Итак, спектр произведения двух функций  и  равен (с 

коэффициентом 

)(tf )(tg

2

1
) свертке их спектров 

 



 )(*)(
2

1
)( 


 jFjGjS . 

 
2.3.8. Взаимная заменяемость   и  в преобразовании Фурье t

 
 Для четной функции  можно произвольно выбирать знак 

перед  в обратном преобразовании Фурье. Выберем знак минус и 

запишем формулу в виде 

)(tx
t




 



 dejStx )( tj)(

2

1



. Произведем 

теперь в последнем интеграле замену переменной интегрирования 

 на  и параметра t  на t  . Тогда dtejtSx tj





 )(
2

1
)( . Но 

этот интеграл можно рассматривать как спектральную плотность 
новой функции , полученной путем замены )jt(S   на  в выра-

жении спектральной плотности колебания . 

t
)(tx

 Обозначим эту новую спектральную плотность через . 

Тогда . 

)(' jS

)(2)('  xjS
 Итак, переменные   и  в преобразовании Фурье взаимно за-
менимы: если четному колебанию  соответствует спектр  

, то колебанию  соответствует спектр  

t

)
)(tx

)( jS (S jt )(2 x .  
 
 

2.4. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ ОДИНОЧНОГО  
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ИМПУЛЬСА 

 
 Простейшее колебание (рис. 2.7), определяемое выражением 
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2
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;
22

   ,
)(

t

th
tx  

получило широкое распространение как в технике, так и в теории 
сигналов. 
 Применяя преобразование (2.4), находим  
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Рис. 2.7. Одиночный прямоугольный импульс 

 
 Заметим, что произведение h , равное площади импульса, оп-
ределяет значение спектральной плотности импульса при 0 , 
т.е. . Этот вывод можно распространить на импульс про-

извольной формы. Таким образом  

 hS )0(









2
 sinс)0()( SjS . 

 При удлинении (растягивании) импульса расстояние между 
нулями функции )( jS

)0(S
 сокращается, что равносильно сужению 

спектра. Значение  при этом возрастает. При укорочении 
(сжатии) импульса, наоборот, расстояние между нулями функции 

 увеличивается (расширение спектра), а значение  

уменьшается. В пределе при 

)( jS )0(S

0  точки 




2 , соответст-

вующие двум первым нулям функции )( jS , удаляются в беско-
нечность, и спектральная плотность, бесконечно малая по величи-
не, становится равномерной в полосе частот от   до  . 
 Модуль  и аргумент )(S )(  спектральной плотности прямо-
угольного импульса приведены на рис. 2.8. Отметим, что 

)(
2

)(  A
T

S , где )(A  – огибающая спектра периодической 

последовательности прямоугольных импульсов. 

 t 
   

 h 

 - 

 



 При отсчете времени не от середины импульса, а от фронта 
(рис. 2.9,а), фазовая характеристика спектра импульса должна быть 

дополнена слагаемым 
2


 , т.е. 





 


 2

)(

2
sinc)(

j

ehjS . 

Результирующая фазовая характеристика изображена на рис. 2.9,б.  
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Рис. 2.8. Модуль и аргумент )( jS одиночного прямоугольного импульса  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 2.9. Аргумент )( jS  сдвинутого прямоугольного импульса:  

а – сдвинутый прямоугольный импульс; б – аргумент   
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2.5. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ ПАЧКИ  
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ИМПУЛЬСОВ 

 
 Рассмотрим группу одинаковых и равноотстоящих импульсов 
(рис. 2.10). 
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Рис. 2.10. Пачка прямоугольных импульсов  
 
 Спектральную плотность первого импульса в пачке обозначим 

. Тогда для второго импульса, сдвинутого относительно 
первого на время 

)(1 jS
T  (в сторону запаздывания), спектральную 

функцию можно представить выражением 
TjejSjS  )()( 12 , 

для третьего импульса – 
TjejSjS  2

13 )()( , 

и так далее: 
TNj

N ejSjS  )1(
1 )()( . 

 Таким образом, для группы из  импульсов в соответствии с 
принципом линейного суммирования спектров при сложении сиг-
налов получим спектральную плотность 

N

 TNjTjTj eeejSjS   )1(2
1 ...1)()( . 

 При частотах, отвечающих условию 
T

k



2  ( k  – целое), каж-

дое из слагаемых в квадратных скобках равно единице и, следова-

тельно, )
2

()
2

( 1 T
jkNS

T
jkS





. При частотах же 

TN




21 , а также 

при некоторых других частотах, для которых сумма векторов 

 обращается в нуль, суммарная спектральная плотность равна 
нулю. 

Tje 

N  2 1 

TN )1( 
T  


)(tx

h

t
… 

 



 При промежуточных значениях частот модуль )(S  определя-
ется как геометрическая сумма спектральных плотностей отдель-
ных импульсов (рис. 2.11). 
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Рис. 2.11. Пачка прямоугольных импульсов  

 
2.6. ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ ТОЛКОВАНИЕ СПЕКТРА СИГНАЛА 

 
 Пусть колебание  представляет собой сложную периодиче-

скую функцию времени с периодом 

)(tx
T . Энергия такого колебания, 

длящегося от  до   , бесконечно велика. Основной интерес 
представляют средняя мощность периодического колебания и рас-
пределение этой мощности между отдельными гармониками. Оче-
видно, что средняя мощность колебания, рассматриваемого на всей 
оси времени, совпадает с мощностью, средней за один период T . 
 Таким образом, средняя мощность 
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 Используя тригонометрическую форму ряда Фурье и учитывая, 

что 
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 Если  представляет собой ток , то при прохождении его 
через сопротивление 

)(tx )(ti
r  выделяется средняя мощность  









 ...

22
)(

2
2

2
12

0
2 II

Irtir , 

где  – постоянная составляющая, а  – амплитуда -й гармо-

ники тока . 
0I kI k

)(ti
 Итак, средняя мощность равна сумме средних мощностей, 
выделяемых отдельно постоянной составляющей  и гармоника-

ми с амплитудами . Средняя мощность не зависит от фаз 
отдельных гармоник. 

0I

,..., 21 II

 Рассмотрим теперь распределение энергии в спектре неперио-
дического сигнала. Если функция  описывает непериодиче-

ский ток конечной длительности, то  определяет 

энергию, выделяемую током в резисторе в 1 Ом. 

)(tx

Э  




 dttx 2)(

 Для установления распределения энергии по спектру неперио-
дического сигнала выразим  через модуль спектральной плотно-
сти сигнала : 
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 Поскольку произведение комплексно-сопряженных величин 
можно представить как квадрат модуля спектральной плотности 

, то энергию сигнала запишем в виде   2)()()(  SjSjS 

                    











0

22 )(
1

)(
2

1
     dSdSЭ .                    (2.7) 

 Выражение (2.7), получившее название равенства Парсеваля, 
показывает, что энергия сигнала может быть представлена в виде 
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суммы бесконечно малых слагаемых   


dS 2)(
1 , соответствующих 

бесконечно малым участкам частотного спектра. Более того, вы-

ражение   


dS 2)(
1  представляет собой энергию, содержащуюся 

в спектральных составляющих сигнала, расположенных в полосе 
частот  в окрестности частоты d   (рис. 2.12). 
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Рис. 2.12. Распределение энергии по частотному спектру  
  
 Между выражениями (2.6) и (2.7) имеется существенное разли-
чие. Сначала речь шла о средней мощности периодического коле-
бания. Операция усреднения осуществлялась делением энергии 
отрезка колебания за один период на величину T . В случае же 
непериодического колебания конечной длительности усреднение 
энергии за бесконечно большой период дает нуль, и, следователь-
но, средняя мощность такого колебания равна нулю. 
 

2.7. ПРАКТИЧЕСКАЯ ШИРИНА СПЕКТРА СИГНАЛА 
 
 Каждый реальный сигнал имеет конечную длительность и, сле-
довательно, обладает бесконечным частотным спектром. Практи-
чески все каналы связи имеют ограниченную полосу пропускания. 
В результате при передаче сигнала через реальный канал связи 
может быть передана лишь часть его частотного спектра. Поэтому 
приходится беспокоиться о том, чтобы обеспечить пропускание 
через канал связи наиболее существенной части спектра. В связи с 
этим введено понятие практической ширины спектра сигнала.  
 За практическую ширину спектра сигнала принимают диапазон 
частот, в пределах которого находится наиболее существенная 
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1
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часть спектра сигнала. Выбор количественной меры практической 
ширины спектра сигнала, как правило, осуществляется с помощью 
энергетического критерия. 
 С энергетической точки зрения, практическая ширина спектра 
определяется как область частот, в пределах которой сосредоточе-
на подавляющая часть всей энергии сигнала. 
 В качестве примера рассмотрим одиночный прямоугольный 
импульс длительностью   и величиной . Энергия сигнала, со-
средоточенная в полосе частот от 0 до 

h

1 , выражается функцией  
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Относительная величина энергии одиночного импульса, сосредо-
точенная в полосе частот от 0 до 1 , равна 
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где 




 22
)( hdttxЭ – полная энергия одиночного прямоуголь-

ного импульса. 
 График функции  )( 1 , называемой интегральной кривой 
распределения энергии сигнала в спектре, приведен на рис. 2.13. 
Как видно из рисунка, в полосе частот от 0 до  /21  сосредо-
точено более 90 % всей энергии сигнала, и данный диапазон частот 
может быть взят в качестве практической ширины спектра одиноч-
ного прямоугольного импульса. При этом дальнейшее увеличение 
практической ширины спектра ведет к незначительному увеличе-
нию энергии в данном диапазоне частот, так как при  /21  

кривая  довольно пологая. )( 1
 Аналогично определяется практическая ширина спектра непе-
риодических сигналов любой другой формы. 

62
 



 

63

 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 2.13. Интегральная кривая распределения энергии  

  
 Из рис. 2.14 видно, что спектры сигналов обладают бесконеч-
ной протяженностью и имеют тенденцию к затуханию с увеличе-
нием частоты. Форма и характер его затухания зависят от формы 
импульсов и его длительности. Следовательно, форма и ширина 
импульса влияют на действительную ширину спектра. 
 Наиболее экономичным с этой точки зрения является колоколь-
ный импульс, который требует наименьшей полосы частот при 
заданной длительности. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.14. Спектры одиночных импульсов  
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2.8. СПЕКТР ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ 
 
 Под дельта-функцией понимают сигнал, представленный на 
рис. 2.15. Дельта-функцию можно трактовать как предел прямо-
угольного импульса длительности   и амплитуды /1 , получае-
мый при  (рис. 2.16). 0
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     Рис. 2.15. Дельта-функция          Рис. 2.16. Иллюстрация предельного перехода 
 
 Сдвиг импульса в сторону запаздывания можно учесть следую-
щим образом: 

0)()( 12
tjejSjS  , где 
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 hjS . 

 Тогда, приняв амплитуду импульса равной  /1h , получим 
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 На рис. 2.17 представлены модуль и фаза спектральной плотно-
сти дельта-функции.  
 Прямое и обратное преобразование Фурье для дельта-функции 
можно представить в виде 

0)()( 0
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Данные выражения полностью проясняют смысл известного свой-

ства дельта-функции . )()()( 00 tfdttftt 
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Рис. 2.17. Спектр дельта-функции  
 
 

ЗАДАЧИ 
 

 2.1. Найти спектральную плотность одиночного импульса высо-
кочастотных колебаний (рис. 2.18) 
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Рис. 2.18. Одиночный импульс высокочастотных колебаний 
 
 
 2.2. Найти спектральную плотность одиночного экспоненци-
ального импульса (рис. 2.19) 
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Рис. 2.19. Экспоненциальный импульс 
 
 2.3. Вывести формулы модуля )(S  и аргумента )(  спек-
тральной плотности сигнала включения (рис. 2.20) 
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Рис. 2.20. Сигнал включения 
 

 2.4. Найти реакцию фильтра нижних частот с граничной часто-

той на дельта-импульс амплитудой  (рис. 2.21) при условии, 

что 
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Рис. 2.21. Дельта-импульс 
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 2.5. Для дельта-функции (рис. 2.22) доказать равенство 
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Рис. 2.22. Дельта-функция 
 
 2.6. На вход цепи (рис. 2.23) поступает сигнал (рис. 2.24) 
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Рис. 2.23. Интегрирующая цепочка 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 2.24. Входной сигнал 
 
 2.7. Найти спектральную плотность импульса (рис. 2.25) 
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Рис. 2.25. Одиночный импульс 
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3. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СЛУЧАЙНЫХ  

СИГНАЛОВ 
 
 К случайным сигналам относят сигналы, значения которых за-
ранее неизвестны и могут быть предсказаны с некоторой вероятно-
стью. По существу, любой сигнал, несущий в себе информацию, 
должен рассматриваться как случайный. 
 До приема сообщения сигнал следует рассматривать как слу-
чайный процесс, представляющий собой совокупность функций 
времени, подчиняющихся некоторой общей для них статистиче-
ской закономерности. Одна из этих функций, ставшая полностью 
известной после приема сообщения, называется реализацией слу-
чайного процесса. Эта реализация является уже не случайной, а 
детерминированной функцией времени. 
 На рис. 3.1 приведены несколько характерных случайных про-
цессов.  
 В реальных условиях все сигналы имеют случайный характер. 
Вследствие этого получателю заранее неизвестно, каким будет 
сигнал. 
 Однако нельзя также утверждать, что приемная сторона не рас-
полагает абсолютно никакими предварительными (априорными) 
данными о сигналах. Во-первых, обычно предварительно известно 
все множество, весь ансамбль возможных сигналов. Во-вторых,  
как правило, имеются сведения об ожидаемой вероятности тех или 
иных сигналов из общего ансамбля сигналов. 
 Таким образом, предварительные сведения о сигналах, которы-
ми мы располагаем, носят статистический характер. Поэтому для 
исследования прохождения сигналов через информационные сис-
темы следует применять статистические методы. Целесообраз-
ность применения статистических методов обусловлена еще и тем, 
что на сигнал воздействуют помехи, представляющие, как правило, 
неизвестную функцию времени. 
 Основным содержанием задачи приема сигналов на фоне помех 
является наиболее полное извлечение информации из сигнала. Ус-
пешного решения этой задачи можно достичь только на основе 
использования статистических методов приема.    
 Для характеристики и анализа случайных сигналов применяется 
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статистический подход. В качестве основных характеристик слу-
чайных сигналов принимают: 
 – закон распределения вероятностей; 
 – спектральное распределение средней мощности сигнала. 
 )(tX
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са, полученных в результате опытов, называется ансамблем реали-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 3.1. Примеры совокупностей функций времени, подчиняющихся некоторой 

общей для них статистической закономерности   
 

3.1. СЛУЧАЙНЫЕ СИГНАЛЫ И ИХ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ  
ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 
 Конкретный вид, принимаемый случайным процессом  в 

результате опыта, называется реализацией процесса . От-

дельные наблюдения над случайным процессом, протекающим в 
однотипных системах при одинаковых условиях опыта, дадут раз-
личные реализации случайного процесса . 

Вид функции  случайным образом меняется от одного опыта 

к другому (рис. 3.2). Совокупность реализаций случайного процес-
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– сигнал в виде постоянного напря-
жения случайного уровня; 
 
 
 
– гармоническое колебание со слу-
чайной амплитудой; 
 
 
 
– гармоническое колебание со слу-
чайной фазой; 
 
 
 
– возможные реализации произволь-
ного случайного процесса 
 

 



заций случайного процесса )(tX . 
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Рис. 3.2. Реа иза чайного процесса X(t) 
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развития. 
 Для бол
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ее полной характеристики случайного процесса необхо-

е ия

ций входящих 

димо знать связь между вероятными значениями случайной функ-
ции при двух произвольных моментах времени 1t  и 2t . Эта связь 
выражается через двумерную плотность распред лен  вероятно-
стей и формулируется следующим образом: 
 «Вероятность нахождения любой из функ  )( itX , 

)11 dxв случайный процесс )(tX , в интервале ,( 1 xx   в момент 

времени 1t  и в интерва ), 2dxxле ( 2x 2   в м и 2t , име-
ет вид 
xP

омент времен

 212211222221111 ),;,()(;)( dxdxtxtxfdxxtXxdxxtX  , 
где  – двумерная плотность распределения веро

зом, но ввести понятие о - 

),;,( 22112 txtxf
остей случайн

-

ятн ого процесса )(tX ».  

 Рассуждая аналогичным обра мож n
ятмерной ),;...;,;,( 2211 nnn txtxtxf  плотности распределения веро -

ностей с гда вероятность сложного события, 
заключающегося в том, что в момент времени it  функция )( itX  

находится в интервале 

лучайного процесса. То

nidxxx ,1  ),,(  ,  равна iii

  nnnii dxxtxfdx ...;.,( 111,1
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 Чем больше число тем точнее мерная функция плотности 

е

3.2. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНОГО 

 Простейшими моментными ф , в основном используе-

nniii dtxxtXxP ),..;)( 

 n , 
и

 n - 
вхарактеризует статист ческие свойст а случайного процесса. Од-

нако n - мерные функции могут быть получены с помощью до-
вольн сложной и трудоемкой обработки множества реализаций 
случайного процесса. При пользовании n - мерными функциями 
встречаются существенные математически  трудности. Поэтому на 
практике чаще всего оперируют конечным числом числовых ха-
рактеристик, которые дают, безусловно, менее полную картину 
процесса, но достаточны для решения ряда важных задач.  
 

о 

 ПРОЦЕССА 
 
ункциями

мыми для характеристики случайных процессов, являются момен-
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 момент 

. 

Физически математическое ожидание выражает среднее значение 

 Ди центральный момент одномерного зако-
а

Дисперсия выражает меру разброса значений случайной величины 

можно получить более простое выражение: 

 Корень квадратный из дис рсии принято называть средне-

ты первых двух порядков: математическое ожидание, дисперсия и 
корреляционная функция случайного процесса. 
 Математическое ожидание или первый начальный
одномерного закона распределения выражается формулой  
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)]([)]([ 11 tXDtX  . 

 Аналогично можно найти среднее значен е квадрата случайной 
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веде ые характеристики приближенно характеризуют по-
нием )( 1tX
 При нн
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ведение случайного процесса в отдельные моменты времени, но 
совершенно не затрагивают связь между значениями случайного 

 



процесса в различные моменты времени. Эту связь выражает ав-
токорреляционная функция ),( 21 ttK XX , определяемая как сред-
нее значение произведения зна чайных величин в момен-
ты времени 1t  и 2t : 

чений слу
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 Большое число задач, связанных с описанием случайных сигна-

сматривают ормированную автокорреляционную 
у
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 Если  представляет собой электрический сигнал (ток), то )(tX  

x 2x – по  составляющая случайного сигналастоянная ,  – средняя 

мощность сеиваемая на сопротивлении в 1 Ом, , рас 2][ xx   – сред-
я мощность флуктуации сигнала.    

 
3.3. СТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦ  
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ЕССЫ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Под стационарными процессами понима-
ются сл и рас-
пределения вероятностей  

 
учайные процессы, для которых функция плотност

 ),;...;,;( 2211 nnn txtxxf  произвольного
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нарные процессы имеют вид непр ры ны

t
 Стацио е в х случайных 
колебаний около некоторого среднего значения, причем ни среднее 
значение, ни характер этих колебаний не претерпевают существен-
ных изменений во времени. Строго говоря, стационарные процес-
сы бесконечны во времени, т.е. не имеют ни начала, ни конца. Та-
ких процессов практически нет. Однако многие случайные процес-
сы на определенных отрезках времени с определенным приближе-
нием можно считать стационарными. 
 Для стационарных процессов: 
 1. Одномерная функция плотности распределения вероятностей 
не зависит от времени, т.е. 

)(), 1111111 xft (),( xftxf   . 
 2. Двумерная функция плотности зависит только от разности 
времени  . 12 tt , т.е

);,();,(),;,( 2121221222112  xxfttxxftxtxf . 
 Поскол матическое
через одномерну функ

ьку мате  ожидание и дисперсия выражаются 
ю цию плотности, то можно утверж ать, что 

для стационарного процесса математическое ожидание диспер-
д

 и 
сия не зависят от времени. Вследствие зависимости двумерной 
функции плотности только от разности времен 12 tt  , автокор-
реляционная функция стационарного процесса также зависит толь-
ко от разности  . 

 



 Следовательно, 
],[)]([ 1  XmtXm
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 Более того, существует класс случайны стационарных процес-
сов, обладающих важным для практических приложений свойст-
вом эргодичности. 
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],[)]([

],[)]([
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 Стационарный процесс называется эргодическим, если усред-
нение по множеству с вероятностью, сколь угодно близкой к еди-
нице, равно усреднению по времени: 
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 Стационарные случайные процессы по своей природе проще, 
чем нестационарные и описываются более простыми характери-
стиками. Ввиду того, что стационарные процессы встречаются на 

1. кция 
ного 

практике очень часто, получила широкое применение специальная 
теория стационарных случайных процессов. 
 Так как свойства стационарного процесса во многом определя-
ются свойствами автокорреляционной функции, то для изучения 
такого процесса нужно, в первую очередь, определить свойства 
автокорреляционной функции. 
 

3.4. СВОЙСТВА АВТОКОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ 
СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 

 
 Определим, как ведет себя автокорреляционная фун

) мен(XXK  при неограниченном увеличении разностного вре

 



77

нтервалаи  tt  . 12

 По мере увеличения   зависимость между величинами )(tX  и 

)  ослабевает. В пределе при ( tX   эти величины стано-
вятся независимыми. Тогда с учетом того, что математическое 
ж   рав
произвед ний со
о идание произведения случайных независимых величин но 

ению математических ожида множителей и что для 
стационарного процесса математическое ожидание не зависит от 
времени, получим 

][)]([)]([)]()([lim)(lim)( 2 XmtXmtXmtXtXmKK XXXX 


.  

 Таким образом, при   автокорреляционная функция стре-
мится к квадрату мат

можно 
ематического ожидания случайного процесса

который трактовать как мощность постоянной составляю
ого ста

, 
-

щей реализаций случайн ционарного процесса. 
 2. При уменьшении интервала   зависимость между величина-
ми  )(tX  и )( tX  усиливается, и в пределе при 0  получим 

)]([)]()([lim)(lim)0( 2 tXmtXtXmKK XXXX  ][ 2Xm . 
00 

 Таким образом, при 0  автокорреляционная функция равна 
начальному у второго порядка функции который )(tX , момент

трактовать ка

] m

можно к среднюю мощность случайного стаци -

са уд

 . 

онар
ного процесса. 
 3. Дисперсия случайного стационарного процес овлетворя-
ет равенству 

[ 22 XD )()0(][][ XXXX KKXmX

 4. В силу независимости );,( 212 xxf  от начала отсчета 

)()(  XXXX KK . 
 5. ая функция по абсолютном значению Автокорреляционн у 
максимальна при  0 : 

)0()( XXXX KK  . 

 Типичные кривые автокорреляционной функции )(XXK  име-
ют вид, представленный на рис. 3.3. Как  из асим-
птотическое жение функции 

видно
(

рисунка, 
 прибли )XXK  к уст муся ановивше

, так и значению ][2 Xm  может происходить как монотонно немо-
нотонно.  

 



 
 
 
 

][ 2Xm  )(XXK
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Рис. 3.3. Вид автокорреляционной функции процесса X(t) 
 

На практике часто вместо случайного процесса рассмат-
ивают ожидания 

называемое пульсациями процесса

пр с



 Математическое ожидание пульсаций равно нулю а 
дисперсия 

автокорреляционная  слу
цесса приведена на рис. 3.4. 

 

 

Рис. 3.4. Вид коэффициента автокорреляции пульсаций
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3.5. КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ СИГНАЛОВ 

 Наря етер иниро-
ванных сигнало обходимой ха-
рактеристика торых свой-
ствах сигнала (скорость изменени  во времени) без разложения его 
а

деляется следующим выражени-
м

з этого выражения видно, что характеризует степень 

связи сигнала со своей копией той на величину

 
ду со спектральным подходом к описанию д м

в часто на практике оказывается не
, которая давала бы представление о неко

я
н  гармонические составляющие. 
 В качестве такой временной характеристики широко использу-
ется автокорреляционная функция. 
 Для детерминированного сигнала )(tx  конечной длительности 
автокорреляционная функция опре
е : 






 dtxtxK XX )()()(д . 

 И

t

)(д XXK  

, сдвину )(tx     
а 

по 
оси времени. , что эта фу ет максимум при 

ние автокор

Ясно

м K

нкция  достига
ью 0 так как любой сигнал полност коррелирован с самим 

собой. При это ЭdttxXX  




)()0( 2д , т.е. максимальное значе-

реляционной функции равно энергии сигнала. 

 С увеличением

 , 

   

ов 

функция у

ном сдвиге сигнал и

 )(д XXK  

)(
бывает и при относитель-

)(tx   t  наx  величину, превышающую 

 На рис. 3.5 показано построение автокорреляционной функции 
 прямо

а, 
определение автокорреляционной функции аналогично неприем-
лемо. В этом случае исходят из следующего определения

длительность сигнала, обращается в нуль. 

для простейшего сигнала в виде угольного импульса 

)[()( 22д
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  tthdthK
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h . и12

1t

XX

 Для периодического сигнала, энергия которого бесконечн
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Рис. 3.5. Иллюстрация  прямоугольного импульса 

 
 При таком определении приобретает размерность мощ-

ости, причем  

Рис. 3.5. Иллюстрация  прямоугольного импульса 

 
 При таком определении приобретает размерность мощ-

ости, причем  

 )(д XXK )(д XXK  для для

 (дп
XXK  

 сре
ти уср

 )(дп XXK  

 сред
ти усре

)
нн  )0(дпK  равна дней мощности периодического )0(дп равна ней мощности периодическогоXXXXK  
сигнала. Ввиду периодичнос еднение по бесконечно большо-
му отрезку '

сигнала. Ввиду периодичнос днение по бесконечно большо-
му отрезку 'T  должно совпадать с усреднением по периоду T . 

Поэтому 
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можно вы
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 Представив периодическую функцию разложением в ряд Фурье, 
яснить природу автокорреляционной функции 
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T
,  Так как то дробь 
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 Как видно из полученного выражения, автокорреляционная 
функция периодического сигнала с периодом )(дп XXK   T  представ-
ляет собой периодическую функцию аргумента    с т же перио-
дом 

ем 
T . 
 по

Амплиту
ловине 

да гармоники корреляционной
равна квадрата амплитуды соответств ще

того, п

 фу
ую

нкции
й 

 )(дп XXK  
гармоники 

)x . 

 Более ри 0
(t

  в чистом виде получаем распределение 
средней мощности  по частотному спектру   
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0дп
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k
kXX A

A
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сочто гласуется с результатом, полученным в подразделе 2.6 на-

 МОЩНОСТИ 
СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 

 

этим

стоящего пособия. 
 
  3.6. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ

 При изучении детерминированных сигналов весьма удобным 
оказался гармонический анализ. В связи с  желательно ис-

81
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ользовать аппарат преобразований Фурье к случайным процес-

 Однак бладаю-
им различной формой, соответствуют различные спектральные 

чных реализациях. 

п
сам. 

о необходимо иметь в виду, что реализациям, о
щ
характеристики. Усреднение комплексной спектральной плотности 
по всем реализациям приводит к нулевому спектру процесса из-за 
случайности и независимости фаз спектральных составляющих в 
разли
 Тем не менее, можно ввести понятие спектральной плотности 
среднего квадрата случайной функции, поскольку величина сред-
него квадрата не зависит от соотношения фаз суммируемых гармо-
ник. 
 Выделим из ансамбля какую-либо реализацию )(txk  случайно-

о г процесса )(tX  и ограничим ее длительность конечным интер-

валом T  (рис. 3.6). Для такой функции справедливо преобразова-
ние Фурье 
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Рис. 3.6. Реализация случайного процесса

 
Тогда энергию рассматриваемого отрезка реализации можно 

ычислить с помощью формулы Парсеваля 
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Разделив эту энергию на 



T , получим среднюю мощность й k - 
реализации на отрезке T  
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  представляет собой спектральную плотность где 
2

средней мощности рассматриваемой й реализации на отрезке k -
T . 
 В общем случае величина должна быть усреднена по 

еству реализаци

)(' kG  

множ й: 
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 Наконец, переходя к пределу при T , окончательно полу-
чим 

  (3.1) 

 Таким образом, спектральная плотность мощности

.cos)(2)()]([lim)(
0

'   





dKdeKGmG XX
j

XXk
T

XX



 )(XXG , 
являющаяся усредненной характерист овокупности реализа-
ций слу

икой с
чайного процесса, представляет собой прямое преобразо-

вание Фурье для корреляционной функции. Тогда обратное пре
разование Фурье будет иметь вид 

об-

         .cos)(
1

)(
2

1
)(

0







  



dGdeGK XX
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XXXX
     ) 

 Преобразования (3.1) и (3.2), связывающие функции )(



      (3.2

XXG  и 

)(XXK , носят название преобразований Хинчина–Винера. 
 Для выяснения физического смысла функции )(XXG  примем в 

 



84

0 . Так как 


 


dGK XXXX )(
1

)0(  выражае(3.2) т среднюю 
0

мощность сигнала, то )(XXG  дает усредненную энерге ю 
 распределения мощности сигнала по частотному сп

тическу
картину ектру, 

 а элементарная составляющая 


dG )(
1

 пре яет собой 

долю ей мощност апазон частот 

XX дставл

уюся на дисредн и, приходящ d . 
 

ЛЫЙ ШУМ 
  
 Случайный процесс, имеющи ный на всех частотах 
спектр, называют белым шумом
 

3.7. БЕ

Спектральные 
ность мо

 функция
 (рис

й равномер
 (рис. 3.7,а). 

Рис. 3.7. характеристики белого шума:  
тральная плот щности;   – автокорреляционная фу  

Автокорреляционная  белого шума может быть -
на щим образом . 3.7,б) 
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j1  является обратным преобразованием

 .  

 , что белый шум характеризу ся тем, а-
чения ые два (сколь угодно близкие) момента времен не-

. Такой процесс называют абсолютно случ
дчеркнуть,

спектра м свойстве случайного процесса и совершенно -
ения ероятностей. В частности  

Очевидно
 в люб

коррелированы

льно

)(tX  ет что зн
и 

айным. 

не свя
, если

 Необходимо по  что понятие белый шум основано на 

зано с законами распредел  в
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 зако

 

белый шум имеет нормальный н распределения, то его назы-
вают нормальным белым шумом или Гауссовым шумом. 
 Белый шум в точном смысле является идеализацией, никогда не
встречающейся в реальных условиях, хотя бы потому, что доста-
точно близкие значения случайной функции практически всегда 
зависимы, а также и потому, что реальные процессы имеют конеч-
ную мощность, а для белого шума полная мощность процесса бес-
конечна. Однако подобная идеализация во многих важных практи-
ческих случаях значительно упрощает математический анализ и не 
вносит сколько-нибудь существенных погрешностей.  
 Спектры реальных процессов практически ограничены полосой 
частот вследствие ограниченности полосы пропускания реальных 
систем. 
 Если белый шум пропустить через идеальный фильтр низких 
частот с граничными частотами ),0( c , то на выходе получим 

шум с ограниченным спектром (рис. 3.8,а). Автокорреляционная 
уф нкция такого сигнала принимает вид (рис. 3.8,б) 

 c00

 
 
 
 


cc

XX

G
K

c sin11 0 .   GdG sincos)( 00

Рис. 3.8. Спектральные характеристики практ ческого белого шума:  
а – спектральная плотность мощности;    б – автокорреляционная функция 

 
3.8. СВОЙСТВА СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ МОЩНОСТИ 

СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Отметим некоторые свойства нкции
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 фу  )(XXG : 

 1. Из определения 
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сп  
нкцией

о процесса с нуле-
интегралу  спек-

мощности во всем диа

ектральная плотность мощности является неотрицательной
.  фу

 2. Дисперсия стационарного случайног
вым математическим ожиданием равна 

 )(tX  
от его

тральной плотности пазоне частот 




 


dGtXD XX )(
2

1
)]([ . то утверждение следует из известного 



Э

свойства  )0()]([
    

XXKtXD  . 
 3. Спектральная плотность мощности )(XXG  является четной 

функцией )()(  GG . Доказательством этого свойства 

 


dK cos)(2)( . 

 Таким ия

XXXX

соотношение  GXX
является 

образом, функц  

XX

0

)(XXG  описывает распределение 
 чем он

ого спектра или 
случайного сигнала. 

алов, реализации которых зображены на 
рис. 3.9, показаны характер корреляционной функции и энергети-

и

нкция

редс т 

корр
тнос ощн

е корреляционная функция отлична от нуля 

средней мощности по частотам, в связи с а носит название 
энергетиче спектральной плотности мощности 

 Для случайных сигн  и

ск
 

ческого спектра. Функции (2x t  при одинаковых матема-

тических ожиданиях и дисперсиях характеризуются различной 
степенью статистической связи в соседних сечениях. При сильной 
статистической связ

)t  

)(t  

 )(3x

и 3 корреляционная фу  затухает 

медленнее, а соответствующая ей кривая энергетического спектра 
спадает быстрее.   
 Функции )(1 tx  и )(4 tx  п тавляю собой предельные случаи: 

 – полностью коррелированного сигнала )(1 tx , т.е. детермини-
рованного сигнала;  
 – совершенно не коррелированного сигнала )(4 tx , называемого 
белым шумом. 

 случ

x

 В первом ае еляционная функция постоянна, а спек-
тральная пло ть м ости вырождается в дельта-функцию на 
нулевой частоте. 
 Во втором случа
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тер и неограниченную полосу. 

Рис. 3.9. пектральные характеристики случайных п ессов:  
1 – постоянный ;  2 – слабо коррелированный стационарный процесс; 

3 – сильно коррелированный стационарный процесс;  4 – белый шум 
 

3.9. ИНТЕРВАЛ КОРРЕЛЯЦИИ И ЭФФЕКТИВНАЯ ШИРИНА 
СПЕКТРА СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

  ста-
ци -
тистич  

только при 0 , а спектральная плотность мощности имеет рав-
номерный харак
 
 
 

)(1 1 tx)(tX

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
С
уровень

роц

Нормированная автокорреляционная функция (XXr )


 
онарного случайного процесса показывает, как изменяется ста

еская зависимость между двумя сечениями процесса при

t

)(XXK



)(XXG
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3
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)(4 4 tx
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изменении расстояния   между ними. Из рис. 3.10 видно, что ко
яционная связь между сечениями процесса, расположенны

р-
рел ми 

б е. По очень лизко друг к другу, практически равна единиц мере 

увеличения расстояния между сечениями, )(XXr


 проявляет тен-
денцию к убыванию. Различные процессы имеют различные ско-
рости убывания.     
 
 
  
 
 
 
 
 

Рис. 3.10. Способ определения интервала р еляции ко р k  

 
Для стационарного случайного процесса о найти такое 

инимальное значение аргумента 

  

 

 можн

м k  

тью

 при

фу начиная с 

оторого статистическо  зависимос  иями можно 

пренебречь, т.е. считат  всех

нкции 
XXr



между сечен

 

)( , 

к й

ь 0)( XXr


k .  Такое значе-

ро  быстр
ям

ние аргумента называют интервалом корреляции. Чем меньше 
интервал корреляции случайного п цесса, тем ее убывает 
корреляционная связь между сечени и. 
 Способ определения k  основан на построении прямоугольника 

единичной высоты с пл равной пол  площади под 

графиком модуля )(


XXr . Интервал корреляции k

ощадью, овине

  определяется как 

основание такого прямоугольника: 

 


drdr XXXXk

0

)()(
2

1 

. 

 Кроме k – чи ой характеристики (XXr


, пользуются чи-

словыми характеристиками спект


 

слов

ральной плотности мощности 
стационарного случайного процесса. 

)
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)(XXr
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 Одной из таких характеристик является эффективная ширина 
спектра. Эффективной шириной спектра назы ают отношение 
площади под спектральной плотностью мощности стационарного 

 процесса военному уму спектральной

в

случайного  к уд  максим  плот-
ности мощности 

)()(2
0

mXX

XX

mXX GG 



  . 

 Способ определения 

  . 

 Способ определения 

)( dG )(XX dG 





  основан на построении прямоуголь-

ника (рис. 3.11) 


площадью высота которого равна 

максимуму спектральной

 

 

 
0

)( dGXX , 

плотности мощности )( mXG   X на часто-

те

 

 

Рис. 3.11. Способ определения эффективной ширины спектра

 m . 
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3.10. ЗАДАЧИ 
 

3.1. Найти корреляционную функц  детерминированного пе-
риодического сигнала, представленног на рис. 3.12. 
 3.2.  колеба-
ния пр
 3.3. Найти спектральную плотность средней мощности стацио-
нарного случайного проце ионной функцией, пред-
ставленной на рис. 3.14. 

 ию
о 

 Найти корреляционную функцию периодического
оизвольной формы, представленного на рис. 3.13. 

сса с корреляц

m  

  

  

 



 
 

thtx 0sin)(   

 
 t
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Рис. 3.12. Периодический сигнал 

Рис. 3.13. Периодическое лебани

 
Рис. 3.14. Коррел ионная функция 

3.4. Найти спектральную плотность средней мощности стацио-
рного случайного процесса с корреляционной функцией, пред-
авленной на рис

 
 

   

 
 )(tx  
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на
ст . 3.15. 
 
 
 
 
 

Рис. 3.15.  Функция )(XXK  

 3.5. Найти корреляционную функцию стационарного случайно-
 процесса со спектральной плотностью мощности, представлен-
й на рис. 3.16. 

го
но

)()( 0  GK XX
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Рис. 3.16.  Функция
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3.6. Необходимо  найти  дисперсию стационарного случайного 
оцесса по заданной на рис. 3.16 спектральной плотности мощно-
и. 
3.7. Найти среднеквадратическое значение для  случайного про-
а  со  спектральной  плотностью  средней  мощности  в  виде 
функции (рис. 3.1

Рис. 3.17.  Спектральная плотность средней мощности 

3.8. Для стационарного случайного процесса со спектральной 
отностью средней мощности (рис. 3.18) определить математиче-
ое ожидание  дисперсию

 

Рис. 3.18.  Спектральная плотность
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3.9. Белый  шум подается на вход электрической цепи, пред-
авленной на рис. 3.19. Найти спектральные характеристики вы-
дного сигнала. 

 
 
 

Рис. 3.19.  Электрическая цепь 
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4. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИ  ДИСКРЕТИЗАЦИИ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

 При передаче непрерывных сигналов в информационных сис-
темах весьма широкое применение получила кодоимпульсная мо-
дуляция сигналов (КИМ). КИМ складывается из трех операций: 
 – дискретизация по времени; 
 – кван
 – кодирование
 Дискретизация по времени заключается в замене непрерывно-
о 

ерывного сигнала (рис. 4.1). 
чается в замене непрерывного 

й сигнала множеством дискретных значе-

во вное

 и т

тования по уровню. 

ие может быть ено путем взятия 
тсчетов нкции в определенные е моменты вре-

 
И

 

тование по уровню; 
. 

г во времени сигнала )(tx  дискретным сигналом )(д tx , значения 

которого для дискретных моментов времени nttt ,...,, 10  совпадают 

с мгновенными значениями непр
заклю Квантование по уровню 

 )(д tx  множества значени

ний. При этом шкала возможных значений сигнала разбивается на 
определенное количест интервалов, и непреры  значение 
сигнала заменяется ближайшим дискретным. 
 Полученные дискретные значения затем кодируются (обычно 
двоичным кодом). КИМ обеспечивает существенное повышение 
помехоустойчивости передачи данных. Кроме того, дискретизация 
позволяет использовать одни е же устройства для большого 
числа различных сигналов. 
 При КИМ весьма важным является правильный выбор способа 
дискретизации сигналов по времени и кван
Рассмотрим некоторые вопросы теории дискретизации непрерыв-
ных функций по времени. 
 

4.1. ЧАСТОТНЫЙ КРИТЕРИЙ ДИСКРЕТИЗАЦИИ 
В.А. КОТЕЛЬНИКОВА 

 
 Итак, при дискретизации по времени непрерывная по аргументу 
функция )(tx  преобразуется в функцию )(д tx  дискретного аргу-

ента. Такое преобразованм
о

 выполн
дискретныфу  )(tx  
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мени. В результате фу пностью мгно-нкция )(tx  заменяется совоку

венных значений 1,0  ),(  nitx i .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1. Ко ьсная модуляция 

 Временной интервал

доимпул
 

 1,1 ,1  ti

моментами
вается

 nit  между двумя сосед-

ними фиксированными  времени, в которых задается 
дискретная функция, назы  интервалом дискретизации. 

Величина

ti

 
t

f



1

д  называется ча

ров (

ру

стотой дискретизации. Устрой-

ства, с помощью которых проводится дискретизация сигналов, 
ато рис. 4.2). 

Рис. 4.2. Ст атора 

носят название дискретиз
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Частота дискретизации должна выбираться таким образом, что-
отсчетным значениям можно было бы с заданной точ-

остью получить исходную функцию. 
Известно несколько критериев выбора частоты дискретиза-

ии по времени. Рассмотрим частотный критерий В.А. Котель-
никова. Данный к  теоремы 

й ст
ной и ограничен некоторой 

 

 
 )( itx  бы по 

н
 дf   

ц
ритерий, который получил название

Котельникова, основывается на следующей модели сигналов: 
 – сигнал представляет собо ационарный случайный процесс; 
 – спектр реализации сигнала сплош
частотой, за пределами которой он тождественно равен нулю. 
 ТЕОРЕМА 4.1 (теорема Котельникова). Если непрерывная 
функция )(tx  удовлетворяет условиям Дирихле (ограничена, ку-
сочно-непрерывна и имеет конечное число экстремумов), и ее 

спектр ограничен некоторой частотой 



 cf , то она полностью 

2c

определяется последовательностью своих значений в точках, от-

стающих н асстоянии а р
ccf

t




2

1
 друг от друга. 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть сигнал, описываемый непрерывной 
функцией времени )(tx , имеет огранич пектр сенный с   (рис. 4.3), 

т.е. преобразование Фурье 


 dtetxjS tj)()(  удовлетворяет 







условию )( jS 0  при c . 

Рис. 4.3. Спектральная плотность 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
 

)( jS  

с 


с  

 



96

В представлении сигнала интегралом Фурье пределы ин-

егрирования можно ограничит ервалом

)(tx  

ь инт

 

 ],[ cc   т

                               


 



 dejStx tj

c

c

)
2

1
)( .                            (4.1) 

 Дополним функцию

(

 )( jS  до периодической с периодом  с2  

ccи разложим ее в ряд рье на интервале ],[ Фу   

( T c //2 ): 0











k

jk

k
ceCjS )(                                  ,       

де имеет

                         (4.2) 

г  коэффициент Фурье  вид 

                                









c

c dejSC
jk

k )(
1

.              



cc2

           (4.3)

 Сравнивая (4.1) и (4.3), замечаем, что они совпадают с точно-

 множителя 
c

t



 , стью до постоянного если принять 
c

kt



 . 

)( tkxC
c

k 



 .  Следовательно, Подставив

жение для в (4.2), получаем 

 найденное выра-

 kC  















jk

cetjS ))( .                                 
k с

kx(        (4.4) 

 (4.4) в (4.1),  
ум зводится по вс

ачениям вки операций суммирования и 

 После подстановки замены знака при k  (так как
с мирование прои ем положительным и отрица-
тельным зн  и перестано
интегрирования получим 

k ) 




tx )( .              (4.5) 
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)](sin[)]
  (4.6) 

 у  второго интеграла разложения. 
 После подстановки (4.6) в (4.5) окончательно имеем 

                 

                    

с четом равенства нулю
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  .                        

 Этим, собственно, и доказывается теорема отсчетов. 
еализация 
взятых в 

 времени

  (4.7) 

 Таким образом, выражение (4.7) показывает, что р
(t в, )x  полностью определяется совокупностью отсчето

моменты  
cf

k
tk

2
  и отстоящих друг от друга на величи-

ну 
c

 Ряд (4.7) в технической литературе получил название ряда Ко-
ьникова. 

 
4.2. ПРЕДСТА  СИГНАЛОВ С ОГРАНИЧЕННОЙ 

 

f
t

2
 . 1

тел

ВЛЕНИЕ
ЧАСТОТНОЙ ПОЛОСОЙ В ВИДЕ РЯДА КОТЕЛЬНИКОВА 

 Остается решить вопрос, каким образом восстановить функцию 
)x  по ее дискретным отсчетам )( tkx(t  , если в этом возникает 

необходимость. 
Из -

ченн , 
аж да 

  (4.7) видно, что непрерывная функция, обладающая ограни
ым спектром, может быть представлена разложением в ряд
дый член которого выражается одинаковой функцией вик

)]([ sinс tktc  , но с различными коэффициентами )( tkx  . 

ругими словами, ряд Котельни редставляет собой разло-
жение реализаци
 Д кова п

и случайного процесса координатными детер-
минированными функциями времени )]([ sinc)( tkttA ck  с 

весовыми коэффициентами )( tkx   равными мгновенным значени-

ям сигнала в точках  tk . 
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 Как известно, ой реакцию функция )( sinс tx  представляет соб

фильтра нижних частот (ФНЧ) с граничной частотой c  на дельта-

импульс. 
 Следовательно, если в приемном ус й 

фильтр и пропустить через н нтованный сигнал )(кд tx , пред-

тройстве поместить тако

его ква

вательно


ставляющий собой последо сть с частотой 


 c
cf2  крат-

ковременных импульсов, амплитуды которых пропорциональны 
отсчетам исходной непрерывной функции, то, суммируя выходные 

оме т
 

чно ши

сигналы ФНЧ, можно воспроизвести с высокой степенью точности 
исходный непрерывный сигнал (рис. 4.4).   
  Практически реализовать это достаточно трудно. Кр ого, на 
практике приходится иметь дело с сигналами, ограниченными во
времени и, следовательно, обладающими бесконе роким 
спектром, что противоречит основному условию теоремы Котель-
никова. 
  Однако на практике не требуется идеально точного воспроизве-
дения передаваемого сигнала. Поэтому с целью использования 
теоремы для дискретизации сигналов реальный спектр сигнала, 
простирающийся от 0 до  , условно ограничивают некоторым 
диапазоном частот от 0 до c , в котором сосредоточена основная 

часть энергии спектра. Энергия отсекаемой части спектра сигнала 
определяет погрешность  

)(1

)][

)]([

0

2

2

c

dS

dS
c

c
















 , 

возникающую за счет ограничений спектра сигнала. 

 Кроме того, известна 

(

математическая модель сигнала Н.А. Же-
лезнова, в которой принимается, что спектр сигнала конечной дли-
тельности отличен от нуля на всей оси частот и  автокор-
реляционная функция

 известна
 )(XXK . 

интервалу 

В этом случае шаг дискретизации 

выбирается равным корреляции k . 
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Рис. 4.4. Восстановление сигнала по дискретным отсчетам 
 
 Корреляционный критерий выбора отсчетов является разновид-
ностью частотного критерия. А.А. Харкевич показал, что 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 

c
kt




 , то есть отсчеты по теореме Котельникова представ-

ляют собой ближайшие некоррелированные значения сигнала. 
Таким кова ба-

,

 

  образом, несмотря на то, что теорема Котельни
зируется на модели сигналов с ограниченным спектром, она имеет 
большую теоретическую и практическую ценность в технике пре-
образований сигналов  их передачи и обработки. 

     . . . 
)()4( 4tAtx 

 

)()2( 2tAtx 
 

4321             ttttt

)( tkx   

0

t

t

t

t

)()( 1tAtx 

)(tx  

t
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4.3. ДИ
 

СКРЕТНЫЕ СИГНАЛЫ И ИХ СПЕКТРЫ  

 При вычислении спектра на ЭВМ анализируемая функция x )(t  
представляется в виде своих отсчетов в дискретные моменты вре-
мени )(nTx , где T – интервал дискретизации по времени (ранее 

обозначался t ), а ,...2,1,0 n . 
 Спектральный анализ, основанный на цифровой обработке сиг-

, пр в едполагает преобразование последовательности x )(nT  налов

последовательность чисел )(  jkAAk , где   – интервал 

кретизации частоты, а ,...2,1,0

дис-

k  [18]. 
 Оп м спектр дискретизированной периодической функ-
ции, представленно  на рис. 4.5. Положим, что ее период  со-

редели
й 0T

держит ровно N  отсчетов: 

)(nTx : ])1[(),...,2(),(),0( TNxTxTxx  . 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

0TNT 

 x[(N-1)T] 

0 

)(nTx  
 x(0)

 x(T)

 x(2T)
 x(nT)

 
Рис. 4.5. Дис ский сигнал 

Тогда можно разложить в ряд

кретный периодиче
 

  )(tx   

  tjk
k eAt

1
)( , 



k

x
2

где
 В моменты отсчетов

 NT/2 . 
 nT  имее  м

T  2T  …   nT   …    (N-1)T  t 

 



  NT
k eAnTx

2
(
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k

n
N

jk

k
k

Tjk
eA

22

2

11
) .       (4.8)   

 Правая часть не зависит от 

n

T . Поэтому можно 

писать

вместо )(nTx  

 )(nx . 

n
N

kjn
N

jk
ee




(

, где  Но    
sN

 2
)

2

 – любое целое положитель-
. 

едовательно, можно записать: 

s
ное число
 Сл


 


n

N
sNkj

eAnTx
2

)(1
)( .                    (4.9)                     





k
k2

      

 Сравнивая (4.8) и (4.9), приходим к выводу, что комплексные 
 при дискретизированных 
 друг от друга, и имеется только

.  Таким -

 важное свойс
ени сигналов: их

амплитуды гармониках, кратных N , не 
отличаются  N  различных состав-

ляющих дискретного спектра 0 , AA 121 ,...,, NA
тво периодических 

 спектр также

A

 я

 обра

зом,  получено дискретизирован-
ных во врем вляется периодиче-
ским и дискретным с периодом, равным N  отсчетам частоты 
( N ). 
 Поэтому бесконечные пределы в (4.8) можно заменить одним 
периодом: 

                      





1

02

1
)(

N

k

N
k eAnTx .                               (4.10) 

 Для определения коэффициентов kA  умн им обе части этого 

2
njk

  

ож

равенства на 
n

N
jm

e


, где m  – целое число в пределах от 0 до 
1N , и ра

2

ссмотрим сумму  ой содержащую 
дений: 

 по переменн n , N  
таких произве

.
2 00   k n

k
n

 

 Если mk 

1
)(

1

0

2

 





N
N

n
N

jm
eAenTx

то  

1 2
)(1  

 N nmkjN

, 

2
)(


 n

N
mkj

e 1 независимо от величины n , 

 



102

при этом 

Ne
N

n

n
N

mkj







1

0

2
)(

. 

 При комплексная экспонента описывает единичный век-
тор, фаза  при изменении величины изменяется скачка-

тстоящие углы

 mk   
 которого

оо

 n  

 )(
2

mk
N


ми на равн . Сумма этих векторов за  N

отсчетов равна нулю. 
 Учитывая это, получаем 

m
k n

N
k NAeA

22 0 0

 
 

. 

 Следовательно, 

                       

N N nmkj 11 1 1 2
)(  




 




1 22 N njm

m N
A

 0n

 Объединяя (4.10) и (4.11) 

)( NenTx .                        (4.11) 

и заменяя в   индекс на индекс 

окончательно получаем: 

 mA  m  

k , 

                         

 02 k
k

Эти соотношения называ













 








1 2

1

0

2

.
1

)(

;)(
2

N n
N

jk

N

n

n
N

jk

eAnTx

enTx
N

 ются прямым и обратным дискрет-

ными преобразованиями Фурье (ДПФ). ДПФ как и сама по-

следовательность является периодической функцией по 

 Характер зависимости модуля функции от частоты приве-

ден на рис. 4.6. 




kA

                       (4.12) 

 kA , 

)(nTx , 

периодом аргументу k  с N . 

kA  

 Период спектра в масштабе частот равен 
T

N



2 . Заметим, 

что в пределах пер оставляющие спектра симметричны отно-



иода с

сительно середины этого интервала, причем kNk AA   (это 

 



kk AA   
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а  го факта, что следует, н пример, из то и 

,...3,2,1,   kA kNk ) и AA  aarg . Поэтому вся A

, р

kNk rg

частотполезная информация имеется уже в интервале авном 
T


. 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

дискретного периодического

 аналоговый сигнал

сигнала )(tx  получается




 dtet tj)( . 

Рис. 4.6. Спектр амплитуд  сигнала 

Рассмотрим непериодический  задан-

ный на интервале Спектр льта-

те прямого преобразован

ам си о пре-

 
 )(tx , 

 в резу 0T . 

ия Фурье 



гнал по его спектру вычисляется с помощью обратног

jS )( x

С
образования Фурье   








 djSt t(

2

1
)( . 

e j)

)(nT  конечной длины

1

x

 Пусть дискретный сигнал опреде-

ленный при 

x  N , 

,...,2,1,0  Nn  и равный н  улю вне интервала  

]1,0[ N , получен дискретизацией непрерывного сигнала )(tx  с 

интервалом T  (рис. 4.7).  
 

2A1A 1NA
0A  

T


kA

0    2 …  k … (N-1) 

T
N




2  
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Рис. 4.7. Дис непериодический сигнал 

 
Пара преобразований Фурье скретного сигнала имеет вид 

                      ,              (4.13) 

              

 
 
 

 
 
 
 
 

кретный 

 для ди

    
1

)()(
N-

nTjTj enTxeS
 0n


    

   
 TT /



 



T

nTjTj deeSnTx
/

)(
2

)( ,               (4.14) 

где  –  и 

аны соотношением  

)( TjeS 

)j  связ

спектр дискретного сигнала. Спектры )( TjeS   

(S

 
1



 
k

D
Tj kjS

T
eS )()(  , 

т.е. спектр последовательности равен с точностью до 

 

)(nTx  

множителя
T

1
 сумме спектров ющего 

енных я ча

кратные

соответству

D /2

сигнала )(tx , 

смещ по оси частот на все возможные значени ы, 

 частоте дискретизации 
стот

T . 

 является периодической функцией по частоте)( jeS   T    

Действитель

с пе-

равным частоте дискретизации -
но, 
риодом,  D 2 . T/

NT

 x[(N-1)T] 

)(nTx  
 x(0)

 x(T)

 x(2T)

 x(nT)

 t 
0 T  2T  …   nT   …    (N-1)T 

 



105

то

,...2,1()( (   keSeS kjTj  . 

Именно поэ му при вычислении )(nTx   интегрирование прово-

дится в пределах ]/,/[ TT

   ),)/2 TT

  . Очевидно, что свойство периодич-

ности спектра распространяется о  ег модуль также на )( TjeS  и  

ргумента )(rg TjeS  . 

 Предположим, что спектр )(
 a

jS  неп  сигнала  огра-

ниче

рерывного

н частотой c . 

 сод

Тогда, чтобы спектр дискретизиро-

ванного сигнала ержал  количество нформации об 

ыпо

для того 

наибольшее

о в

 и

исходном сигнале )(tx , необходим лнить соотношение 

Tс


  , 

т.е. условие теоремы Котельникова. В этом слу тр 



чае спек

)( TjeS 
 о повторяет п форме спектр исходного сигнала (рис. 4.8), 

го он и

Рис. 4.8. Спектр дискретного непериодического сигнала 
 

Если же 

только в отличие от последне меет периодическую структу-
ру. 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
Tс


 , происходит искажение вследствие вза-)(tx  

T


  

T


 

)( TjeS   

T


  

T


 

)( jS  
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ного наложения спектральных составляющих соседних участков 
ис. 4.9). 

Рис. 4.9. Взаимное наложение спектральных составляющих  

Таким образом, приступая к анализу, следует предварительно 
ыбрать интервал дискретизации 

им
(р
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
в T  в соответствии с критерием 
отельникова. 
Если сравнить спектр конечного дискретного сигнала, выра-

аемый формулой с ДПФ этого сигнала, то увидим, что 

ПФ представляет отсчетов спектра, взятых на периоде с 

интервалом дискретизац  частоте, равным 

К
 

ж  )( TjeS 
, 

 собой N  

ии 

Д

по
NT




2 . Из этого 

ледует, что .  

я

определенной при

с  свойства ДПФ аналогичны свойствам спектров
 Следовательно, дискретное преобразование Фурье может быть 
использовано и для представлени  последовательности )(nTx  

конечной длины N ,  1,...,2,1,0  Nn  и

у

 равной 

н лю вне интервала ]1,0[ N . Действительно, такую последова-
тельность можно ра вать как один период соответствующей 
периодической последовательности и использовать преобразова-

ния ДПФ; следует только считать, что вне интерв ]1

ссматри

ала ,0[ N  kA  

и равны .  )(nTx  нулю

T2

3
  

T2

3
 

T2

3
 

T2

3
  

)( TjeS  

)( jS  
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 Из выражен  видеть, что для вычисления каждой 
гармоники н ций комплексного умножения и сложе-

ых это может приводить к 
ущественн ений дос-
тигается п ия Фурье 
П

повторяющихся при вычислении ДПФ операций. 

ости на ДПФ по ностей меньшей длины

 Преобразования (4.13) и (4.14) в большей степени  носят ис-
ключительно теоретический интерес. 
 

4.4. БЫСТРОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 
 

 Для ДПФ (4.12), в принципе, справедливы все свойства инте-
гральных преобразований Фурье, однако при этом следует учиты-
вать периодичность дискретных функций и спектров. 

 ий ДПФ можно
ужно N  опера

ния и соответственно 2N  операций на полное выполнение ДПФ. 
ри больших объемах массивов даннП

с ым временным затратам. Ускорение вычисл
ри использовании быстрого преобразован

(Б Ф). 
 БПФ базируется на том, что при вычислениях среди множите-
лей (синусов и косинусов) есть много периодически повторяю-
щихся значений (в силу периодичности функций). Алгоритм БПФ 
группирует слагаемые с одинаковыми множителями в пирами-
дальный алгоритм, значительно сокращая число умножений за 
счет исключения повторных вычислений. В результате быстродей-
ствие БПФ в зависимости от N  может в сотни раз превосходить 
быстродействие стандартного алгоритма. При этом следует под-
черкнуть, что алгоритм БПФ даже точнее стандартного, так как 
сокращая число операций, он приводит к меньшим ошибкам ок-
ругления. 
 Алгоритмы БПФ основываются на свойствах комплексной экс-

поненты kn
N

knNj We  )/2( : ее симметрии knN
N

nkN
N

kn
N WWW )()(    

и периодичности ))(( mNnlNk
N

kn
N WW   с периодом, равным длине 

обрабатываемой реализации сигнала N (числу точек БПФ). С уче-

том последнего свойства, экспоненте  kn
pN

pkn
N WW /  соответствует 

период pN / , где p – целые числа, на которые делится N . Ис-
пользование данных свойств в алгоритмах БПФ исключает боль-
шое число 
 Алгоритм БПФ заключается в разбиении ДПФ исходной после-
довательн дпоследователь , 
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ьно возможной (р
 п
по
зи с этим раз

ванием р то

е  

вплоть до минимал авной основанию БПФ), через 
которые и вычисляется ДПФ исходной оследовательности. 
 Разбиение означает прореживание следовательностей во вре-
менной или в частотной области. В свя личают БПФ с 
прорежи  по в емени и БПФ с прореживанием по час те. 
 В отличие от ДПФ, БПФ может вычисляться только по опреде-
ленному числу точек LmN  , соответствующему целой ст пени
L  его основания m . Целая степень L  определяет число этапов 
прореживания. К наиболее используемым относятся БПФ по осно-
ваниям .8,4,2m  
 В качестве примера рассмотрим алгоритм БПФ с прореживани-
ме  по времени по основанию 2. 

 Пусть задана последовательность NnxnTx )()(   конечной 

длины 1,...1,0  Nn . Нужно найти ее ДПФ: 





1

0

)()(
N

n

kn
NWnxjkX  

я 1,...1,0  Nk  ( омера бинов ДПФ) с минимальным объемом 
вычислений. 
 Реше за

дл

ние этой дачи в данном алгоритме БПФ находится сле-
у

ть длиной разобьем на 

т  (рис )
(включающую отсчеты четными индексами 

) и 

н

д ющим образом. 
 Исходную последовательнос )(nx  

/
 с 

N  

. 4.10
 

две подпоследова ельности длиной N  – четную 

(: nxn нечетную: 2()(

2
)(nx

2)2()1 nx )1 nxnx , 1,...1,0  Nn . 
Это соответству  первому прореживанию сигнала по времени. 
 

ет

Рис. 4.10. Иллюстрация прореживания сигнала по времени 
 

 n 

)(nTx  
 
 
 
 
 
 
 
 

0   1   2   3   4   5   6 … (N-1)  
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Обозначим их ДПФ, как и Выразим ДПФ ис-

одной последовательности

 )(1 jkX  

 nTx )(

 )(2 jkX . 

Nnx )(

 

  через ДПФ подпосле-

овательностей

х

 2/1 )( Nnx , 2/2 )( Nn : xд

.  1
2

,...,1,0    ),()(         

)()()(

21

12/

0

2

2/

2

2

12/

0

2/

2

1



 















N
  

kjkXWjkX

eenxenxjkX

k
N

N

n

k
N

jkn
N

jN

n

kn
N

j

    (4.15)  

выборо П . 

стотных вы

найде с учетом ойства периодичности

   

Это первые 2/N  частотных к Д

 Вторую половину ча борок )( jkX  для 

,...,2/  NNk м  св

Ф

1  : 

.  1
2

10    ),()(

)()()
2

(

21

2
)2/(

1







 N

        

 

N
,...,,kjkXWjkX

jkXWjkXkjX

k
N

Nk
N

                  (4.16) 

 (4.15) вую операцию БПФ 

    

 Выражения и (4.16) определяют базо
(операцию объединения): 

.1
2

,...,1,0  ),()())2/((

),()()( 21




N

kjkXWjkX

jkWjkjkX

k

k
N

    (
21 NkjX

XX

N

4.17) 

ящий в (4.17) множитель равный по 

называют поворачивающим. Вычисления в соответствии с (4.17) 
включают одно комплексное умножение и пару сложения –

бочки БПФ) (рис. 4.11). 

 Вход модулю единице,  k
NW , 

вычитания. Базовую операцию представляют графически с помо-
щью сигнального графа (ба

)(1 jkX

       
)(2 jkX ))2/(( NkjX

)( jkX



k
NW

 
Рис. 4.11. Сигнальный граф базовой операции БПФ 
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ствует умноже-

нию на поворачивающий множитель

 Дальше каждую из последовательностей и можно 
разбить еще на две подпоследовательности длины: 

и  (четную и ю повторить 
вышеп денные операции объединения их ДПФ с по ощью 
базовых опе

 На нем узел означает операцию сложения (верхний выход) и 
вычитания (нижний выход), а стрелка          соответ

 k
NW . 

 )(1 nx  
вдвое 
нечетну

 )(2 nx  
меньшей 

) и )(),( 1211 nxnx  )(),( 2221 nxnx
риве м

раций.  
 Такое прореживание выполняем L  раз до получения 2/N  
двухточечных последовательностей, ДПФ которых вычисляется в 
соответствии с базовой операцией (4.17).  
 На рис. 4.12 в качестве примера приведен й граф ПФ для 

8N . В соответствии с графом на каждом из 
полны  Б

L  этапов вычисле-
ния – объединения ДПФ выполняются 2/N  базовых операций, а 

 выч комплексных операций умножения и 
сложения – вычитания составляет 
общий объем ислений для 

.log 2

2

NNNLK слож

умн



  ,2/)log(2/)( NNNLK 
 

 

)0( jX

)1( jX

)2( jX
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Рис. 4.12. Полный граф БПФ для N = 8 
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 Особенностью алгоритма БПФ с прореживанием по времени 
является требуемый им неестественный порядок отсчетов входно-
го сигнала, обусловленный его многократными разбиениями на 
четные и нечетные подпоследовательности ( = 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 
для ). Такой порядок следования называют двоично-

Это приводит к необходимости предварительной пере-
становки отсчетов исходной последовател  до начала вычис-
лений этого естественные номера  последовательно-
сти представляются в - разрядном  коде, коды эти 
прочитываются в обратном порядке, т.е. справа налево и преобра-
зуются затем снова в десятичную форму, соответствующую номе-
ру отсчета переставленной последовательности. 
 

ЗАДАЧИ 
 

 4.1. Для сигнала, представленного на рис. 2.19, найти и обосно-

 
 

 

n
 

ьности
отсчетов
двоичном

8N
инверсным. 

 
. Для 

)(n x  L

вать практическую
 4.2. Для сигнала, представленного на рис. 2.19, вычислить вели-
чину интервала дискретизации в соответствии с теоремой Котель-
никова. 
 4.3. Для экспоненциального сигнала отобразить координатные 
детерминированные функции времени, входящие в ряд Котельни-
кова. 
 4.4. Определить интервал частот, в пределах которого сосредо-
точена вся полезная информация спектра амплитуд дискретного 
периодического сигнала. 
 
 
 

 ширину спектра. 
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И СТАТИСТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

ии, соответствует случаю, когда инфор-
ация вводится в начале канала связи, т.е. непосредственно в пе-
едатчике. Несколько иначе обстоит дело, например, в радиолока-
ионном канале, где информация о цели вводится в результате 
тражения радиоволны от цели в свободном пространстве. 
Проблема оптимального приема состоит в рациональном ис-

ользовании избыточности, а также имеющихся сведений о свой-
твах полезного сигнала, помехи и канала для увеличения вероят-
ости правильного приема. 
При этом рассматриваются следующие задачи: 
1. Обнаружение сигнала, когда требуется только дать ответ, 

имеется ли в принятом колебании полезный сигнал или оно 
обусловлено одним шумом. 

2. Оценка параметров, когда требуется с наибольшей точно-
т-

ров пол
3. Различение сигналов, когда на входе возможно присутствие 

ия в бу-

 входного сигнала, должно 
ожно большего 

ость правильного приема будет 

 
5. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО ПРИЕМА  

 
 Следует отметить, что общая схема передачи информации, 
представленная во введен
м
р
ц
о
 
п
с
н
 

стью определить значение одного или нескольких параме
езного сигнала. 

нескольких сигналов, и нужно указать, какие именно сигна-
лы присутствуют. 

4. Воспроизведение первоначальной формы сигнала, искажен-
ной действием шумов. 

5. Предсказание сигнала, когда следует, располагая историей 
сигнала, предсказать его наиболее вероятные значен
дущем. 

 Результатом воздействия помех является частичная или полная 
потеря информации, переносимой полезным сигналом. Приемное 
устройство, осуществляя обработку
обеспечить извлечение из принятого сигнала возм
количества необходимой информации.  
 Вследствие того, что на вход приемника поступает сумма по-
лезного сигнала и помехи, вероятн
определяться отношением полезного сигнала к помехе. Для повы-
шения вероятности правильного приема должна быть произведена 
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инятого сигнала по схеме, представ-

а 

ленной на рис. 5.1. Фильтр обеспечивает улучшение отношения 

мощностей сигнал/помех

вых




 p

выполняет главные функции





 px , а решающее устройство 

 приема (обнаружение, различение 

 
ДЫ ФИЛЬТ

 

– метод накопления; 
– корреляционный 
– согласованная фильтрация. 

се эти методы основаны на использовании различных свойств 
олезного . 

стотная фильтрация 
 

Ид в по-
езного сигнала и помехи. При этом используются линейные час-

 сигнал/помеха. 

или восстановление сигналов). 
 
 

   

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.1. Блок-схема предварительной обработки принятого сигнала 
 
 Рассмотрим основные задачи оптимального приема и статисти-
ческих решений. 

5.1. МЕТО РАЦИИ 

 Известны следующие методы фильтрации, обеспечивающие 
улучшение отношения сигнал/помеха: 

– частотная фильтрация;  
 
 метод; 
 
В
п сигнала и помехи
 

5.1.1. Ча

 ея частотной фильтрации основана на отличии спектро
л
тотные фильтры, позволяющие подавлять помеху и улучшать тем 
самым отношение

)(tX)(tX *)(tY )()( tXt    
Фильтр

                                     , )/(  , )( , )( , )( aXfaPGG iiXX   

 .  ,  , )( , )( 2112 rrKK XX  

 Решающее 
 устройство 

  Используемые 
характеристики : 
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Параметры фильтра определяются спектральными характери-
стиками сигнала и  часто встречают-
я следующие случаи (рис. 5.2): 

 случае в тракт приемного 
олосный фильтр с полосой пропуска-

ает широкополосный сигнал и уз-

 
 помехи. На практике наиболее

с
 а) на вход приемного устройства поступает узкополосный сиг-
нал и широкополосная помеха. В этом
устройства включается узкоп
ния  ; X

 б) на вход приемника поступ
кополосная помеха. В таких случаях в тракт приемника включается 
фильтр, обеспечивающий подавление помехи в полосе  . 

 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.2. Иллюстрация частотной фильтрации: 

а – узкополосный сигнал и широкополосная помеха; б – широкополосный сигнал 
и узкополосная помеха  

 в том случае, если полезный сигнал в течение 

 
5.1.2. Метод накопления 

 
 Метод применим
времени приема постоянен. 
 Пусть в течение времени передачи XT  сигнал постоянен и ра-

вен a . На сигнал воздействует аддитивная помеха с ( 0)][  tm . 

равном дли-
многократное

 этих отсче-

Пре ложим,  в течение т.е. интервале, 
ел сти передаваемого импу ) осу ествляется  
го измерение (рис. 5.3). Покажем, что ммирование

ов позволяет увеличить отношение помеха

дпо
ьно

что XT (
льса

на 
щ

 су

сигнал/

т
е

т  

вых












p

px . 

 Рассмотрим случай, когда указанные отсчеты не коррелирован-
ны, т.е. берутся через интервалы времени t k , где k  – интер-

вал корреляции. 

)(S

а) б)

)(XS

X  


)(S

)(XS
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 На выходе накопител

де

 

 

ия 

ехи на выходе накопителя 

я будет сигнал 

  ii naay )(



n

i
i

n

i

n

i

y
111

, 

г  n  – количество отсчетов. 
 

ii ay  
 
 
 
 
 

 

 
 

Рис. 5.3. Метод накоплен

t

         ...         tttt

 Отношение мощностей сигнала и пом

 
][

1

2

вых 


 










 n

i
i

x

D

na

p

p
, 

де  – дисперсия помехи на выходе накопителя. 

В предположении, что значения

г  ][
1




n

i
iD

  i  

слу
дисперс

некоррелированы и помеха 

редставляет собой стационарный чайный процесс, дисперсия 
уммы отсчетов равна сумме ий отсчетов 

Следовательно, 

п
с  i  

][][][
11

 


nDDD
n

i
i

n

i
i . 

 

 
вх

22

вых
][][  DnD 























 p

p
n

a
n

na

p

p xx . 

мощностей сигнала и помехи увеличивается в раз. 



 Таким образом, в результате n - кратного отсчета, отношение 
 n  

321 n

XT

)()( taty 

a

 t 
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5.1.3. Корреляционный метод 
 

 Сущность метода заключается в использовании различия между 
корреляционными функциями сигнала и помехи. Метод эффекти-

лишь в сл
усть по помеха – 

типа гауссова шума. 

вен учае приема периодических сигналов. 
 П лезный сигнал является периодическим, а 

 В приемном устройстве определяется корреляционная функция 
поступающей на вход суммы )()()( ttxty   полезного сигнала и 
помехи 

. )()()()(                      

)]()([
1

)]()([
1

)]()([
1 2/

 ttx
T

  

)]()([
1

)]()()][()([
1

)(

2/

2/

2/

2/2/

2/

2/

2/

2/

















KKKK

dttt
T

dttxt
T

dt
T

dttxtx
T

dtttxttx
T

K

XXXX

T

T

T

TT

T

T

T

T

YY

 

 В полученном выражении )(XK  и )(XK  есть взаимные 

и )(KK )(XXкорреляционные функции сигнала и помехи, а   – 

автокорреляционные функции сигнала и помехи соответственно. 
 Поскольку передаваемый сигнал и помеха статистически неза-
висимы, то 0)()(   XX KK . Следовательно, 

)()()(  KKK XXYY . 

 Как известно, корреляционная функция )(XXK  периодическо-

го сигнала является периодич  аргумента еской функцией   с тем 
же периодом. 
 Функция )(K  с увеличением   

. 5.4).

стремится к нулю и при 

равно нулю (рис  

 Следовательно, выбирая такое время при котором значением
можно пренебречь, мы обеспе  тем самым получени

 

k  практически 

  , 
чим

 
е )(K  

функции )()(  XXYY KK , отобража  полезный сигнал, т.е. 
выделение полезного сигнала из смеси полезного сигнала с поме-

ющей

хой. 

 



 
 
 

)(YYK  
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Рис. 5.4. я

 Схе ена на рис. 5.5. Схема 

гратор

Рис. 5.5. Схема корреляционного приема 
 

5.1.4. Согласован ая фильтрация 

 Согласованные фильтры предназначены для выделения сигна-
лов известной формы на фоне шу ов. 
 Рассмотри ной формы, 

определенный на интервале и  нулю вне этого ин-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Иллюстрация коррел ционного метода 
 

ма корреляционного приема привед
содержит блок задержки (БЗ), устройство умножения (УУ) и инте-

 (И). 
 
 
 
 
 
 
 

 

н
 

м
м импульсный сигнал )(tx  произволь

),0( T  X

тервала. Предположим, что принятый сигнал )()()( ttxty
 равный

  
пропускается через линейный фильтр, импульсная переходная 
ункция котф орого имеет вид )(t )t(TBx X   (рис. 5.6). Фильтр с 

такой характеристикой носит название согласованного. 
На выходе филь  место реакция, определяемая инте-

ралом свертки
 тра имеет
г  )()( tty  :  

k  

k  

)(XXK  



)(K  





)(XXK  

)()( tyty 

)()()(
1 2/

2/




XX

T

T

Kdtyty
T

 t

k

ty




  

)(
 УУ   И 

)(ty

БЗ 
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dxB

dtTxxBdtytx X

 

()()()   tTxBdtTx XX
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сная переходная фун

жителя

 x(t)

 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 5.6. Импуль кция 
 

 Полученные два интеграла представляют собой с точностью до 
постоянного мно  B  корреляционные функции 

x )]()([)( tTKtTKBt XXXXX   . 

 Таким образом, выходная реакция фильтра совпадает с выход-
ным сигналом корреляционного фильтра, но при согласованной 
фильтрации нет необходимости использования устройства пере-
множения (рис. 5.7).  

Рис. 5.7. Схема согла анной филь ции 

5.2. СУЩНОСТЬ ОСНОВНОЙ ДАЧИ ПРИЕМА СИГНАЛОВ 
 

утем отнесе-

 
 
 
 
 
 
 

сов тра
 
ЗА

 Основная задача приема сигналов фактически представляет 
собой процесс распознавания. Процесс распознавания состоит в 
классификации явлений по имеющейся информации п

 t 
  XT

 )(t

 0 

)()( tTBxt X   

 

)(       

)()()(

tTBK

dtytx

XXX 

 



  )()()( ttxty 

Согласованный 
      фильтр 
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ния воспринимаемой совокупности признаков ),...,, 21 mxxX (x  к 

областей соответствующих 

очкам  состояний источника 

нформации (рис. 5

разбиение  ,  
 с

 явления. Векторы

области, характеризующей одно из состояний ia  источника ин-

формации [2]. 
 С этой целью m - пространство признаков разбивается по како-
у-либо критерию на n   nXXX ,...,, 21 , 

 ,( 21 aaA 
м

n - пространства ),..., na  т

и .8). 
 Пространство 

  наблюдений  1x 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.8. Двумерное m - пространство признаков 

  
 Если  производится на две области распознавание
становится двухальтернативным и представляет обой обнаруже-
ние некоторого  X  в пространстве признаков 

. 
изаций 

 m -
носят название векторов-реализаций, а области разбиения образу-
ют множество классов
 В общем случае зависимость реал X  от со

тностный характер. Можно выделить три 
 зависимостей (для простоты на рис. 5.9 

зображены одномерные распределения): 
1. В первом случае возможно безошибочное распознавание. Для 

т в пространстве п ков должны 

ы выбраны , чтобы каждая из них включала все возможные 
ачения только одного соответствующего ей признака. При этом 
ероятность правильного распознавания го состояния 

ри условии торую можно подсчитать формуле Бай-

са 

стояний ia  

источника носит вероя
арактерных случая этихх
и
 
э ого области X1 nXX ,...,, 2   m - ризна

б ть  так
зн
в  )/( ii Xap  

 iXX  , ко

 i -

по п

е

2x

Вектор-реализация 
    ),( 21 xxX   

11, aX
 

22 , aX

nn aX ,  

Класс
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dXaXfap

aXpap

aXpap
Xap

i

i

)/()(

)/((

)/()(

)/()(
)/( ,   (5.1) 

равна единице, так как 

)

в области )( jiX i  . 0)/( jaXf  

X 2. Во втором случае распознавание по вектору-реализации  
невозможно )()/( iii apXap  . Отнесение вектора X  к какой-

либо области не увеличивает вероятности распознавания. 
 3. В третьем случае распознавание состояний возможно с веро-
ятностями 1)/()(  iii Xapap . 
 1) 2) 3) 
 
 
 
 
 
 
 

… 
X

… 

)/( 2aXf

)/( 1aXf  

 
 

Рис. 5.9. Условные плотности распределений: 
1 – случай непересекающихся распределений; 2 – случай тождественных распре-

делений; 3 – случай пересекающихся распределений 
 
 качества являют-

им, что при

 Основными характеристиками  распознавания 
ся средние ошибки распознавания и средние потери.  
 Предполож iX X   принимается гипоте о наличии 

состояния a . Вероятность правильного решения состав

за 

 

 о ошибки
i ляет при

этом /( iap , а вер ятность  )/(1 Xapp)iX  ош iii  . Сред-

яя вероятностьн  ошибки распознавания для всех ых со-
тояний и чника равна 

 

возможн
с сто

, )/()(1            

)/()(1)( ошош

 






i X
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i
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i
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де означает )( iXp   }{ iXXp г  . 

 Если ошибк  неравноцен-
 

потери.  

 
ик инф

и распознавания отдельных состояний
ны, то для характеристики качества могут быть приняты средние

 Обозначим через r i j
 положительное число, определяющее ко-

эффициент потерь от ошибки в результате заключения о состоянии
a в то время как источн ормации находится в некотором 

другом состоянии a j
. При попадании вектора 

i , 

X  в область X i  

услов и составят ные потер


j

ijiji rXapr )/( , 

а средние потери 

   
j i X

jijj
i

ii

i

)dXf(X/ar)p(a)rp(Xr .         (5.3) 

 Величина носит название условного, а ir  r  – средне

распознавани В дальнейшем коэффициенты ерь 

го риска 

я.  пот r i j ( )i j , 

связ  с правиланные ьными решениями, предполагаются равными 
у

3. ОБН

ст

об
ешающее устройство определяет  

 -реализация 

н лю. 
 

 5. АРУЖЕНИЕ СИГНАЛА 
 

 Для  обеспечения возможности обнаружения m -мерное про-
ранство признаков должно быть разбито на две области:  1X и 

2X . Граница этих ластей называется решающ  поверхность . 
В процессе обнаружения р
области принадлежит вектор

ей ю
, какой

X , и  заключ  
состоянии источника. 

учае трехмерного пространства (рис. 5.10) про-
 сигналов условно разбивается на две

 – область соответствующая состоянию исто
м 

делает ение
о  ai  
 Например, в сл
странство принятых  части: 

чника, ко-2X , 2a  
гда в принято сигнале содержится полезный сигнал; 
 – область 1 , соответствующая состоянию 1  источника, когда 
в принятом сигнале отсутствует полезный сигнал. 

X a
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Р с. 5.10. Трехмер

1x Пространство 
  наблюдений  

Вектор-реализация 
    ),,( 321 xxxX   

и ное m - пространство признаков 
 

 Поскольку решающая поверхность многомерна, ее задание

е m - пространство признаков 
 

 Поскольку решающая поверхность многомерна, ее задание
хранение могу встретить значительные труднос . Поэтому мно-
гомерный случай приводится к одномерному путем
хранение могу встретить значительные труднос . Поэтому мно-
гомерный случай приводится к одномерному путем
новой переме ой, функционально связанной  вектором X. Эта 
переменная носит название отношения функций правдоподобия 
новой переме ой, функционально связанной  вектором X. Эта 
переменная носит название отношения функций правдоподобия 

)/(

)/()( aXfaL

)( 1

2

1

2

aXfaL
  

де i  – многомерная условная плот-
ость распределения вероятностей. 
Вместо уравнения решающей поверхности в этом случае доста-

очно запомнить одно число

, 

г f x ai m( ,..., / )1 2X / a f x x) ( ,
н
 
т  0 , 

правдоподобия

с которым сравнивается текущее 

ачение коэффициента  Неравенству зн  . 0  

соответствует 1XX   

тствует 

и наличи осто когда в 

сигнале отсу полезн сигнал. ству 

е

ый 

 с яния a , 1 принятом 

0Неравен   соот-

ом сиг-ветствует
нале присутствует полезный сигн . 

 X 2X  и наличие состояния 2a , когда в принят
ал

 Уравнение границы (решающей поверхности) в этом случае 
определяется соотношением  

0)/()/()( 102  aXfaXfXF . 

 Для того чтобы выбрать то или иное правило принятия реше-
ния, необходимо руководствоваться определенными критериями. 

2x

11, aX3x  

22 , aX

 Решающая 
поверхность 
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5.3.1. Критерий максимума правдоподобия 
 (критерий Фишера) 

 
тот критерий формулируетс

тра для которого функция 
 Э я следующим образом: наиболее 
правдоподобно то значение параме i

правдоподобия )( iaL  максимальна. Другими словами, решающее 

правило имеет вид 

a , 
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)(

)(

    1
)(

)(

10
1

2

0
1

2

a
aL

aL

a
aL

aL

 

 Практическое достоинство данног


 ;2

о критерия заключается в том, 

ика. При этом предполагается, что 

соответствует

что при его применении не требуется знания априорных вероятно-
стей )( 1ap  и )( 2ap  источн

1 0   случаю 21 )()( apap  .  

 На рис. 5.11 приведена графическая иллюстрация данного кри-
терия в предположении, что вектор X  одномерен, полезный сиг-
нал представляет собо  величиной A , й постоянный уровень а по-
меха типа гауссова шума с 0][ m . В этом случае ющая 

. Кри
 Зигерта–Котельникова) 

 
 Согласно данному критерию принимается та гипотеза, при ко-
торой обеспечивается минимум средней ошибки принятия реше-
ния. 
 При решении задачи обнаружения сигнала могут иметь место 

реша

поверхность вырождается в точку ПX . 
 

5.3.2 терий идеального наблюдателя 
 (критерий

ошибки двух типов: 
 1. При отсутствии полезного сигнала вектор-реализация X  
оказыв с  в о ти 2X  и принимается в соответствии с этим 

за 2a . Это ошибка пер и ошибк
. 

ает я блас

гипоте вого рода ил а типа ложно
тревоги

й 
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Рис. 5.11. Графики функций правдоподобия L ai( )  и отношения 

ф ций правдоподобия   
 

 2. При личии полезного сигнала вектор-реализация 

доподобия L ai( )  и отношения 

ф ций правдоподобия   
 

 2. При личии полезного сигнала вектор-реализация X  оказы-
вается в области 1X  

второго

и принимается в соответствии с этим гипотеза 

Это ошибка  рода или ошибка типа пропуска . 
Количественно ошибки первого и второго рода оцениваются 

словными вероятностями ошибочных решений о наличии полез-
ого сигнала, когда в действительности он отсутствует 

, 

 об отсутствии сигнала, когда в действительности он имеется 

Среднюю вероятность ошибки распознавания (5.2) приведем к 
олее удобному виду 

 

сигнала1 . a
 
у
н
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   i dXaXfaPp )/((1  
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. 

Минимум будет обеспечен, если интеграл будет максимален, 

а для этого необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

. )()(                          21  apap
 Условие оптимального решения по критерию идеального на-
блюдателя состоит в минимизации 

   

( X ])/(1)[(])/1)[(   2211

21

  dXaXfapdXafap
XX

  )()()/()( 2211ош

XX

dXaXfapdXaXfapp . /
12

Ошибку второго рода можно представить в виде 

 )/1)/(1)/( 22221

X

dXaXfaXXpaXXp (
2

Следовательно, 

app )(  dXaXfapaXfap
X

)]/()()/()([ 11222ош

2

  . 

 ошp  

0)/()()/()( 1122  aXfapaXfap . 

 Это условие определяет принадлежность вектора X  
трактоват

к области 
т.е. окончательно решающее правило можно ь сле-

дующим образом 
2X , 
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1
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1
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1

2

2

a
ap

ap

aL
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х и
целесообразно применять данный критерий, так как при этом име-
ется возможность пользоваться дополнительной информацией, 

чнее решить задачу обнаружения сигнала. 
 

5.3.3. Критерий минимального риска 

, но тре-
бует максимальной априорной информации. Для  использова-

 )( 1ap   )( 2ap   Таким образом, при наличии априорных данны

позволяющей то

 (критерий Байеса) 
 

 Этот критерий экономически наиболее целесообразен
его
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коэффициенты потерь

 Разбиение пространства признаков производится таким об-
разом, чтобы минимизировался средний риск. Это означает, что 
при достаточно большом числе актов распознавания экономиче-
ские потери от ошибок будут минимальными. 
 Средний риск (5.3) для случая обнаружения имеет вид 

 Минимум

ния должны быть известны, кроме условных распределений 
)/ 1aX  и )/( 2aXf , априорные вероятности состояний источ-

ника )( 1ap , ( 2ap

(f

)  и  12r , 21r . 

m -

 



12

)/()()/()(   

)()(                      

22121121

212121

XX

dXaXfaprdXaXfapr

apraprr

 

  ()()/()([ 1212212

X

XfapraXfapr
2

.)]/)( 1212 dXaapr

 r  будет при  функция  услови , если подынтегральнаяи
положительная: 

0)/()()/()( 11212212  aXfapraXfapr . 

Отсюда получаем следующее правило принятия решения: 





 .    
)(

)(

)(

)(
1

212

121
0

1

2

2121

a
apr

apr

aL

aL
 




  ;2

L

 
 Часто ошибки первого и второго рода могут привести к сущест-
венно различным последствиям, которые невозможно оценить в 
виде потерь. Это имеет место, например, если одна из этих ошибок 
приводит к непредсказуемым последствиям. Такую ошибку необ-
ходимо ограничить некоторой очень малой величиной. Вторую из 

 требования, формулируется как экстремальная 
задача с ограничением: 

     
)(

)(

)(

)( 121
0

2 a
apr

apr

aL

a

 
5.3.4. Критерий Неймана–Пирсона 

ошибок всегда желательно сделать возможно меньшей. Критерий, 
отражающий эти

 









  . )/( 01
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X
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dXaXf
 

   ];)/(min[ dXaXf
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 Величина находится в этом случае по соотношению 

, 

так как большие значения 

 0  

01

0

)/(  


daf

0  приводят к большим условным 

ошибкам  , а меньшие – к недопустимым ошибкам 0 . Пра-

вило принятия решения в этом случае имеет традиционный вид 
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 5.4. РАЗЛИЧЕНИЕ СИГНАЛ  

 
 При различении сигналов имеет место многоальтернативная 
ситуация, когда полезный сигнал может иметь много значений и 

ачение 
из этого множества имеет место в действительности. Методы мно-
гоальтернативных решений являются обобщением соответствую-
щих методов двухальтернативных решений. 

и

соответственно. Правила принятия решений и разбивка простран-
ства признаков на области могут производиться в соответствии с 
любым из критериев, рассмотренных для дву альтернативной си-
туации и обобщенных на случай многоальтернативной ситуации. 
 Процедура работы решающего устройства приемника при раз-

ОВ

приемное устройство должно определить, какое именно зн

 Пусть источник может меть n  возможных состояний 

21  с априорными вероятностями )(),...,(),( 1 napapap . 

При этом m - пространство признаков разбивается на n  областей 
XXX ,...,, , соответствующих принятию гипотез aa ,...,,

naaa ,...,,

21

2

na21n  

х
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ичении сигналов следующая. По данным вектор-реализации 
определяются функции правдоподобия 

)/()(  ),...,/)(  /()( 2211 nn aXfaLafaLaXfaL (X),   

и вычисляются отношения правдоподобия 

jinji
aXf

aXf

j

i
ij    ;,1,   ;

)/(

)/(
 

для всех возможных сочетаний пар ia  и ja . Полученные значения 

о ошени  правдоподобия сравниваются с пороговым значением 
ается такое значение сигнала ia , 

тн й  
и выбир для которого все0   1n   

неравенств

 

а jinjij    ;,1   ,0  выполняются. 0  в зависи-

ерия принимает значения: мости от крит

)(

)(
   ;

)(

)(
   ;1

iji

jij

i

j

apr

apr

ap

ap
. 

 На рис. 5.12 приводится графическая иллюстрация процесса 
различения сигналов в предположении, что 1m , 3n  и 10  . 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
  
 

)/( 1aXf

 
 
 

 

Рис. 5.12. Процесс различения сигналов ( 1m  и 3n ) 
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5.5. СИНТЕЗ СТРУКТУРЫ РЕШАЮЩЕГО УСТРОЙСТВА 

Рассмотрим общий случай многоальтернативной ситуации, ко-

да полезный сигнал может принимать значений

удем полагать помеху 

 
 

 )(tx   n   nxx ,...,1 . г

)(t  
тивной
 )(ty

Б нормальной с нулевым математиче-
ким ожиданием и адди  (рис. 5.13). Следовательно, прини-
аемый сигнал имеет вид

с
)()( ttx  . м

 Представим сигнал )(ty  в виде совокупности из m  
 
отсчетов, 

олагая, что отсчеты ествляются через интервал времени п осущ

cf
t

2

1
 , где – полоса пропускания канала связи. 

 
 
 
 
 

 

 с

 cf граничная  

 
 

nx

x

...
1

 

 
 
 
 
 
 

Рис. 5.13. Графическая интерпретация исходных данных 

 Тогда для любого отсчетного значения принятого игнала ky  

можно записать kik xy  , где ix  – текущее состояние полезно-

ала;  – отсчетное значение помехи, распределенноего сигн

ормальному закону 
k   по 

н

2

2k

2

2

1
( 



 
 ef k . 

При взаимной независимости полезного сигнала и помехи 
ункция определяется законом распределения помехи. 

) 

 
ф )/( ik xyf  

ix
)(ty

)(t

)(tx
… 

t

mk tttt  ...  .. 1 t .  32

t

kk yty )(

t
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ак как элемент случайности вносит только помеха, то при любом 
иксированном вероятность того, что случайная величина

римет значение между и 

Т

ix  

 

 ky  ф

ky  kk dyy  , 

пределах 

п равна вероятности 

то помеха будет находи в между

того, 

и kk d , т.е.    ться  k  ч

kkkik ddyxyf f  ))/( ( .  Но   1k

 kkk ddd


 ik ddxdy

,  так что  

22

)(

1
)()/ 




ik xy

ik efxyf , где ikk xy

2

(




k
2

 . 

 Вектор от етов помехи определяется многомерной плотностью 
распределения вероя

сч
тно  стей )m...k...()( 21ff  , где 

отсчеты некорре
ления поме

m – 

-
хи 

 
объем выборки. ая  стационарной 
лированными,  многомерный закон с е
представить в 

Полаг
можно
виде 

помеху и 
предра
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 Оптимальное решающее устройство должно строиться так
образом, чтобы  могло вычислить отношения нкций правдо
подобия и с поставит  с пороговым зна ем







 
 фу

чени

 
оно
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ь их

им 
-

 ij   . В каче-0

стве истинного выбирается такой сигнал ix , для которого выпол-

няются 1n  неравенств 

jinjiij   ;,1,   ; 0 . 

 В случае цифровой обработки отношения функций правдоподо-
бия вычисляются  микро ессором по формупроц ле  
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 сигнал принимается не-
прерывно в течение определенного времени
 В случае аналоговой обработки, когда

 T , 
 зн

проделаем некото-
рые преобразования. Умножим числитель и аменатель показате-

ля степени экспоненты на 
cfm

T
t

2

1
  и дем в числ еле перей ит

показателя степени от суммирования отсчетов к интегрированию в 
пределах от 0 до T : 

0

0
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2
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Edtxxty
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dtxtydtxty

ij
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Ei

ee , 

где и  – энергии сигналов и iE   jE  ix   jx , 
cf

мехи, приходящаяся на единицу полосы спектра. 
 Пологая энергии сигналов x  и x  одинаковыми

P
2

0
  – мощность по-

, получаем 



i j

0

0

))((2

P

dtxxty

ij e . 

 Наконец, решающее правило можно предс вить в виде 

T

ji 

та

jinjidtxtydtxty
T

j

T

i   ;,1,    ; 
1

)()( '
0

00

. 

 Структура решающего устройства представлена на рис. 5.14. 

Устройство содер ит наборы генераторов сигналов Г), 

P ln
2 00

ж

устройств умножения (УУ), интеграторов (И) и схему сравнения 
(СС). 
 На выходе УУ получаются произведения которые затем 

интегрируются Схема сравнения определяет раз-

nxx ,...,1 (

 ixty )( , 

 СС 
T

idtxty
0

)( . 
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ь и  выходных

сравни  результаты с порогом

выполняется ре-

п ло-

женным в основу синтеза  устройства. Например

ност между различными сочетан ями  сигналов инте-

граторов, вает полученные  '  и вы-

носит решение в пользу того ix , для которого 
0

, 

шающее правило. Величина '
0  о ределяется критерием, по

решающего
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Рис. 5.14. Ст
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руктура решающего устройства 

 
5.6. ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛА 

 
 Восстановление сигналов св ится к оценке некоторого числа 
неизвестных параметров полезного сигнала. Ограничимся рас-
смотрением случая оценки од о из параметров сигнала, напри-
мер амплитуды A , при заданной форме сигнала. При этом помеху 
будем полагать аддитивной ссова шума. 
 Представим входной сигнал виде 

типа гау
 в 

)(t )()()()( ttAftxty  , 

где  – известная фу )(tf нкция времени; A  –  сиг . 
Задача состоит в , по принятой выборке входного 

игнала еделить, каково значение 

араметр

Произведем оценку пара методом максимум авдо-

параметр нала
 

а пр

 том чтобы
(

гнале

метра

 
)]mt

 x
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п ном )(t . 
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одобия. Если отсчет принятого сигнала производится в дискрет-
ые моменты времени, то функция правдоподобия для параметра 
п
н
A  будет равна 
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откуда получаем оценочное значение параметра полезного сигнала 
в случае цифровой обработки сигнала 
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 Решающее устройство, осуществляющее операцию оценки па-
раметра сигнала, представлено на рис. 5.15. Устройство содержит 
генератор сигнала (Г), устройство умножения (УУ), осущ -
щее умножение на и интегратор (И), производящий 
интегрирование произведения. 

 
Рис. 5.15. Решающее устройство 
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ЗАДАЧИ 
 

5.1. По  каналу  и, в котором ствует аддитивная стацио-
арная  помеха, передается периодическая последовательность 
рямоугольных импульсов Параметры полезного сигнала:  

период следования

 связ  дей
н
п . 

В  2 , a  мс 100T . Помеха имеет нормальное 
аспределение. Среднеквадратическое отклонение помехи р


T

dttftyA* )()(
1  
E 00

УУ 

  Г 

  И )(ty  

)(tf  

 



135

математическое ожиданиеВ 5 ,  0m . 
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ть врем
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ботающего на основе критерия максимума правдоподобия, и 

ределить пороговый уровень измерения сигнала
5.3. Необходимо  обнаружить постоянный величиной 

на фоне аддитивной помехи (см. рис. 5.18) нормальным 

лением 

ра

 1
ПX . 

сигнал 
 с 

оп
 
a В  2  

спреде )5,0  ,  1,0(  m
П

  критерия  идеального

уровень измерения сигна

вероятностей равно 

ра .  Метод  – одно-

 отсчет.  ,  рабо-
 на основе  наблюдателя, и опреде-

пороговый ла отношение 

ых 

приема

устройства

, если 

кратный
тающего

ть 

риорн

роизвести синтез приемного 

 2
ПXли

10
)(

)

2

1 
ap

a
. 

(p
ап

 
 

)()( taty    
 
 
 
 t
 
 

Рис. 5.18. Смесь полезного сигнала и помехи 
 

 5.4. Необходимо  обнаружить постоянный сигнал величиной 
 2a В на фоне аддитивной помехи (см. рис. 5.18) с нормальным 

распределением )5,0  ,  1,0(  m .  Метод приема – однократ-

ный отсчет.  Произвести синтез приемного устрой , ства  работаю-
щего на основе  критерия  минимального риска, и определить по-

й уровень измерения сигнала 3
ПX , если известны отноше-

ния априорных ве

роговы

роятностей  10
)( 2ap

 и коэффициентов потерь 
)( 1ap


221 
r

r
. 

 5.5. Необходимо  обнаружи
12

ть постоянный сигнал величиной 
В на фоне аддитивной помехи (см. рис. 5.18) с нормальным  2a

 



137

аспределением )25,1  ,  0(  m
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6. ИЗМЕРЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ 

 
 Изложение информационных моделей сигналов также начнем с 
краткого анализа общей модели системы связи (рис. 6.1). Однако 
теперь от рассмотрения непрерывных источников перейдем к рас-
смотрению дискретных источников и связанных с ним соответст-
вующих технических средств. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.1. Общая модель системы связи 
 
 Источник вырабатывает информацию в виде дискретных сооб-
щений, т.е. сообщение – это форма представления информации. 
Целью кодирования, как правило, является согласование источни-
ка информации с каналом связи, обеспечивающее либо макси-
мально возможную скорость передачи информации, либо задан-
ную помехоустойчивость. Кодирующие устройства преобразуют 
сообщения в сигнал, пригодный для передачи по каналу связи, т.е. 
сигнал – материальный переносчик сообщения. 
 Введение двух разных кодирующих и декодирующих устройств 
вызвано желанием подчеркнуть различие между операциями коди-
рования и декодирования, зависящими от характеристик пары «ис-
точник – адресат», и операциями, которые зависят от характери-
стик канала. 
 Задача системы связи состоит в том, чтобы воспроизвести со-
общение источника адресату в месте удобном для него. При этом 
мы не рассчитываем, естественно, на абсолютно точное воспроиз-
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ведение, а полагаемся на воспроизведение сообщения, удовлетво-
ряющее некоторым специфическим целям. 
 Для целей инженерного проектирования необходимо ввести 
количественную меру информации. При этом постулируется, что 
сообщение может быть описано должным образом только в терми-
нах теории вероятностей как элемент соответствующим образом 
определенных множеств [11,12]. 
 В статистической теории связи существенным является лишь 
то, что посылаемое сообщение принадлежит некоторому множест-
ву сообщений. Если это множество конечно, то число сообщений 
или любую монотонную функцию от числа сообщений можно рас-
сматривать как меру информации. При этом информация как бы 
создается случайным выбором одного сообщения из множества 
возможных. 
 Семантические аспекты сообщения, т.е. его значение, физиче-
ская или умозрительная сущность, не имеют отношения к техниче-
ской стороне вопроса передачи информации. 
 

6.1. ВЗАИМНАЯ ИНФОРМАЦИЯ 
 

 Рассмотрим два дискретных множества }{ kxX   и }{ iyY  . 

Декартовое произведение множеств XY  определяется, как из-
вестно, как совокупность всех упорядоченных пар . При 

этом пары 

), ik y(x

XYyx ik ),(  и YXxy ki ),(  считаются различными, 

даже если YX  . Элементы  – компоненты пары . ik yx , ),( ik yx

 Пусть на множестве X  задано распределение вероятностей 
, на множестве )( kxp Y  – , а на множестве )( iyp XY  – . 

Естественно, что распределения носят дискретный характер, с уче-
том дискретности рассматриваемых множеств. 

)( ik yxp

 Для всех множеств очевидны соотношения 
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Распределения безусловных , ,  и условных 

,  вероятностей, в свою очередь, связаны фор-

мулами 

)( kxp )( iyp )( ik yxp

)/( ik yxp )/( ki xyp
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 Все приведенные соотношения удобно интерпретировать гра-
фически (рис. 6.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.2. Графическая иллюстрация декартового произведения 
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)( ik yxp

/( ki xyp

iy

, деленной на сумму по строке , а условная вероятность 

 равна , деленной на сумму по столбцу . 
iy

) )( ik yxp

k

kx

kx
 Подобным образом можно определить произведение большего 
числа множеств и ввести соответствующие распределения. 
 Введем способ измерения информации, содержащейся в  

относительно . Будем трактовать  и  как случайные собы-

тия или сообщения на входе и выходе некоторой системы. В этом 
нет ничего принципиально нового, с таким подходом мы встреча-
емся в кибернетике достаточно часто (рис. 6.3). 

iy

x kx iy

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 6.3. Передача информации через систему 
 
 Встанем на позиции внешнего наблюдателя, который следит за 
системой со стороны и которому известны события и на входе, и 
на выходе. С позиции этого наблюдателя определим, в какой сте-
пени  определяет . Другими словами, определим меру коли-

чества информации, переданной через систему, или какую инфор-
мацию в количественном смысле содержит  относительно . iy kx
 Предполагается, что вход системы в некотором смысле опреде-
ляет ее выход. Это требование вполне естественно, иначе о какой-
либо передаче сообщений не могло быть и речи. 
 Пусть некоторый источник информации может порождать семь 
различных равновероятных сообщений, которые кодируются дво-
ичным кодом и посимвольно передаются адресату (табл. 6.1). 
 Предположим, что передается сообщение с номером 2. Априор-
ная вероятность получить это сообщение равна 1/7. После того как 
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принят первый символ "0", из рассмотрения исключаются коды с 
номерами 4, 5, 6, 7, начинающиеся с символа "1", и вероятность 
получения кода 2 возрастает. Расчет этой вероятности прост и сво-

дится к простой нормировке 3/1
7/17/17/1

7/1
)/( 0

12 


yup . По-

сле принятия второго символа "1" вероятность получения кода 2 
равна 1/2 , а после принятия последнего символа "0" неопределен-
ность полностью исчезает. В этом случае вероятность приема со-
общения с номером 2 при последовательной  посимвольной пере-
даче изменяется от 1/7 до 1. 
                                                                                             Таблица 6.1 

Вероятность появления на выходе - го 
сообщения при условии появления одного, 

двух и трех символов 

kСо-
обще-
ние 

ku  

Вероят-
ность 

сообще-
ния 

)( kup  

Двоич-
ный 
код 

321 yyy  )/( 0
1yup k

 

)/( 1
2

0
1 yyup k

 

)/( 0
3

1
2

0
1 yyyup k

 

u1 1/7 001 1/3 0 0 

u2 1/7 010 1/3 1/2 1 

u3 1/7 011 1/3 1/2 0 

u4 1/7 100 0 0 0 

u5 1/7 101 0 0 0 

u6 1/7 110 0 0 0 

u7 1/7 111 0 0 0 
 
 Разобранный пример показывает, что информация, содержа-
щаяся в  относительно , сводится к изменению ве-

роятности от априорного значения 

)010(iy )( 2uxk

( 7/1)() 2  upxkp

1)0
3

1
2 yy

 к апосте-

риорному . /() 0
12 yupyi/(xp k

 Удобной мерой этого изменения оказался логарифм отношения 
апостериорной вероятности  к априорной . Коли-

чество информации, содержащееся в событии  относительно 

события , определяется как  

)/( ik yxp )( kxp

iy

kx
)

)/

k
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(

( k

p

xp
log) ai ;( k yxJ  и носит 

название взаимной информации. 
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 Основание логарифма определяет единицу измерения количест-
ва информации. Если берется двоичный логарифм, то информация 
измеряется в битах, если натуральный логарифм, то в натах, если 
десятичный логарифм, то в дитах (хартли). Количественно эти 
меры соотносятся следующим образом: 
 1 нат = 1,44 бит; 
 1 дит = 2,30 нат = 3,32 бит. 
 На практике чаще применяют двоичный логарифм, так как он 
непосредственно дает количество информации в битах, что хорошо 
согласуется с двоичной логикой вычислительных машин. В теоре-
тических расчетах удобнее пользоваться натуральным логарифмом 
из-за простоты операций дифференцирования и интегрирования. 
 Наконец, выбранная логарифмическая мера количества инфор-
мации удобна по следующим причинам: 
 1. Многие технические параметры зависят линейно от логариф-
ма числа возможностей. Например, добавление одного разряда к 
регистру удваивает число возможных состояний регистра. Тем 
самым прибавляется единица  к логарифму этого числа при осно-

вании два  . 12log1 2  nn
 2. Логарифмическая мера ближе к нашему интуитивному пред-
ставлению о подходящей мере. Мы измеряем количества с помо-
щью линейного сравнения с принятыми эталонами. Естественно 
для нас считать, что два одинаковых запоминающих устройства 
должны обладать вдвое большей памятью для хранения информа-
ции, чем одно; а два идентичных канала должны иметь удвоенную 
пропускную способность. 
 3. С математической точки зрения логарифмическая мера более 
проста, так как многие операции, в частности операции предельно-
го перехода, осуществляются наиболее просто при использовании 
логарифмов. 
 

6.2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ВЗАИМНОЙ ИНФОРМАЦИИ 
 

1. Взаимная информация обладает свойством симметричности: 
 


)()(

)(
log

)()(

)()/(
log);( 22

ik

ik

ik

iik
ik ypxp

yxp

ypxp

ypyxp
yxJ  
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);(
)(

)/(
log

)()(

)/()(
log 22 ki

i

ki

ik

kik xyJ
yp

xyp

ypxp

xypxp
 . 

Другими словами, информация, содержащаяся в  относительно 

, равна информации, содержащейся в  относительно . По-

этому  называют взаимной информацией между события-

ми  и . Взаимная информация является мерой статистической 

связи двух событий, сообщений. Действительно, если события 
независимы, то 

iy

kx kx iy

);( ik yxJ

iykx

)()()( ikik ypxpyxp   и 0);( ik yxJ . 

 2. Взаимная информация положительна , если ус-

ловная вероятность появления одного события при условии, что 
второе событие уже произошло, больше безусловной вероятности 
его появления – . Взаимная информация отрица-

тельна 

0);( ik yxJ

)()/( kik xpyxp 
0);( ik yxJ , если условная вероятность осуществления 

события меньше безусловной вероятности – )( kxp)/( ik yxp  . 

Характер зависимости взаимной информации от апостериорной и 
априорной вероятностей приведен на рис. 6.4. 

 
Рис. 6.4. Взаимная информация 
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 Для определения других свойств взаимной информации поло-
жим, что  – упорядоченная тройка множества ),,( jik zyx XYZ

kx

, и 

введем в рассмотрение модель, в которой будем считать, что  – 

событие на входе системы, а  – символы, порождаемые на 

выходе этой системы. 
ji zy ,

 3. Условная взаимная информация определяется следующим 

образом:  
)/(

)/(
log)/;( 2

ik

jik
ijk yxp

zyxp
yzxJ  . 

 4. Свойство аддитивности. Пусть  – взаимная ин-

формация события  и пары . Выразим взаимную инфор-

мацию  через информацию, которую несет символ  

относительно события , и информацию, которую несет символ 

 относительно того же события : 

);( jik zyxJ

kx ),( ji zy

kx

);( jik zyxJ iy

kx

jz


)(

)/(
log

)/()(

)/()/(
log);( 22

k

ik

ikk

ikjik
jik xp

yxp

yxpxp

yxpzyxp
zyxJ  

                  )/;();(
)/(

)/(
log2 ijkik

ik

jik yzxJyxJ
yxp

zyxp
 .             (6.1) 

Информация, содержащаяся в символах  и , равна сумме ин-

формации, содержащейся в символе  относительно , и ин-

формации, содержащейся в символе , при условии, что  из-

вестно. 

iy

i

jz

y

jz
kx

iy

 Порядок символов в (6.1) безразличен, поэтому 
)/;();()/;();();( jikjkijkikjik zyxJzxJyzxJyxJzyxJ  . 

Суммируя оба выражения, получаем 

)]/;()/;();();([
2

1
);( ijkjikjkikjik yzxJzyxJzxJyxJzyxJ  . 

В силу свойства симметричности можно р ссматри ть );( kji xzyJ  

ство информации, которое содержится в kx  относ

тельно пары ( () J

а ва

как количе

:  

и-

)/ iy), ji zy ;();;( jkikji xzJxyxzyJ k . 
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 Рассмотрим пример. Пусть на вход кодера может поступать 

 

семь сообщений, которые он кодирует в трехразрядный двоичный 
код (табл. 6.2). На выходе кодера порождается последовательность 
в виде трех символов. Используя свойство аддитивности информа-
ции, вычислим, какое количество информации несет кодовая по-
следовательность 010 относительно сообщения 2u , и какое коли-
чество информации несет каждый двоичный символ об этом сооб-
щении.  
                                                                                             Таблица 6.2 

Вероятность появления на выходе k -го со-
общения, при условии появления одного, двух

и трех символов 

Со-
Вероят-
ность Двоич-

обще- ный 

  
321k

 

ние 

ku  

сообще-
ния 

)( kup  

код 

yy 3y  21
)/( 0yup )/( 1

2
0
1 yyup k )/( 010 yyyup1k

u1 1/2 001 2/3 0 0 

u2 1/8 010 1/6 1/2 1 

u3 1/8 011 1/6 1/2 0 

u4 1/16 100 0 0 0 

u5 1/16 101 0 0 0 

u6 1/16 110 0 0 0 

u7 1/16 111 0 0 0 

 ли к рабо идеаль , без ошибок, то сообщение 
-

Ес одер тает но 2u  
несет относительно кодовой последовательности или кодовая по
следовательность относительно сообщения следующее количество 
информации: 

3
)(

1)/(
;(

010

2

yyyup
yuJ log

)(
log)

2
2

2

3212
2

0
3

1
2

0
1 

upup
yy . 

Посимвольный вклад, т.е. количество информации, которо несет е 
каждый последующий символ о сообщении 2u , имеет вид 

;3log
6/1

2/1
log

)/(

)/(
log)/;(

;3/4log
6/1

log
)/(

log);(
0
120 

yuP
yuJ

8/1)(

220
12

1
2

0
12

2
0
1

1
22

22
2

212





yuP

yyuP
yyuJ

uP
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.2log
2/1

1
log

)/(

)/(
log)/;( 221

2
0
12

0
3

1
2

0
12

2
1
2

0
1

0
32 

yyuP

yyyuP
yyyuJ  

Используя свойство аддитивности, получаем 

 
СОБСТВЕННАЯ ИНФОРМАЦИЯ 

бственной информа-
ции. Очевидно, что

3)/;()/;();();( 1
2

0
1

0
32

0
1

1
22

0
12

0
3

1
2

0
12  yyyuJyyuJyuJyyyuJ . 

6.3. 
 
 Введем теперь в рассмотрение понятие со

 1)/( ik yxp . Следовательно, 

)()(log
)(

log
)(

log 222 k
kk

xp
xpxp


1)/(

);( k
ik

ik xJ
yxp

yxJ  . 

Назовем )(log)( 2 kk xpxJ   количеством собственной информа-

ции kx . 

 Таким образом, информация какого-либо события измеря ся 
логарифмом величины, обратной величине вероятности появления 
этого события (рис. 6.5). Отсюда следует, что чем меньше вероят-

вления события, те
ит

Рис. 6.5. Собственная информация 

Если верну ся к примеру кодера с безошибочным кодировани-
м, сообщени на его входе требуе  для своего однозначного 

определения количества  

ет

ность поя м больше информации оно в себе со-
держ .  
 
 
 
 
 
 
 

 
 

0 1 

)(log)( 2 kk xpxJ   

 
 ть

е е kx  

информации

т

)(log)( 2 kk xpxJ  . 

вной собст

Взаим-

 информация м венной 

информации, т.е. 

ная ежду kx  и iy  становится ра

); ik yx(J)( kxJ  , когда 1)/( ik yxp . Тогда iy  

)( kxp  

)(log2 kxp  
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однозначно определяет kx , а )(log)( 2 kk xpxJ   можно тракто-

вать как максимальное количество информации, которое нужно 
иметь о сообщении kx . 

 Используя понятие со вен й информации, можно несколько 
иначе интерпретировать

бст
 взаим

но
ную информацию: 

, )/()(                             

)/(
)(

log);( 2 ik
k

i
ik

yxJxJ

yxp
p

yxJ




 

где (log)/( pyxJ 

log)(log 22

ik

kxp 

идентификации kx  до

событие iy .  

 взаимной информ

)

k

 и после того, 

как

 Симметричное авление ации приводит 
рмулам: 

/k

x

yx

 для

ным 

(p

емой

предст

)/2 ikik yx . Информация, содержащаяся в со-

бытии iy  относительно kx , равна разности между количествами 

информации, требу  

 становится извест

к фо

).;()()() i 

едыдущих подразделов, 
являются случайными 

в выборочного 
 довольно необычной
е висит от веро

(log)(  

);()()(
)()(

)(
log)(

2

2

kikik

ikik
ik

i
i

yxJyJxJyxpyxJ

yxJyJxJ
ypxp

yp
yxJ




 

;

ik

k
k

 Как можно видет из введенные ме-
ры количества величинами, т.е. 
числовыми функциями элементо пространства. 
 Мера информации ляется  случайной 
величиной, так как ачени ятностной меры, 
одн ой 
еличиной. 

x

 пр
ии 

яв
зн

 
6.4. МЕРА ИНФОРМАЦИИ КАК СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА 

 
ь 

информац
 

 
 ее за

ако с ней можно обращаться так же, как с любой случайн
в
 Например, собственная информация является случайной вели-
чиной, так как зависит от распределения вероятностей событий. 
Мера информации XxxJ kk  ),(  принимает на множестве X  

различные значения )(log2 kxp  с вероятностью )( kxp  и имеет 

распределение {Jp })(xk J . 
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 Аналогичным образом определяется и взаимная информация 
как случайная величина которая на множе- XYyxyxJ ),( ),;( , ikik

стве XY  принимает различные значения 
)(

)/(
log2

k

ik

xp

yxp
 с вероят-

ностью )( ik yxp  и имеет );({ ikраспределение xJp }Jy  . 

 Собственная и взаимна  имеют сре начение, 
дисперсию и мо

я информации днее з
менты всех порядков: 

...                                  

);()];(

);;()([

);

),(

2

ik
XYyx

ik

k

yxpYXJ

YXJyxxJm

x

ik



);([)];([ 2
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yxJyxJD

ik

 

();()];

()]()([)]([
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Xx
kk
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Xx

kk

pyxJy

pXJxJxJD

XJxpxJxJm

k
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 В качестве примера рассмотрим источник информации со ста-
тистикой, представленной в табл. 6.3.  
                                                                                       Таблица

 

k

Вероятность 
сообщения 

Собствен-
ная инфор-
мация 

Распределение 
вероятностей 

 6.3 

Сообщение
u  )( kup  

)( kuJ  
})({ JuJp k   

u

u

u7 

1/2 

1/16 

1 1 

u2 

u3 

1/8 
1/8 

3 
3 

k

 

u4 1/16 4 
4/1}3)({ kuJp

5 

u6 

1/16 
1/16 

4 
4 
4 

2/1}1)({ uJp  

 

 
4/1}4)({ kuJp  

 
 Распределение чества ственной информации 

предст  на рис. 6.6. Функция распределения 
коли соб

})({ JuJp k  

()( uJJF

 авлено

{p }) Jk   (рис. 6.7) опре яется обычным образом с дел
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учетом дискретности. матическо жидание и дисперсия рав-
ны: 

Мате е о

. 7,1)25,2())(([ 22  
Xx

kk

k

xJxJD

 
 

()]

,2
4

1
4

4

1

2
1)( 

k xp

XJ
 

 

 
 
 

Рис. 6.6. Распределение вероятностей  

 
 

Рис. 6.7. Функция распределения вероятностей 

6.5. ЭНТРОПИЯ 
 

Собственная  сообщения 

; 253
1


 

1/2 

J

})({ JuJp k 
1 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 информация )(log)( 2 kk xpxJ   

, требуемое для 
Среднее количество 
ии любого сообщения

ин-

ерпретируется как количество информации одно-
ачного определения этого сообщения. ин-
ормации, необходимое для идентифи  из 

множества

т
зн
ф кац

 ,X  носит название энтропии 

)()]([)(log)()( XJxJmxpxpXH k
Xxk

 2 kk


. 

 Энтропию можно рассматривать как меру неопределенности 
сообщения до того, как это сообщение принято.  

1 4 2 3

})({)( JuJpJF k   

1/2 

J

1 

1 4 2 3
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 Для полного понимания этой важней ских 
приложений меры количества информации рассмотрим основные 
ее свойства. 
 1. )(XH  является непрерывной неотрицательной функцией 

своих аргум тов ]1,0[)(

шей для практиче

н kxp . Действие тельно, так 

как  энтропии того 

факта приращение любой 

0)( XH , 

вытекает  

вероятности в 

0) k

бесконеч

(log2 xp
, что 

. Непрерывность

но малое 

из

точке оси )( kxp  приводит к бесконечно малому приращению эн-

тропии. 
 2. Энтропия симметрична относительно своих аргументов 

Xnxpxpxp ),(),( 21 n   ),(..., , т.е. она не изменяется при любой 

стано

и

их пере вке. 

 3. 0)( XH  пр  jknjxp j   ;,1 ;0)( авед-

ливо верждения следует из известного предела 
0)(log)(lim 2

0)(

xp k   ,1)( . Спр

утсть этого 


 kk
xp

xpxp
k

. 

 4. Энтр остигает максимального значения при равенстве опия д

  . )(...)()( 21 n
xpxpxp n  Доказательство этого свойства 

етода неопределенных множителей 
Лагранжа. Максим

1

проведем с использованием м
изацию можно представить как решение 

мальной з  с ограничением: 
 )(XH  

экстре адачи







kxp .1)(

еним на нахождение безусловного 
экстремума за счет введения неопределенного множителя 


 

Xx

Xx
xp

k

k
k 2ln1

)}({
 

Поиск условного экстремума зам

   kkn xpxpxpxpH );(ln)(
1

)](),...,([max

  и 
функционала 

 kn xpxpxp )(
2ln

1
]),(),...,([ 1 

 


Xx Xx

kk

k k

xpxp ])(1[)(ln . 

Необходимое условие максимума для произвольного можно 
представить в следующем виде: 

k  
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0]1)([ln
2ln

1

)(





k
k

xp
xp

, 

откуда получаем, что и не зависит от Следо-

вательно, все вероятности

 )2ln1()(  exp k  

 равны xp

 k . 

x ppxp n  )...)( , ()( а 21

так как 1)( 


npxp
Xx

k

k

, то 
n

p
1

 . Таким образом, энтропия 

множества сообщений достигает наибольшего значения, когда вс
сообщения равновероятны. Другими словами, среднее значени

 
ег

возможны. 
 5. Энтропия удовлетворяет неравенству

е 
е 

информации, необходимое для однозначного определения сообще-
ния из множества возможных сообщений, достигает сво о макси-
мума, когда все сообщения равно

 )(XH   nX 2log)(H  , 

nkа знак равенства достигается при 
n

pk ,1 ,)  Это ут-

верждение можно доказать, в ом 
1ln  aa , которое следует из того -

ется прям  1

xp
1

( . 

оспользовавшись неравенств
 факта, что функция каса

точке
 aln  

ой a 1  в a наклон является монотонно  и ее 
убывающей функцией (рис. 6.8). Преобразования  

0]1
1

)[(
2ln

1

)(

1
ln)(

2ln

1

)(log
)(

1
log)(log)( 222













XxXx k
k

Xx
k

Xx k
k

kk

xp
xnp

xp

xpn
xp

xpnXH

 

)( k
k xnp

тверж
kk

подтверждают у дение  nXH log)( 2 . Знак равенства т 

место, когда 

 имее

1
)(

1


kxnp
a . 

 мерного случая, когда 2Для дву n , энтропию можно едста-
вить в виде )1(log)1(log) 2 pppH

 пр
( 2 pX   , где p  – веро-

ятность появления одного из двух сообщений (рис. 6.9).  
 Основной смысл формулы может быть еще 
сформулирован в следующем заданного алфави-
та 

nXH 2log)(   
виде. Для любого 

X  количество информации м может содер-, которое в средне

 153



жаться в одном символе Xxk  , 

равновероятно
формации
способностью

достигает максимума, когда все 

символы используются . Это максимально возмож-
ное среднее значение ин  на символ называют информа-
ционной пропускной  алфавита. Она равна 

X2log . Например, пропу способность русского алфавита скная 

равна 533log2   бит/симв.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.8. Графическая иллюстрация неравенства 1ln  aa  

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 

Рис. 6.9  для случая. Энтропия  2n  

  
максимальн буквы алфавита равновероятны и 

заим . е букв не равновероятно, то 
нтро ается. шей будет энтропия при наличии 
статис зи  количественной оценки избы-
точности очност  

максимальн буквы алфавита равновероятны и 
заим . е букв не равновероятно, то 
нтро ается. шей будет энтропия при наличии 
статис зи  количественной оценки избы-
точности очност  

 Энтропия 
но независимы
пия уменьш
тической свя

 
но независимы
пия уменьш
тической свя

а  
Если появлени
Еще мень
букв. Мерой

а  
Если появлени
Еще мень
букв. Мерой

, если, если
вв
ээ

 алфавита является коэффициент избыт и алфавита является коэффициент избыт и

)(

)()(max

H

H

 из
алфавита в 

max X

XHX
КИ

 . 

быточность и в русском языке. Стати-
букв тексте приведена в табл. 6.4, а в 



 
стика

Имеется оп
 появления 

ределенная

Невозможное 
событие 

Достоверное 
событие

0,5

)(XH  

0 1 
p

1 

-1 

)(af  

0 1 a

aln  

1a  
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табл. 6.5 – оценка статистической связи букв [1]. Следовательно, 

збыточность русского языка составляет 6,0
5

25



ИК . и

 
                                                                            Таблица 6.4 

 Частота букв в сском языке ру
Пробел    0,009   0,175 Р  0,040 Я  0,018 Х

О  0,090 В  0,038 Ы  0,016 Ж  0,007 
Е,Ё  0,072 Л  0,035 З  0,016 Ю  0,006 
А  0,062 К  0,028 Ь,Ъ  0,014 Ш  0,006 
И  0,062 М  0,026 Б  0,014 Ц  0,003 
Т  0,053 Д  0,025 Г  0,013 Щ  0,003 
Н  0,053 Г  0,023 Ч  0,012 Э  0,003 
С  0,045 У  0,021 Й  0,010 Ф  0,002 

 
                                                                                       Таблица 6.5 
Равноверо-
ятность и 
независи-
мость букв 

Учет раз-
личной 
вероятно-
сти 

Учет зави-
симости 
между 2-мя 
буквами 

Учет зави-
симости 
между 3-мя 
буквами 

 
… 

Учет зави-
симости 
между 8-ю 
буквами 

5,04 4,39 3,52 3,05 … 2 
 
 Изучение последующих свойств энтропии требует
понятий взаимной и у

 введения 
словной энтропии для XY . 

 Взаимн   
взаимной информации н мо пр  событий 

и  и в ст и

соответственн

ая энтропия 
, 
и ир кнтерпрет уется ка среднее количество
еобходи й для о еделения

Xxk    yi Y , взятых со своим ероятно ями ( kxp )   )( iyp  

о: 

).(((

((

)()

)
));(

)

22

((

XYHxp

pp

yp

yx
ypyYXH

iikkik

ik

ik

x
i

x
i

k











 чн тся

)() YH 

H

() XHyx ik

 формулы: 

log) 2 pyik

о выводя
;Y

    
,( XYyx ik

 
Аналоги

(2 xp

(
log)

p
(xp)( yx ;(xJ

)(yp log)( yxp)x  log)yx

), XYy
k

ik ), XYy
k

i 
ik

   
),(),( XYyxXYyx ikik 

)./()()/()()(

);()/)((

YXHYHXYHXHXYH

XHYXXH


/Y)(Y(XH) H 
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 Условная энтропия вычисляется в соответствии со следующим 
выражением, что следует из определения энт иироп : 

)/(log)()/( 2
),(

ki
XYyx

ik xypyxpXYH
ik




 . 

м,  системе нет потерь и искажений усло  
энтропии равны ну
Отмети если в , то вные

лю. 
 6. Для заданного произведения множеств XY  

)(YH

событи

условная энтро-
пия удовлетворяет неравенству в котором знак 

равенства имеет место только и стати-

стически независимы, т.е. 

 )/( XYH  , 

тогда, когда я

)/() ki xyp

 kx   iy  

( iyp  . Данное не енство 

показывает, что статистическая зависимость, например, символов 
алфавита не может увеличить количество информации на символ. 

 способом: 

рав

Доказательство проведем уже известным





Yy

i
Xx

k
ki

i

XYyx
ik

ikik

ypxp
xyp

yp
yxp .0]1)()([

2ln

1
]1

)/(

)(
[)(

2ln

1

),(





kiXYyx

ik

ik
yp

yp
yxpYXHYHXYH

)/(

)(
log)();()()/(    2

),(
 

 7. Введем в рассмотрение условное среднее значение взаимной 
информации: 

i

x

.
)(

)/(
og;()/();(

)(

i

ki

Yy
kiik

Yy
kik

kXxXx

p

xyp
yxJxypYxJ

xp

ii

kk







 

 8. Для заданного произв

l)/()

;log)/();()

2

2ikiki

y
xyp

yxpyxJ









едения множеств

)/(
/();( ik

ki

yxp
yxpyXJ 

 XY  условное среднее 
значение взаимной информации величина неотрицательная, т.е. 

0);( iyXJ , здесь знак равенства достигается при 

)/()( ikk yxpxp  . Данное свойство оказывается важным в том 

символ, принятый на канала с шумом, а 

 сообщений. Неравенст танавливает, чт

средняя информация, содержащаяся в принятом символе относи-
тельно переданного сообщения, всегда неотрицательна (рис. 
6.10,а). 

случае, когда 

kx – какое-либ
iy – 

о из

выходе 

во ус о 
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 9. По аналогии  0);( YxJ k . Это означает, что если kx – сооб-

щение, передаваем  шумом, то средняя  о 
сообщении полу этому каналу (рис. 6.10, неотри-

цательна. 
 

 н
взаимной энтропии: 

ое по каналу с
ченная по 

информация
б),  kx , 

 
 
 
 

 
 
 

Рис. 6.10. Иллюстрация условного среднего значения взаимной информации: 
а – );( iyXJ ; б – );( YxJ k

  

 
 10. Взаимная энтропия  всегда неотрицательна, т.е. 

;( YXH

 
 

0)  . 
 Доказательство свойств 8, 9 и 10 проводится аналогично дока-
зательству свойств 5 и 6. 
 Подведем екоторые итоги. Рассмотрим два различных выра-
жения для 

 
H

)./()();(

);()();(

XYHYHYXH

XHXHYX


/Y

 

 Эти два выражения особо интересны, когда   является сооб-

ением, передаваемым по канал с шумом, а соответствую-

щим принятым символом. 
 При интерпретации первого соотношения мы понимаем: 
 – энтропию как среднее количество переданной инфор-
ма
 – взаимную энтропию как среднее количество ин-
ормации, полученной о переданном сообщении; 

р  

формации, ко рое все еще тся для определения после 

 kx

iy  – 

 

щ у  

 )(XH  
ции (энтропия источника); 

);Y  (XH
ф
 – условную энтропию )/( YXH  как с еднее количество ин-

то  потребуе  kx  

kx  iy  

n

x

...
2

 

k

x

x

x

...

1

m

i

y

y

y

...

...
2

 

а) б) 
y1
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приема символа iy , т.е. потерянное вследствие шума, или короче, 

ненадежность передачи. 
 Второе соотношение подчеркивает другой взгляд на среднее 
количество информации, а именно, как на разность между средним 
количеством , необходимым для определения приня-
того символа, и средним количеством информации, необходимым 
для определения  же сигнала, когда известно переданное со-

ее
и

величину как энтропию шума в 
ии

информации
 
 того

общение. Следовательно, )/( XYH  есть средн  количество ин-
формации, необходимое для определения помех , имеющей место 
в канале, и мы можем понимать эту 
канале. Другими словами, )/( XYH  является частью энтроп  Y , 
которая возника едствие шума в канале.   
 

ет всл

рных и 1
 в

 
 ЗАДАЧИ 

 
 6.1. Урна содержит 5 че 0 белых шаров. Случайно, без 
возвращения, из урны выбирают три шара, и результат ыбора 
передают по линии связи. Пусть выбрано: черный – черный – бе-
лый. Какое количество информации передается, если хотят сооб-
щить: 

а)  о порядке шаров, их цвете, количестве белых и черных; 
б)  только о количестве черных и белых шаров?  

 6.2. На борту самолета имеется дублированная вычислительная 
система, состоящая из двух одинаковых ЭВМ. Надежность одной 
ЭВМ 96,0p . Сколько надо передать информации по радиокана-
лу, чтобы сообщить об отказе вычислительной системы? 
 6.3. Система описывается дискретным стационарным марков-
ским процессом с матрицей переходов 

21 

  
.  

4/14/3

2/12/1

2

1

 
 Сколько информации содержится в сообщении о том, что сис-
тема находится в состоянии с номером "1"? 
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 6.4. Система описывается дискретным стационарным марков-
ским процессом, граф переходов которой имеет вид 

 
 
 
 
 
  
 

 Сколько информации содержится в сообщении о том,  сис-
тема находится в состоянии с номером "2"? 
 6.5. Сколько информации содержит

что

ся в сообщении о том, что 
сумма очков на двух брошенных игральных костях равна 7? 
 6.6. На двухэлементном множестве задано распре-

деление вероятностей и  зависимость 

 ),( 21 xX   

)2x . Построить

x

  )( 1xp  

)] . 

(p

(),([)( 21 xpxpFXH 
 6.7. Ансамбли событий ),,( 321 xxxX   и ),( 21 yyY   объеди-

нены. Вероятности совместных событий (xp )ji y  имеют вид 

ix  
jy  

1x  2x  3x  

1y  0,1 0,2 0,3 

2  y 0,2  5 5 0 0,1

 Определить: 
а)  энтропии ансамблей X , Y  и XY ; 
б)  условные энтропии )/( YXH и )/( XYH ; 

в)  взаимную энтропию );( YXH ; 

 г) условные средние значения взаимной информации  );( iyXJ  

 и );( YxJ k ;  

д) частную условную ию )kx .  энтроп

 6.8. Пусть – буквы алфавита на входе канала, а – 

буквы выходного алфавита. Символы на входе канала появляются 
равновероятно, а последовательность букв во входной и выходной 

 /(YH

 21 , xx  321 ,, yyy

2 1 

3/4 

1/2 

1/4 1/2 
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последовательностях статис е вероят-
ности имеют вид 

тически независима. Условны

64/6164/132/1

6464/6132/1x /1
)/(

2

1

x
xyp k   . 

 
 Построить функцию распределения  взаимн  

Определить вза  энтропию

 четырех сообщений кодируется двоичным кодом 

ер
ность

сообщения 

Двоичный 
код 

i

 для ой информации
 ;( YXH);( ik yxI . ) .  имную

 6.9. Группа из
 

Сообще-
т-
 

В оя

ние 

ku  )( kup   

u1 1/2 0 
10 
10 

u2 

u3 

1/4 
1/8 1

u4 1/8 111 
 
 Найти энтропию множества сообщений и среднюю длину кодо-
вых слов. Показать, что если сообщения статистически независи-
мы, то при передаче последовательности кодовых слов символы 
“0” и “1” появляются равновероятно. 
 6.10. Среди группы ПВО  ¼  составляют зенитны орудия (x1), 
½ – ракетные установки (x2), ¼ – самолеты-перехватчики (x3). 
Пусть кетные установки с вероятностью ½ поражают цель, са-

 не

ср
k »? 

 Какое колич фор одер ообщении z: 
«средство ПВО т од о тельно факта 
использования x2 »? 
 6.11. От источника информации поступают атистически неза-
висимые символы с вероятностями 1/4 и 3/4. Найти энтропию по-
следовательности из 100 двоичных символов. 

е 

ра
молеты-перехватчики всегда поражают цель, а зенитные орудия 
всегда  попадают.  

 количество информации содерж соо Какое ится в бщении y: 
« едство ПВО поразило цель относительно факта использования  
x

ество ин
ри раза п

мации с
д пораз

жится в с
цел осиря ил ь отн

ст
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7. КОДИРОВАНИЕ СОО НИЙ ДИСКРЕТНОГО 

 МНО ТВА 
 

Перейдем к задаче кодирования, т.е. представления сообщений 
з 

лов, приходящихся на одно 

БЩЕ
ЖЕС

 
и заданного дискретного множества последовательностью симво-
лов, принадлежащих заданному алфавиту. Цель при этом состоит в 
конструировании таких последовательностей символов, которые 
минимизируют среднее число симво
сообщение. Усреднение ведется по множеству сообщений. При 
решении поставленной задачи предполагается, что распределение 
вероятностей сообщений известно. 

 Рассмотрим множество сообщений MkuU k ,1 },{  , на кото-

ром задано распределение вероятностей )( kup . Каждое сообщение 

может быть представлено кодовым словом длиной kn (рис. 7.1). 

Слово состоит из последовательнос  символов  алфа-
вита A  кодирования. Число различных символов этого алфавита 
обозначим через 

ти некоторого

AD  . 

 При этих обозначениях среднее число символов, приходящихся 

на одно сообщение, есть 



M

k
kk upnn

1

)( . Информационная пропу-

скная способность алфавита A  равна D2log . 

n

nupu

nupu

nupu

MMM

kkk



















)(

...

)(

...

)( 222

 

 
Рис. 7.1. Процесс кодиров

npu

11

ания 

ество информаци
денти

u )( 1

 

 Энтропия )(UH  – это среднее колич и, необхо-
димое для однозначного определения, и фикации сообщения 
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из данного множества. Каждое сообщение содержит реднем в с n  
символов, а каждый символ не может нести более чем D2log  ин-
формации. Тогда энтропию множества сообщений U  можно оце-
нить следующим м: образо

DnupupUH k

M

k
2

1
2 log)(log)()(  



. k

 Следовательно, 
D

H

2log

U
n

)(
 , т.е. среднее число со-

общение не может быть меньше энтропии множества , 
деленной на пропускную способность алфавита, емого 
для кодирования. 
 

7.1. МЕТОД КОДИРОВАНИЯ ШЕННОНА–
 
 Данный метод кодирования кодовых слов со иной, 

достаточно близкой к нижней границе

символов на 

сообщений
использу

НО 

ней дл

 

ФА

сред

 
D

UH

2log

)( , базиру

оч

ствам
 

ется на 

в. 

и необхо
кодов. 

вы-

полнении двух требо
 позиции  
 с р

-

 Для реализации кодов с вышеописанными свой -
димо иметь соответствующие процедуры построения Рас-

. Имеет

ваний: 
 1. В каждой  кодового слова символы алфавита должны
использоваться авными вероятностями, что дает возможность 
максимизировать среднее количество информации на символ. 
 2. Вероятности появления символов в каждой позиции не долж
ны зависеть от расположения всех предыдущих символо
 Если удастся построить код в точном соответствии с этими тре-
бованиями, то средняя длина кодовых слов будет в т ности равна 
нижней границе. 

смотрим ряд примеров ся множество равновероятных сооб-

щений 8,1 },{  kuU авит 2k  и алф D . Предлагается следующая 

процедура кодирования: 
 – первоначальное множество сообщений разбивается на две 
равновероятные группы; 

– первым символом кодовых слов для сообщений груп-
пы выби й 
руппы выбираем "1"; 

  первой 
 второраем "0", а первым символом кодов для сообщений

г
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 – далее процесс половинного деления с соответствующей коди-
ровкой продолжается до логического ко .е. до тех пор, пока 
это возможно. 
 В результате получается 

нца, т

двоичный код для всех сообщений. В 
табл. 7.1 показан описанный процесс.  
 
                                                                                    Таблица 7.1 

Символы разрядов 
кодовых слов 

Сообщения 

ku  

Вероятности 

)( kup  
Код  

Шеннона–Ф
1  2  3  

ано 

1u  1/8 0 000 

2 1/8 1 001 u  
0 

3u  1/8 0 010 

4u  1/8 

0 
 

1 
1 011 

 

5 8 0 100 u  1/

6u  1/8 1 101 
0 

7u  1/8 0 110 
1 

8u  1/8 
1 

1 111 

 
 Для построенного кода среднее число символов алфавита в коде 

равно 3n . Энтропия множества сообщений равна 

38log
8

8)( 2 UH  бит. Пропускная способность двоичного 

лфавита равна 12log

1

  бит. В результате применения этой про-
ницы 

а 2

цедуры кодирования удалось достичь нижней гра

3
)(


U
. 

log2


D

H
n

 В дальнейшем под эффект ос  кодирования будем по-
нимать отношение ни  границы к  длине  сло-
ва 

ивн тью
жней средней кодового

Dn

UH
Эк

2log

)(
 . 
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Совершенно  очевидн   эффективность одирова лежит в 

диапазоне 

о,  что   к ния  

10  кЭ D

U(
, а равенству 

H
n

log

)
  соответствует эф-

фективност
 Рассмотрим случа огда сообще я неравновер , но ве-
роятности х появле пропорциональны рицате м степе-
ям двойки. При применении процедуры Шеннона–Фано целесо-

ить разбиен п гр
Как показывает практ
большую эффективност

ать сооб
а

ир  в . 
 Из таблицы , что число символов в каждом слове кода 
равно собственной информации сообщения. Средняя длина кодо-

2

ь 1кЭ . 
й, к ни оятны

и ния  от льны
н
образно первоначальное множество расположить в порядке убыва-
ния вероятностей и именно в такой последовательности пытаться 
провод ия на две римерно равновероятные уппы. 

ика построения кодов, это обеспечивает наи-
ь кодирования, так как в каждой группе 

будут фигуриров щения с равновеликими вероятностями. 
Методика кодирования налогична предыдущему примеру. Про-
цесс код ования сведен  табл. 7.2

 видно

вых слов равна 25,24
16

1
43

8

1
2

2

1
1 n , а энтропия ансамбля 

сообщений 25,2
16

1
log

16

1
4 

8

1
log

8

1
2

2

1
log

2

1
1)( 222 UH бит. 

Для построенного кода среднее число двоичных символов равно 

минимума средней длины (
энтропии ансамбля сообщений, т.е. код также оптимален в смысле 

1к

 Метод к я Шеннона–Фа бобщить на случай 

и равновероятного ра

Э ). 
одировани но легко о

произвольного алфавита из символов путем последовательного 
 збиен множества сообщений на групп, 

 D  
ия  D  

подгрупп и т.д. Ясно также, что метод будет успешно работать, 

если  Dup k )(  (  – целое число), т.е. вероятности являются 

отрицательными степенями числа символов алфавита, что обеспе-
чивает равновероятность появления символов.  

 Если  Dup k )( , то группы не будут точно равновероятны. В 

этом случае метод Шеннона–Фано не обязательно привет к коду с 
наименьшей возможной средней длиной. Более того, описанный 
метод построения кода Шеннона–Фано не всегда приводит к одно-
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значному построению кода. Ведь при разбиении на подгруппы 
можно сделать большей по вероятности как верхнюю, так и ниж-

Символы разряд
кодовых слов 

нюю подгруппу.   
                                                                                            Таблица 7.2 

ов  
Сообще- Веро Код  
ния

ятности 

1  2  3  4  
Шеннона–Фано  ku  )( kup  

1/2 0    0 1u  

2u  1/8 0  100 

3u  1/8 

 
0 

1  101 

4u  1/16 0 1100 

5u  1/16 
0 

1 11  01

6u  1/16 0 1110 

7 16 

1 
 
 
 

1 

1 
1 1111 u  1/

 
 Наглядное представление множества кодовых слов можно по-
у использован

 определить свойство префикса, допустим, что 

л чить с ием кодового дерева, метод образования ко-
торого для ранее приведенного примера ясен из рис. 7.2. 
 При построении кодового дерева устанавливается соответствие 
между сообщениями и концевыми узлами (вершинами). Требова-
ние, чтобы только концевые узлы дерева соответствовали сообще-
ниям, эквивалентно выполнению свойства префикса. 
 Для того чтобы

),...,( 1 kknk aaa  , гдk -е кодовое слово представляется как k е 

– симво ющие кодо слово. 

последовательность ста енн из альной части
k

a,..., kn1

Любая 

ka отдельные лы, составля вое 

, со вл ая нач  ka , 

т.е. ka ..,1 kia  ,. kni  , дл екотор о я н ог называется м префиксом i -

ka . 

 ОПРЕДЕЛЕНИ 1. Код, обладающий свойством икса, 
определяется как в котором н како кодовое слово вляет-
ся м префиксом  другого кодового слова. 

Е 7. преф
 код, 
 никакого

и е  не я
 i -
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Рис. 7.2. Кодовое дерево кода Шеннона–Фано 
 

Особенностью такого кода является то более 
одовых комбинаций не повторяет начала более длинной 

.  позволяет при передаче длинных последователь-
ностей не использовать разделяющих интервалов или синхрони -
рующ льсов для фиксац нца и начала кодовых слов. 
Всяк огда последовате ть двоичных ифр образует 

 , что ни одна из 
коротких к
комбинации Это  

зи
их импу ии ко  
ий раз, к льнос ц

кодовую комбинацию, декодер приемника декодирует ее как со-

ы сообщения

общение и воспринимает следующую цифру, как начало нового 
сообщения. Пусть для примера передана двоичная последователь-
ность 0010111010100. По таблице кода легко находим, что переда-

uн  1 21531 uuuuu  . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7.2. Полным зовем такое 
онечное кодовое дерево, в котором из каждого промежуточного 
зла исходят узлов следующего более высокого порядка

 УТВЕРЖДЕНИЕ 7.1. Наличие одного к зла по

и т  узлов  

кодовым деревом на
к
у  D  . 

рядка nонцевого у k  

сключае knnD  порядка )(  nnn k  , 

 приме

где 

го 
},x{ 21 nnn . 

 Рассмотрим
,..., Mn
 принцип

ma
  узлов на

случая полного двоично  кодового дерева (рис. 7.3). Наличие 
одного концевого узла второго п рядка исключает

исключения
го

ре частно

о  42 24   узлов 
четвертого порядка.  

1 0 

110           111  

10            11  

1100     1101     1110       1111 

100         101  

 0     

 u1        u2        u3    4       u5               u u6 

4 
 
3 Конце-
 
2 
 
1 

Промежу-
точный узел 

вой узел 

Порядок 
узлов 
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Рис. 7.3. Принцип исключения концевых узлов 

7.2. 

4 
 
3 
 
2 
 
1 

24

 
23 

 
22 

 
21 

 
ОСНОВОПОЛАГАЮЩИЕ ТЕОРЕМЫ 

 7. во-

ОПТИМАЛЬНОГО КОДИРОВАНИЯ 
 
 ТЕОРЕМА 1 (неравенство Крафта). Пусть D – число сим

лов в кодовом алфавите, а Mknk ,1 },{   – заданное множест  

целых поло ых исел. равенство
M

является 

во

жительн  ч Не  

необходимым и достаточным условием су кодовых 

. Построено кодовое дерево с узлами порядка 
Кодовый алфавит состоит из символов. Поэтому 

промежуточного узла дерева  не более вет-

следует, что не может быть  чем уз  по-
Это максимальное ол ется 

разветвляются из каждого , порядок 
 концевого уз порядка

1
k

k  

я 
1

nD

ществовани
слов, соответствующих концевым узлам дерева, с длинами равны-
ми kn . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО  
 НЕОБХОДИМОСТЬ

Mnn ,...,, 21 . 

з каждого 

ей. тсюда 
ядк n 
огд когда 
ото ых меньше

n  D  

исходит

более

ла 

и   

в

n

D
 nD  

число п

 узла
  n

в О ло
},...,,max{ 21 Mnnn . 

D  ветвей, 
 n . Наличие

учар а 

т а, 
р   к k ис-

уз в порядка ьно, 

ченное равенство n  к 

ключает nD
n

M

k

nn DD k 




1

тому, что 
1



M

k

kn  возможных 

. Делим полу

 

 на

n . 

 D

Следовате

 и 

л

приходим

ло

 

1nkD . 
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ДОСТАТОЧНОСТЬ. Дано, что . Необходимо пока-

довы
дке возрас

1D

х слов 


M

nk 
1k

зать, что можно построить кодовое дерево с заданными концевыми 
узлами, т.е. множество ко с заданными длинами 

Mnnn ,...,, 21 . Пусть числа расположены в поря тания, так 

что для любого 1  :  kk Предположим, что нам удалось по-

строить часть кодового дерева, содержащего все заданные конце-
вые лы порядков , меньших m , и что дерево должно

nnk . 

nnn ,...,, 21

 узл

nmD k 

m





M

Njk
m

m

DN
1

дерево. Поскольку

уз

Крафта  

mD 

числа уз

 
j

mm DD

включены в 

j

ов

m

 

 

 Тогда из неравенства 

 

онцевыми 

порядка m . 

m

, и поэтому 

доказательст

содержать mN  концевых

1
1





M

k

nkD   следует:  1
11

 







M

Njk

nm
j

k

n

m

kk DDND . 

Умножаем последнее выражение на mD  и получаем равенство 

m
M

Njk

j

k
m DN

m


 11

. Из него видно, что число дос-

тупных узлов 



j

k

nm kDD
1

 порядка m  не меньше ого 

лов mN  того же рядка, т.е. 

k 1

 не

заданн

по

nk все они могут быть

в ве m  выбрано про-

nk

nk





извольно, дерево с требуемыми к узлами всегда может 
быть построено. 
 ТЕОРЕМА 7.2. Пусть D – число символов в кодовом алфавите, а 

Mknk ,1 },{  – заданное множество целы  положительных чисел. 

Равенство 
1




M

k

nD тся необходимым и достаточным ус-

ловием того, чтобы заданное множество концевым узлов дерева 
было полным. 
 ДОКАЗА ЛЬСТВО  
 НЕОБХО МОСТЬ. Построено кодовое ерево с узлами порядка 

х

е

ТЕ
ДИ  д
Если множество концевых узлов полно, то они долж-

1k  явля

Mnnn ,...,, 21 . 
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ны исключ узлы порядка . 
M

k1 1k

1
1




nkD . Любое множество 

узлов, удовлетворяющее овию 1
1


k

 и 

нераве у D т. ущест , по йней мер дно 

 узлами порядков Mnnn ,...,, 21 . 

Если бы это было так, то мы могли бы, не нару я неравенства 

1
1





M

k

nkD , добавить в сумму  
M

nkD  члены, соответствующие 

ить все  т.е

Откуда следует

СТЬ. Дано, 

 усл

е. с о

концевыми
дерево 

то

},...,,max{ 21 Mnnnn  , 

1nk . 


M

nkD , удовлетворяет

ует  кра е, 

, кроме заданных, еще 
ша

nnn DD k   . 

 ДОСТАТОЧНО

нств
M

k

дерево с 
Предположим, 

летворяющее 

:  
M

D

что 
M

k

в

имеет

1
1




nk , 

заданными 
что это узлы. 

k 1

этим узлам. Очевидно, ч  это невозможно, так как дерево, удов-

условию 1
1





M

k

nkD , не может иметь дополнительных 

узлов. 
 ТЕОРЕМА 7.3 (основная теорема кодирования). При заданном 
множестве сообщений Mku   с энтропией )(UH  и алфави-k ,1 },{

мволов, сущетом, состоящим из D  си ствует такой способ кодиро-
вания сообщений множества посредством последовательностей 

инадлежащих заданному алфавиту, что среднее число 

символов на сообщение 

символов, пр


M

kk upnn ( нера-
k 1

)  будет удовлетворять 

венствам 1
2 DlogD

)()


UH
n .    

log

(

2

UH

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. неравенство Докажем 

0log)( 2  DnUH . Пусть сооб-)( Mup  – вероятности 

ы кодовых

),...,( 1up

нщений источника, а Mnn ,...,1  – дли  слов. Представим 

DnUH log)(   2  в виде Dnup
up

up
k

kk
k k

k 2
11

2 log)(
)(

log)( 


 . 
MM 1
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Поместим kn  под знак логарифма, объединим слагае -

чим 

мые и полу


M

k

n

k up

D
up

k

2 )(
log)( . Далее воспользуемся известным свойст-

ального логарифма  1ln
k 1

вом натур  aa : 

 

.0])[
1

 

ln2

  
MM

n upD k

следует из н фта, 

]1
)(

)[(
2

1
log)(

1

 


M

k k

n

k up

D
upDnUH

k

 

(
2ln 11  k

k
k

Последнее неравенство еравенства Кра что и дока-

зывает 

          

n
D

UH


2log

)(
. Заметим, что равенство имеет место тогда и 

только тогда, когда kn
k Dup )( . Это условие совпадает с ранее 

полученным условием о кодирования по Шеннону–птимального 
Фано. 

 1
log

)(U
 Докажем неравенство

2


H

n  бы длины

слов не о льн  числами

, 


D

. Если  кодовых 

о были целыми , то можно было бы 

просто подобрать чтобы удовлетворить условию 

бязате
*
kn

M,1 . -

k

полнялись не венства 

kup k )(  Однако удовлетворить это условие мож

но только приближенно выбирая целые числа так, чтобы вы-

D kn  ,
*

 

ра

,  n  

MkDu k
k ,1    ,)(   

(рис. 7.4). Суммирование по 
неравенство Крафта, и, следо с

pD k nn 1 

превращает левое неравенство в 
тельно, уществует префиксный 

код с этими длинами. Ло я правое неравенство, получаем 

Dnup log)1(log

k  
ва

гарифмиру 

() или 1
log

)(log

2

2 



D

up
n k

k . kk 22    Далее 

 на и суммируем по полученное неравенство умножаем )( kup  k   
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1
log

)(

log

)(log

21 1 2

2 


  D

UH

D

upM

k

M
k

kk

 
 
 
 

     , ]1)[()(   nupupn
k

k , что и 

завершает доказательство теоремы.  

 

 

 
7.3. МЕТОД ХАФФМАНА  

(ОПТИМАЛЬНОЕ КОДИРОВАНИЕ) 

зано выше, приводит к коду минимальной средней длиной

*

)( knDup   

  

 
 
 
 
 

Рис. 7.4. Графическая интерпретация неравенств 1)(   kk n
k

n DupD  

k
kn  

1 knD  

D

1                   kk nn          * k n



 
 Метод кодирования и построения кодового дерева, основанный 
на равновероятном использовании символов алфавита и исполь-
зующий статистическую независимость символов, как было пока-

с  слова 

D2log

рования, 
который приводит к оптимальному множест
смысле, что никакое множество др

UH
n

)(
  не всегда, а только в случае выполнения равенства 

 Существует систематический метод оптимального коди
ву кодовых слов в том 

угих кодовых слов не имеет 
еньшего среднего числа символов на сообщение. Соответствую-
ее кодирование предложено Хаффманом, и получаемый по этому 
етоду код носит название кода Хаффмана.  В процедуре Хафф-
ана все шаги строго регламентированы и никаких неоднозначно-

труктуру оптимального кода.    

kn
k Dup )( . 

м
щ
м
м
стей кодирования нет. Произвольное присвоение символов алфа-
вита кодировки различным ветвям дерева не нарушает общую 
с
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 Процедура оптимального кодирования сообщений заданного 
множества и произвольного алфавита представлена на рис. 7.5 в 
виде алгоритма, который не требу т дополнительных пояснений. 
 Рассмотрим пример построения кода Хаффмана для множества 
соо ем использовать алфа-
вит кодировки, состоящий из 

е

бщений, представленных в табл. 7.3. Буд
2D  символов, для которого 

всегда равно 2. Соо ормирования 
вых слов прив дирования

0m  

кодо-
 со-

тветствующая процедура ф
едена на рис. 7.6. Эффективность ко

ставила 98,0
60,2

55,2

log

)(

2


Dn

UH
Эк . Построенное кодовое дерево 

является полным. 
                                                                      Таблица 7.3 

Сообщения 

u  

Вероятности 

)(up  
Код 

Хаффмана k k

1u  0,3 00 

2u  0,2 10 

3u  0,2 11 

4u  0,1 011 

5u  0,1 0100 

6u  0,05 01010 

7u  0,05 01011 

55,2)( UH     
kup 1)( 6,2n  

U

 Рассмотрим другой пример построения кода Хаффмана для 
множества сообщений, представленных в табл. 7.4. Будем исполь-

меньш

зовать алфавит кодировки, состоящий из трех символов. В этом 
случае процедура Хаффмана предполагает на первом шаге объеди-
нение 20 m  сообщений с наи ими вероятностями и 3D  

на последующих шагах (рис. 7.7). Эффективность кодирования 

составила 91,0
45,2)(


UH

Э . Построенное кодовое де-
58,17,1log2 Dn

рево неполным. 

к

является 
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Присвоим 0:i . M сообщений первоначального 
i -го множества располагаем в порядке убывания 
вероятностей

 
 

Находим 0m , творяющее 

условиям:   

наименьшее удовле 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 











, 

; 2 0

a
D

M
Dm

  где a – целое положи-

льное число. Присвоим :j



1
0m

те 0m  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.5. Алгоритм процедуры Хаффмана 

Да

Нет 

Группируем вместе j  сообщени  i -го множест-

, имеющих наименьшие в сти, и вычис-
ем общую вероятность так ы – 

jp  

й

ва ероятно
ля ой групп

Определяем ( 1i )-е вспомогательное множество 
сообщений, рассматривая группу из 

 
j  сообщений 

как отдельное сообщение с вероятностью 
jp . 

Располагаем сообщения ( 1i )-го вспомогатель-
ного множества в порядке убывания вероятностей 

         Вспомогательное 
 ( 1i
    единственн

)-е множество содержит 
ое сообщение? 

Вы
операции 
присвоения: 

 : 

1:

Dj

ii




полним 

; 
  

С
ия являются концевыми узлами. 

Соответствующие им кодовые слова формируем, 
приписывая различные символы из заданного 

щим
жу  уз

троим кодовое дерево, в котором первоначаль-
ные сообщен

алфавита ветвям, исходя  из каждого проме-
точного ла дерева 
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1u  0,3  0,3 0,3 0,3 0,4 0,6 

0,2  0,2 0,2 0,3 0,3 0,4 

0,2  0,2 0,2 0,2 0,3  

0,1  0,1 0,2 0,2   

0,1  0,1 0,1    

0,05  0,1     

0,05      

1 

 

 

 

 

 

  

Рис. 7.6. Процедура оптимального кодирования для

1

1

1

1

1

0

0

0

0

0

1

0

2u  

3u  

4u  

5u  

6u  

7u  

 
 2D  

 
                                                                      Таблица 7.4 

  Код 
Хаффмана 

Сообщения

ku  

Вероятности

)( kup  

1u  0,3 1 

2u  0,2 2 

3u  0,2 00 

4u  0,1 02 

5u  0,1 010 

6u  0,1 011 

45,2)( UH   
U

kup 1)(  7,1n  

 

1 

 

 

 

 

 

Рис. 7.7. Процедура оптимального кодирования для

1u  0,3  0,3 0,5 

0  ,2 ,2 

0  ,2  

0  ,1  

0    

2u  0,2  0,2 0,3 

3u  ,2 0 0

4u  ,1 0

5u  ,1 0

6u  ,1 
 

 3D  

1

0

1

2

1 

0 

2 0
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ЗАДАЧИ 

 7.1. Д ан го ансамбля  построить код Шенно-
а–Фано :  

 
ля зад но сообщений
 )2( Dн

 

kx  1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  

)( kxp  0,3 0,2 0,1 0,05 0,2 0,1 0,05 

  Оценить эффективность коди вани ить кодовые 
деревья. 

 7.2. Найти оптимальный троичный код дл самбля сообщений 
 

ро я. Постро

я ан

kx  1  3x  x 2x  4x  5x  6x  

)( kxp  0,3 0,25 0,13 0,12 0,11 0,09 

 Построить кодовое дерево. Оценить эффективность кодирова-
ния. 
 7.3. Задано множество сообщений 
 

kx  1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  8x  

)( kxp  0,4 0,17 ,11 0, 0,08 0,06 0,05 0,04  0  09 

 Закодировать ообщ я с использованием одо  Хаффмана и 
Шеннона–Фано

 с ени  к в
 )3( D . Срав ть е и  кодирования. 

 
 
 
 

 
 

 

ни  эфф кт вности
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8

скретным источником информации будем понимать ис-

ипу источников можно отнести книжный текст, множество теле-
.п. С ответ венн исто ники,  выходе 
рерывно ю я и стествен-

но называть непрерывным ч р . 

. ДИСКРЕТНЫЕ ИСТОЧНИКИ ИНФОРМАЦИИ 
 
 Под ди
точник, который порождает конечное число сообщений. К этому 
т
графных
которых

 сообщений и
 появляется

 т о ст о, ч  на
 неп  меня

ником
щаяс

 инфо
 велич
мации

на, е
 исто

 До сих пор рассматривались сообщения Uuk   безотноситель-

но к тому, что на выходе источника во
вательность сообщений, а энтропия

 появляется после-
о  вы как среднее по 
нсамблю

времени 
числялась д

а  MkuU k ,1 },{  , т.е. 

Е НЫ
ИЧЕСК

 
 Разделим порождаемую источником последовательность сооб-
щений на подпоследовательност равной длины, каждая из кото-
рых содержит сообщений (рис 8.1). Число различных последо-

вательностей сообщений равно

M2guk ) p2logup(U
M

k
k

1

lo()( 


. H ) 

 
8.1. ДИСКР Т Е ИСТОЧНИКИ, ПОРОЖДАЮЩИЕ 
 СТАТИСТ И НЕЗА ИСИМЫЕ СООБЩЕНИЯ  В

и 
   

из 

. 

   M . 
естано

Формула автоматически 
следует из ния для числа вок извыраже  M  по    пер с уче-

том повторений Кажд  M . PM ая  - я послед ьност  явля-

ется элементом  я множеств причем 

овател

 

ь

,  декартового произведени U
  MU .  

 

              
 

  
                                                   

 
 
 

Рис. 8.1. Разбиение последовательности независимых сообщений на группы 

Uuk   


............... 

  

ИИ 

 176



 ТЕОРЕМА 8.1. При любом заданном как угодно малом положи-
тельном числе 0  можно найти натуральное число   и соответ-

ствующее множество кодовых слов мощности M , такое, что 
и на среднее число символов алфавита кодировк ообщение удов-

летворяет неравенству  

с


D

UH
n

2log

)(
. 

 ДОК . ИспАЗАТЕЛЬСТВО ользуя 
вита кодировки, закодируем последовате
ной кодовыми словами с длинами, уд

ству Крафта (рис. 8.2). Пусть

символы заданного алфа-
льности сообщений дли-

овлетворяющими неравен-   

  n  сред

ов

 – нее число символов на ко-


 n

n  – среднее число символов на сообщение. д ое слово, а 

Тогда из основной теоремы кодирования следует неравенство для  

n :  1
log

)(

log

)(

22




D

UH

D

UH
. В силу статистической независимо-

сти сообщений, порождаемых источником, 

)()...()( UHUUUHUH   имеем: 

n

. 
loglog2 

1)()(

loglog

2

22



; 1
)()(

   





 UHnUH

DD
 

Рис. 8.2. Кодирование последовательностей сообщений длиной


UH

n
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D
n

D
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Положим  



1

, тогда  
D

UH
n

)(
. 

2log
 Основной же вывод состоит в том, что если кодируется после-
овател

 с

д ьность статистически независимых сообщений вместо ко-
дировки отдельных сообщений, то это дает возможность умень-

шить реднюю величину n  не более чем на один символ. 

 Докажем соотношение )()( UHH  , использованное вы-

ше, для простог я 

U

о случа 2U . Пусть }2,1{ ,)(  kpup kk . Об-

разуем последовательности из   сообщений которых 

образования, не представляю
мания:  

, общее число 

составит 2 . Ниже приводятся подробные соответствующие пре-
щие серьезных трудностей для пони-

).(]loglog[]log)(     

log)[(
1

1
log

1
log
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8.2. СЛУЧАЙНЫЕ ДИСКРЕТНЫЕ ИСТОЧНИКИ  

 Пу



 








 

 

сть  ......21 i – последовательность статистически зави-

симых  источника. Каждое конкретное событие 

 из букв множества 

событий на выходе

 бытьi  может  одной  L  Lk aaaa ......21  

Lkak ,1 },{ Ai  (рис. 8.3). Уменьш и, обуслов-ение избыточност
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ленной наличием статистических связей между буквами, может 
быть достигнуто кодированием не отдельных элементарных букв, а 
составленных из них групп длиной  . Подобный метод уменьше-
ния межбуквенных статистических связей часто называют декор-

Рис. 8.3. Разбиение последовательности зависимых событий на группы 
 
 Прежде чем переходить к , дадим математическое 
описание случайных источников. Множество, порождаемых ис-
точником последовательностей, описывается совокупностью ус-
ловных вероятностей: 

вы

реляцией. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

кодированию

 

2

2L

 

.   },...,,//( 1211 sijkmii Laaaa  

 Совместная вероятность появления на выходе источника пер-
х   событий есть ).../)()...( 11121 

{)...

             

;   },/{)/(

;   }/{)/(

;    }{)(

12

3
13213

1212

11

i
i

jkd

kj

k

pp

Laaapp

aapp

Lapp











 

...               

().../( 12  pppp , 

еделение )1(а стное распрсовме  -го и  -го событий равно 

 


 
1 2

)...(...)( 1211
A A

pp . 

...  ...     ... ... 

............ 121


  ni  





ИИ 

i

L

k A

a

a      

...
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a1 
Индекс i 
указывает 
позицию 
буквы 
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 Описание последовательностей событий через условные веро-
ятности приводит к следующим формулам определения энтропии 
события на выходе источника: 

.).../(log)...(...                       

).../(  ...

...                                        

; )/(og)()/(

; )(log)()(  

11 22

2211

11 222211

1111

121221

1121

122211221

12111

  

   l



  





 











A A A
iii

ii
A
i

AA

A AAA

AA

ii

ii

pp

AAAH

ppAAH

ppAH

 







 Обознач  

ри 

им через )/( AAH i  условную энтропию i -го события

условии, что 



  предшествующих событий уже произошлоп  
и(р с. 8.4): 

                                

).../(log)...(...)/( 121

1






 
)..../( 1 


 

iiiii
A A A

ii ppAAH
i i i  

iii AAAH
 
 
 

 

Источник информации называют стацио

 
 

 
 

i

iiiii



 

...321

...

... 121

 

                          1  

Рис. 8.4. Иллюстрация условной энтропии  )/( AAH i
 

 
 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8.1. -
нарным, если условная вероятность появления события i  при 

условии задания   
целых

предшествующих событий не зави т ме-
ра для всех 

си от но
 i    , т.е. 

 .,  );.../().../( 11   jipp jjjiii  
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 Таким образом, для стационарных источников все вероятности 
инвариантны относительно любых сдвигов вдоль последователь-
ности событий  ......21 i  или, говоря другими словами, стати-

стические характеристики процесса появления событий на выходе 
источника не зависят от выбора начала отсчета времени или на-
блюдения (рис. 8.5). 

справедливо равенство  Для стационарных источников 
для всех)/()/(   AAHAAH ji   ji, . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

},...,/{

Рис. 8.5. Иллюстрация свойства стационарности 

ТЕОРЕМА 8.2. Для стационарного источника условные энтро-
ии событий при условии, что заданы все предшест-

ующие события, образуют монотонную невозрастающую после-
овательность. 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При рассмотрении свойств энтропии дока-
зано, что 

. 

 

 
 
 
п  )/( 1


 AAH   

в
д

)(/(/( 1
iiiii AHAAAAH  )...)()/() 21 HAAHAAH   /

В силу стационарности число i  можно заменить на любое целое, 
лишь бы это целое было больше числа предшествующих событий. 
Положим в первом члене неравенства 1i , во втором i , в 
третьем 1i , …, в последнем 1i  и получим 

)/()/( 1AHAH   )()/(...)/( 1
1

2
2

11 AHAAHAAHAA 
 , 

что и доказывает справедливость теоремы. 
 

},...,/{ 1 simiki aaap

j



...  ......         
i

i



1 sjmjkj

j

aaap 
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 ТЕОРЕМА 8.3. Для условных энтропий событий стационарного 
источника существует предел )/()/(lim 1




 AAHAAH , где 

)/( AAH  – некоторое число, характеризующее источник и пред-
ставляющее собой среднее количество информации на событие, 
достаточно удаленное  момента начала аблюдения. от  н

З а о

творяет ограничениям энтропия –

еотрицательная величи  0. По-
ледовательность  

 ДОКА АТЕЛЬСТВО. К к всякая энтр пия, )/( 1


AH  удовле-

 AH (0  

A

L2 , т.е. 

зу величиной
 по аргументу

A1 log)/ 


на, ограниченная сни
)/1


 A  не возрастает

н
(AH   

едела

пре

с и 

граничена снизу пр  

 -

ельная энтропия, необходимая для определения события на выхо-
е стационарного источника. 

 ТЕОРЕМА 8.4. При любом заданном сколько угодно малом по-
ложительном

о , отку

( AH
да сразу же следует су

)/ A . Энтропия H
ществование 

)/( AA  есть)/( 1



AAHlim



д
д

 числе 0  
ретным стацион

последовательность событий, порож-
даемых диск арны  источником, можно закодиро-
вать в после  заданного 
лфавита, таким чтобы среднее по ансамблю число сим-

м
довательность символов, выбираемых из

а образом, 

волов на событие удовлетворяло неравенству 
D

n
2log

.  

 ДОКАЗАТЕ азобьем последовательность событий на 
группы по  . Тогда каждая последовательность будет являться 

элементом множ

AAH )/(

ЛЬСТВО. Р

состоящего из   букв, принадлежащихA , ества  
А  (рис. 8.6). Энтропия этого множества в соответствии с извест-
ным свойством равна 

о ательн ож
п им м лов 

ровки







 
1

11
121 )/()/(.)/()()(

j

j
j AAHAAHAAHAHAH . 

Для множества образованных послед в остей букв м но 
построить о т альный код, приче  среднее число симво ал-

фавита коди  на одну последовательность 



..

n  должно удовле

е 7.3, соотношению 

-

творять, по ранее доказанной теорем
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 1
loglog

   
22

  D
n

D
. Делим неравенство на 

D
n

D
. Делим неравенство на 

)()(  AHAH  AHAH   и получаем 

ношение   
1

log

)(

log

)(
1

22 



 



D

AHn
n

D

AH
. Далее более 

1 

новое соот

)(детально рассмотрим величину 
1 


AH , пр  в виде 

суммы 

едст в ееави

)])(/()/(...)([
1

1 iAAHAAHAH i 


. Первые i  

слагаемых суммы ереходной процесс условных энтро-
пий событий, а последнее слагаемое – стационарное состояние. 
После перегруппировки слагаемых можно получить выражение 

1i

отражают п



)/(
()/

...
1

1 



)/ ()/()( 







AAH
HAi

i , из 

которого видно, что с увелич

 AHAAHAH AA

ением   дробные е станслагаемы о-
вятся бесконечно малыми величинами. Следовательно, 

)/()(
1

lim 





AAHAH . Таким образом, всегда можно найти 

такое целое  , что 






1
  и  

AAH
n

2

)/(
. Полученный ре-

зультат завершает доказательство теоремы. 

D

 

 
 

и

log

 
 
 
 

 

 
 
 

 
Р с. 8.6. Кодирование группы событий длиной   
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 Отметим, что эффективность  
чайных источников оцени

 процедур кодирования для слу-
вается по формуле  

Dn

AAH
Эк

2log

)/( 

 , 

происхождение которой достаточно очевидно.  
 
МБЛЮ И

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
 

казательствах, касающихся стационарных исто е

8.3. СРЕДНЕЕ ПО АНСА  СРЕДНЕЕ ПО  

 В до чников, вс  

средние величины, в частности )( , 
 AHn , вычислялись как сред-

нее по множеству.  
 На практике обычно интересуются средней длиной последова-

да-

 Кроме того, особое значение имею  процессы, в которых усред-
нение по множеству и усреднение по времени совпадают. Такое 
совпад ие имеет мес  для эргодических стаци арных источни-

дклассом стационарных источников ин-

усреднения п  после ример марковско-

 Марковский источник характеризуется

тельности кодовых слов во времени, а не математическим ожи
нием длины кодового слова в некоторый момент.  

т

ен то он
ков, которые являются по
формации. 
 Для более детального изучения усреднения по множеству и 

о довательности рассмотрим п
го источника. 

 состояниями, в кото-
ых он может находиться, и правилами, управляющими его пере-
одом из одного состояния в какое-либо другое. Буквы порожда-
тся источником с вероятностями, зависящими только от состоя-
ия, в котором находится источник. После порождения буквы но-
ое состояние однозначно определяется старым состоянием и этой 
уквой.  
Действие источника удобно иллюстрировать граф-схемами. На 

ис. 8.7 приведена граф-схема разложимого марковского источни-
а (режимы и ) [6]. Событие

р
х
ю
н
в
б
 
р

 1E   2E  i , 

четы

предс

порождаемое источником, 

ожет бы й из рех букв множества 

Каждый уз  тавляет собой состояние 

к

м ть 

,,a
одно

}4 . ,{ 21 aaaA  ел3
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4,0  , jS j , а каждая ветвь указывает изменение состояния, про-

исшедшее в результате порождения буквы Состояние яв-

ляется начальным, имеющим место при порождении первой .  

 описывает оч-
 порож -

о
    

 ka . 0S  

 буквы

 ист
денны

 Матрица условных вероятностей полностью
ник, а потому и ансамбль сообщений, образованный
ми им п следовательностями букв: 

   321 aaaa 4  

03

0/1

2,03,02,03,0

)/(
1

0

S

S

S

Sap k   . 

2/12/100

3/13/200

4

3

S

S

 

04/14/

02/12

2j

Рис. 8.7. Граф-схема марковского источника 
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 Как видно из граф-схемы, распределение вероятностей )( ip   

для всех натуральных i  равно: 

.2,0}{    ;3,0}{

;2,0}{    ;3,0}{ 21

 43


apap

apap ii

 
ii

 Условное распределение вероятностей )/( 1 iip можно полу-

чить из представленной граф-схемы 
                    4                       321 aaaa  

2/12/100

3/13/200

004/14/3

002/12/1

)/(

4

3

2

1

1

a

a

a

a

p ii  
 . 

 Условные распределения вероятностей более высоких порядков 
задаются соотношением 

1     ,   )/(),...,,/( 121   jpp iijiiii . 

Другими словами, ловные распределения вероятностей зависят 
олько от непосредственно предшеству  события, если это 
обытие задано. 
Источник стационарен, так как все распределения вероятностей 

е зависят от  убедиться в справедливости соотношения 

ус
т ющего
с
 

 i . Легкон

)()/()(
11

11 i
A

iii ppp
ii


 

 . 

 Предположим, что последовательность на выходе источника 
азбивается на группы событий по два. Возможные комбинации 
имволов на выходе марковского источника и необходимые коли-
ественные оценки приведены в табл. 8.1, а распределение вероят-
остей случайной чины на рис. 8.8. 

Энтропия ансамбля как среднее по множеству имеет вид 

Поскольку вероятность реализации режимов и одинако-
ва, то по истечении некоторого времени источни бу генериро-
вать либо посл ансамбля 

р
с
ч
н  вели  )( 2J  

 )( 2AH 

88,2)]([)( 22  JmAH . 

 1E  
к 

 2E  
дет 
ией 

 

едовательность ...1221 aaaa  с энтроп
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)/( 1
2 EAH  как среднее по временной последовательности 

)( 2  mEAH 86,2]/)([/ 1
2

1  EJ ,  

едовательность с энтропией ансамбля 

как среднее по последовательности 

 
 

                                                                       Таблица 8.1 

жи-
мы 

работы 

...4433 aaaa  

временной 

либо посл

)/( 2 EAH

                      

Комби-
нации 

ii  1
 

Ре

2

([)/( 2
2  JmEAH

 

90,2]/) 2
2 E . 

Распределе-
ние вероят-
ностей 

})({ 2 JJP 

Вероятности 
  )( 1 iip  

)/()( 11   iii pp

 

Собственная ин-
  )( 2J  формация

)(log 12 iip    
 

11aa  0,15 

21aa  0,15 

12aa  0,15 

2,70 0,45 

22aa  

1

0,05 4,30 0,05 

E  

a 33a  0,20 2,30 0,20 

43aa  0,10 

34aa  0,10 
2

0,10 

3,30 0,30 
E  

44aa  

 
 Последние два выражения получены с учетом того, что распре-
деления вероятностей принимают иной вид (табл. 8.2). 
 
 
                                                                   Таблица 8.2            

7,2J  0,9  }/)({ 1
2 EJJp   

3,4J  0,1 
3,2J  0,4 

    }/)({ 2
2 EJJp   

3,3J  0,6 
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 м  среднее по ансам не сов адае ед-
ними по временной последовательности 2,86 или 2,90. 
 Стационарный источник, обладающий более чем одним режи-
мом работы, называется ожимым или приводимым. Неприво-
димый стационарный ист  всегда эргодический. Можно -
зать, что любой стацио ый источник но предста как 
комбинацию эргодическ точников. 
 

8.4. КОДИРОВАНИЕ СОБЫТИЙ, ПО ЖДАЕМЫХ
СТОЧНИКОМ С СИРОВАНН ОРОСТЬ

 
 До х пор ассматр сь методы кодирования для источни-
ков с управляемой скоростью, т.е. источн в которых нты 
порож  событий мо зменяться кодером (рис. 8.9). 

 
 Очевидно, что для источника с фиксированн ю 
кодер не жет передавать и дировать слова с той , 
что и источник, так как разные сообщения требуют ого числа 
имволов. Буфер, как следует из теории массового обслуживания, 

})({ 2 JJp 

;30,0}3,3)({

)({

;45,0}7,2)({

2

2

2







Jp

Jp

J

Jp

;20,0}3,2

;05,0}3,4)({ 2



p  

 
 

Рис. 8.8. Распределение вероятностей )( 2J   

В это случае блю 2,88 п т со ср

 
 разл

 очник
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Рис. 8.9. Источник с управляемой скоростью  

ой скорость
мо ко  же скоростью

 разн
с

1/2 

J

1 

1 4 2 3

ИИ Кодер 



также не решает вопроса. Он будет переполняться с некоторой 
тличной от нуля вероятностью и вносить искажения в передавае-
мую последовательность за сч  потерь. 
 В этом случае используется следующий метод кодирования. 

ожество последовате ьн  событий кодируется так, чтобы 
все коды имели равную длин могли бы быть переданы за одно и 
то же время.  Если  каждое  событие имеет возможных букв, а 

 – число событий в последовательност множество возмож-

 комбинаций букв составит Каждой комбинации букв ста-
 в соотве . Пр  этом должно 

овлетворяться соотношение где число букв алфавита 

о
ет

Мн л остей
у и 

 L  
то

 



 

 и,  

ных
вится

уд

 L . 

Dn

тствие кодовое слово длиной n и

  L , 
кодировки обозначено, как и прежде, через D . Тогда 








D

n
2log

, где  L2log
 ...  – наименьшее большее целое. В этом суть 

кодировки. Однако эффективная процедура кодирования невоз-
можна.  
 Оказывается, что асимптотически эффективное кодирование 
ожно осуществить, если выделить подмножестм

к
во маловероятных 

омбин ноже-
ства о  
еоднозначность кодирования. 

рмации, 
оторое несет каждая комбинация из

аций букв и приписать всем комбинациям этого подм
дно и то же кодовое слово. Естественно, при этом вводится

н
 Рассмотрим простой случай статистически независимых собы-
тий на выходе источника [10]. Пусть )(AH  – энтропия ансамбля 
букв на выходе источника информации. Количество инфо

   букв, к равно 

де

)(...)(...)()(log)( 12 
  JJJpJ j , 

  ,1 ),(log)( 2 jpJ jjг . 

ТЕОРЕМА 8.5. Пусть 0  и 0 – сколь угодно малые числа, 

 а T  – мно для которых жество последовательностей  , 

])([)  AHJ , причем ( TM  , а )(Tp  – вероятность по-

явления последовательностей, принадлежащих множеству T . То-
гда существует такое целое число  , что для любого   спра-

ведливы неравенства: ])([2   ; 1)(  AHMTp . 
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 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. )( J  есть сумма одинаково распреде-
ленных и статистически независимых случайных величин со сред-

H . ним )(A Согласно закону больших чисел, который гласит, что 

для любых 0  и 0  существует такое целое  , что для лю-

бого   












)(
)(

AH
J

p . Друг ми словами, вероят-

ность того, что среднее арифметическое будет отличаться от мате-
матического ожидания больше, чем на любо конечное число, мо-
жет быть сделана сколь угодно малой, если 

и

е 
  достаточно велико. 

Представим неравенство, соответствующее закону больших чисел, 
в более удобном виде 

. 1)(
)(

  

, 1)(
)(

1

 












J

AHp

 






 


AH

Вероятности )(Tp  соответствует неравенство 







p

J





)(
)(

AH
J

, 

которое имеет большую область определения, чем диапазон, ука-

занный в неравенствах 






)(
)(

)( A
J

AH . Отсюда сле-

дует, что 

H

 1)(
)(

)( 











AH
J

pTp , т.е. 



1)(Tp .  

ерхняя граница числа последовательностей в T  

) 
 В следует из 

вия теоремы Далее 

: 

]([)(log)( 2   AHpJ . 

рое можно пр

усло
])([2)   AHp , кото едставить в следующем ви-

де

1)])  

(

()(2 ([ 
 







AT

A .  H ppM

, ])([2  AHM .  Следовательно
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 Доказанная теорема дает следующий способ кодирования. M  
последовательностей из   букв кодируются различными кодо

ая пр

конец асимптотически эффектив
ов с фиксированной скоро

вы-
ми словами одинаковой длины  а все остальные последователь-

ности – одним и тем же кодовым словом также длины n . Возни-

кающ и этом вероятность неоднозначного кодирования равна 
вероятности появления последовательностей из множества 

T .  
 На , ный алгоритм кодирования 
для источник стью состоит из шагов: 
 – находим наибольшее 

 n , 

M , удовлетворяющее неравенствам 












];)([)(

;2 ])([

AHJ

M AH

 – из условия 

 

Dn M 1  определяем длину кодовых слов 








 
 D

M
n

2

2

log

)1(log
; 

 – формируем 1M  различных кодовых слов длины с по-

мощью символов алфавита кодировки.  
 

висимые символы с вероятностями 1/3 и 2/3 

 n  

ЗАДАЧИ 
 

 8.1. От источника информации поступают статистически неза-
 918,0)( UH . По-

оичные слова для сообщени
из трех последовательных двоичных символов. Оценить эффек-

. 
 информации порождает статисти ски независи

т ен
воичных символов источника. Пост и

довое дерево. Оцен
.3. Стационарный источник с фиксированной скоростью поро-
ет последовательность статистически независимы . 

Ансамбль сообщений имеет вид 

строить оптимальные дв й, состоящих 

тивность кодирования
 8.2. Источник че -
мые символы с вероятностями 1/4 и 3/4 соответственно. Построить 
оптимальные троичные слова для сообщений, пос ро ных из трех 
последовательных д ро ть ко-

ить эффективность кодирования. 
 8
жда х сообщений
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Сообще-
ние 

оятность 
сообщения 
Вер

ku  )( kup  

u1 

u2 

u3 

1/2 
1/3 
1/6 

 
 Провести асимптотически эффективное кодирование при 

2D , 2 и 01,0 .
Ст

 
 8.4. охастический источник порождает последовательность 

ро-

и 

событий ,...,, 321  . Каждое событие i – одна из букв алфавита 

},,,{ 4321 aaaaA  . Источник описывается распределением ве

ятностей 4/1)(  ip  

8/14/12/18/1

8/1/14/12/1

)/( 1 ii

Условные распределения вероятностей более высоких порядков 

8

4/12/18/18/1

2/18/18/14/1
p . 

задаются соотношением 
(),...,,/( 21   pp jiiii 1   , )/ 1   jii . 

 Вычислить . 
 8.5. Стохастический исто  параметры аналогичные 

 д

  )/(),...,/(),( 1 AAHAAHAH
чни имеетк 

тем, которые приведены в задаче 8.4. Разбить последовательность 
событий на выходе источника на сообщения, образованные вумя 
последовательными событиями. Для полученного ансамбля по-
строить оптимальный двоичный код и оценить его эффективность. 
 8.6. Источник информации порождает статистически независи-
мые буквы с энтропией 2)( UH . Формируются двоичные коды 
для всех возможных последовательностей из 10 букв. Найти верх-
нюю и нижнюю границу для требуемого среднего числа двоичных 
символов на букву. 
 8.7. Последовательность, порожденная двоичным дискретным
источником, имеет вид 
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1   0    1   1  0   1   1   0

  8    7    6    5    4    3    2    1  . 

 Используя один из эф нфектив
бкина), п

 того

ы иверсального коди-
рования (УК – метод Ба р ирование и декоди-
рование с использованием  же алфавита дировки. 
 8.8. Стационарный марковский источни двоичных сообщений 
с матрицей условных вероятностей  

х методов ун
ов дести ее ко

 ко
к 

4/14/311ii

ру

2/10
)/(

10               

p
 

достаточно долго генери ет сообщения. Сколько информации 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

12/

          

содержится в сообщении о том, что на выходе источника появи-
лась "1"? 
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9. ДИСКРЕТНЫЕ КАНАЛЫ СВЯЗИ 

  
или передачи информации принято пони-

мать совокупность средств, предназначенных для передачи сигна-
лов. Обобщенная схема канала передачи информации представлена 

 

каждое из которых представляется точкой 

выходного  пространства . Преобразование 

ным распределением вероятностей )

   
 Под каналом связи 

н рис. 9.1. 
 Канал связи преобразует последовательность входных событий 

,...,...,, 21 j , каждое из которых представляется точкой

а 

Xxkj   входного пространства X, в выходные события 

,...,...,, 21 j , 

Yyijj  )(  

управляется услов

Y

p y xi k( / , 
которое описывает случайные помехи, действующие в канале. 
 
 
 
 
                                                                  

                                   

 
 
  X LX                Y LY  

 

p y x

p y x p y x

p y x p y x
i k

L

L L

Y

X Y

( / )

( / ) ... ( / )

... ... ...

( / ) ... ( / )


1 1 1

1

 

L X

Рис. 9.1. Структура дискретного канала связи: ИИ – источник информации;  
КД – кодер; ДК – декодер; ПИ – потребитель информации 

 
 

9.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

Обычно каналы классифицируются в соответствии с характери-
тиками входного и выходного пространств и распределением ве-

 

 
 
с

 
   ДК 

 
   ПИ 

 
   ИИ 

 
   КД p y xi k( / )

Xxkj   Yyij  
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роятностей, управляющих преобразованием одного пространства в 
ругое. 
Канал называется дискретным, если входное и выходное про-

транства дискретны. Он называется непрерывным, если входное и 
выходное пространства непрерывны. Если одно из пространств 
дискретно, а  соответст-

но дискретно-непрерывным или непрерывно-дискретным. 

д
 
с

другое непрерывно, то канал называется
вен
 Канал, в котором условное распределение вероятностей 

)/()/( kijj xypp   одно и то же для всех последовательных 

входных и выходных событий j , называют стационарным кана-
лом без памяти. Если же, наоборот, это условное распределение 
вероятностей является функцией предыдущих событий на входе 

орят, что кана  обладает памятью. Память назы-
ой, если эта зависимость распространяется только на 

едшествующи  событий. 
зделение каналов на классы можно произвести в 
собыми свойствами симметрии, которыми могут 

обладать условные распределения вероятностей. Мы к 
этому вопросу при вычислении пропускной способности каналов. 

 этих вопросах свойства симметрии оказываются существенны

или выходе, то гов л
вают конечн
конечное число пр х
 Дальнейшее ра
соответствии с о

вернемся 

-
и. 
Одним из основных вопросов в теории передачи информации 

вляется определение зависимости скорости ередачи информации 
канала и характеристик 

 были ы бо ледова-
ы енн . 

ению ых каналов, по-
пробуе получить более ясное понимание природы взаимной эн-
тропии. Проинтерпретируем взаимную энтропию при передаче 
информации по каналу с шумом. Пусть передаются сообщения 
двоичным равноплотным кодом со скоростью пере чи символов 

В
м
 
я п
и пропускной способности от параметров 
иг  и х. Эти вопросы  вперв е глу ко иссс налов

 К. Ш
поме
ономн

 Прежде чем переходить к изуч дискретн
м 

да

1000
1



x  [симв/с], где x

x

 – длительность передачи одного 

символа. личество 

информации 

За одну секунду на вход канала передается ко

1000]
2222

1
log

11
g

1
[1000)( 22  XHx

 [бит/с]. lo
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Пусть в процессе передачи из-за искажений 1 % символов прини-

сто как

мается неправильно. Ясно, что передача информации с полной 
точностью будет при этом вестись с меньшей скоростью. Кажется, 
что скорость передачи информации в этом случае можно вычис-
лить про  990101000  [

прием симв
 

бит/с]. Однако это не совсем вер-
о

ии 

н , так как на приемном конце не известно, где именно произошла 
ошибка. Действительно, рассмотрим крайний случай, когда 50 % 
символов искажаются при передаче. Пришлось бы считать в этом 
случае, что скорость передачи информации равна 

5005001000  [бит/с]. На самом же деле передачи информац
нет, канал вообще не нужен, можно просто на приемном конце 

олов "0" или "1", подбрасывая монету. 
 Мерой переданной по каналу информации, естественно считать 
взаимную энтропию между передаваемыми и принимаемыми сим-
волами )/()();( XYHYHYXH

 
разыгрывать 

 . Выполним необходимые вы-
числения для рассматриваемого случая:  

   ; 1 )(log)()(                   2  

.  2,1 0,5;)/()( )(               

; 081,0 )/(log)/()()/( 2









ypypYH
Y

ii

ixypxpyp

xypxypxpXYH

X
kiki

X Y
kikik

 

Количественные оценки получены с учетом того, что исходные 
вероятности равны 












.01,0)0/1()1/0(

;99,0)1/1()0/0(
)/(

;5,0)1()0()(         

pp

pp
xyp

ppxp

ki

k

 

Тогда скорость передачи информации по каналу можно вычислить 
как 919)081,01(1000);(  YXHx [бит/с]. Следовательно, на 

приемном конце получено 919 [бит/с], а не 990 [бит/с]. В дальней-
ших рассуждениях множитель x  мы будем просто опускать. 

 Таким образом, средняя скорость передачи информации по 
может быть о ределена как );( YXH . Особен-

, что имеется в виду передача 
каналу с шумом
ность данной 
информации с 

 п
оценки состоит в 
полной точностью

том
. 
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9.2. ДИСКРЕТНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ КАНАЛЫ 

 Обозначим через )...( 21 n
n   произвольную входную по-

следовательность событий, а через )...( 21 n
n  , соответст-

вующую выходную последовательность событий. 

 Для стационарных ез памяти условное распределение 
)/( jjp   остается одним и тем же для каждого целого 

БЕЗ ПАМЯТИ 
 

 каналов б
j  незави-

симо от всех предшествующих событий и равно )/( ki xyp  при 

 Следовательно, 



n

j
jj

nn pp
1

)/()/( . 

 Если )( np  – совместное распределение событий на входе, 

iy .jkj x   ,

то  

 Взаимная энтропия между выходными и входными последова-
тельностями событий по определению имеет вид 

 Ранее мы уже получали 

где

совместное распределение выходной последовательности событий 
легко вычисляется как 

 
n

nn

X

n pppppp
nn

/()()()( . 



j

jj
X

nn

X

nn
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)/()()

)/()();( nnnnn XYHYHYXH  . 

)](,[)/()( 1
1 n

n
j

j
n pnfYYHYH   , 

1j

 )/(log)()/( 1
2

1    j
j

Y

jj
j ppYYH

j
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 Вычислим условную энтропию 
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,[)/()/(log)( 22   jjjj
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jj pnfXYHpp
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(log)...(...              2
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n
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j YX
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nnjj

 

1j

 Наконец, взаимная энтропия может быть представлена в виде 

яется мерой ко-

следовател  
 вид

 и рас

заданного кан  мат-

рицей

)]/()/([);(
1

1

j

j
j

nn XYHYYHYXH 


 . 

 Средняя взаимная информация );( nn YXH  явл

jj

n

личества информации, содержащейся в среднем по множеству по-
ьностей в n  выходных событиях относительно соответ-

ствующих n  событий на входе. Из предыдущих выражений но, 

что );( nn YXH  зависит от длины последовательностей  -

тий на входе (p   с

n  

алапределения обы

 

 с )n  для 

)/iy( xp . Распределение ала можно рьиро-

как максимально возможное значение 

                         

k

вать путем соответствующего выбора метода кодирования. 
 Тогда естественно определить информационную пропускную 
способность канала C

 на входе кан  ва

 










 n

YXH
C

nn

pn n

);(
max

)}(,{
,                                     (9.1

 Скорость передачи информации с полной точностью в общем 
случае зависит от статистических свойств сообщения и метода 

ная пропускная способность – это ха-
 зависит от фактической скорости пе-

редачи информации. 

 ТЕОРЕМА 9.1. Для любого дискретного стационарного канала 

справедливо неравенство Знак равен-

тв атистически 
независимы. 

) 

взятое по всем возможным n  и распределениям )( np  . 

кодирования. Информацион
рактеристика канала. Она не

 



n

j
jj

nn YXHYXH
1

);();( . 

 выходе канала стс а имеет место, когда события на
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 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Известно, что условная энтропия удовле-
творяет неравенству 

)(log)()()/( 2
1

j
Y

jj
j

j ppYHYYH
j

  . 

Следовательно, 

, 

 ТЕОРЕМА 9.2. Пусть – условное распределение для 

а 

)]/()([)]/()/([);(
11

1
jj

n

j
jjj

n

j

j
j

nn XYHYHXYHYYHYXH  




что соответствует условию теоремы 



n

j
jj

nn YXHYXH
1

);();(

Знак равенства имеет место, когда )/()( 1 jYYHYH , т.е. со

. 

-jj

бытия на выходе канала статистически независимы. 

)/( ki xyp

, дискретного стационарного канала – произвольное рас-

пределение на входном пространстве 

)( kxp  

X . Тогда пропускная спо-
собность канала есть максимальное среднее значение взаимной 
информаци  

 
и  );(max

)}({
YXHC

kxp
 , вычисленное по всем возмож-

ным ниям )( kxp . 

 
 ДОК СТВО. Максимум информационной пропускной 
способности канала (9.1) достижим, если

n

распред

АЗАТЕЛЬ
 

сом

еле





j

j
n YXHYXH

1

);();( . В свою очередь, взаимные энтропии j
n

);( YXH  отличаются индек  j  и зависят от )/(pjj jj  , кото-

  и j . рые для стацио  те же для всех целых нарного канала одни

njYXHYXH jj ,1 , );();(  . Это  позволяетСледовательно,  вы-

числять информационную пропускную способность канала C  по 

более простой формуле, так как );();( YXnHYXH nn   и  

 );(max
);(

max
(,{

YXH
YXH

C
n

nn

pn






. 

)}({)} n kxp
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9.3. СИММЕТРИЧНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ КАНАЛЫ 

 Вычисления информац обности дис-

канала обладает специфическими свойствами симметрии. 
 Говорят, ч

 
ионной пропускной спос

кретного стационарного канала еще более просты, если матрица 

то канал симметричен по входу  

 C  

, когда все строки
матрицы условных вероятностей 

...

)/ x(...)/()/(

...

)/( 2211 YY LkLkkki pyppxyppxypxyp    

являются перестановками одного и того же множества чисе

для которых В этом случае частные ус-

ачение для всех

л 

i 1

ловные энтропии имеют одинаковое зн

YLppp ,...,, 21 ,  
YL

ip 1. 

 Xxk  : 

i
iY

kik ppxypxYH
1

2log)/()/( 


 . 
L

iki pxy
Y

2log)/( 
для всех XxmkxТаким образом, ))/( kxYH /( mxYH  , , т.е. для 

канала симметричного по а искажает все символы в 
равной степени. 
 Канал симметричен по выходу, когда все столбцы матрицы 
условных вероятностей 

 входу  передач

XX LL pxyp )/( 1

являются пер овками одного и того же множес исел 

 Const 
1




XL

k

p . Симметричный по вы-

 обладает свойством инвариантности от но рав-
номерного распределения. Равномерное распределение на входе 

k

pxyp 


......

)/(
)

221  

естан тва ч

ppp ,...,, , для которых

носитель

i

pxyp

xyp



...

)/(

/(

111

XL21

ходу канал

k

X
k L

xp
1

)(    прив еделению  на выходе одит  к  спрравномерному  ра

 200



YX

L

X XX
kiki L

pxyp
L

xypxpyp
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ki LL 1




 Симметричный канал – это канал симметричный по входу и 
выходу. 

 ТЕО ацио-
арного -

РЕМА 9.3. Пропускная способность дискретного ст
 канала симметричного по входу удовлетворяет неравенстн

ву i

L

i
iY ppLC

Y

2
1

2 loglog 


 , где ip  – элементы матрицы 

Yki Lxy ,1 , )/(  . Знак равенства имеет место для симметрич-

ного канала, т.е. максимальная 

ip

пропу кная способность канала 
реализуется, если распределение событий на выходе равномерное.  
 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Представим взаимную энтропию с учетом
свойства симметрии: 

с
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Известно, что энтропия ансамбля не превосходит логарифма его 
мощности YLYH 2log)(  . 

YXH );( 

) , то пропу

у 
i

YLC 2log 

Тогда для взаимной энтропии еем 

П

дискретного ста-

им

неравенство i

L

i
iY p

Y

2
1

2 log


оскольку 

 ;(max YXHC 

pLlog  . 

скная способность 

етричного по входу такж

i

L

i pp
Y

2
1

log


. Энтропия 

)}({ kxp

ционарного канала симм е удовлетворяет 

неравенств YLYH 2log)(   

 равновероятны, тогда и то

т.е. 

лько тогда, когда все события на выходе

Y
i L

yp
1

)(  . Распределение )( kxp , при котором 
Y

i L
yp

1
)(  , 

может в общем случае и не существовать. Если же такое )( kxp  
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существует, то канал обязательно симметричный и 

i

L

i
i pp

Y

2
1

log . 

 В качестве примера рассмотрим дискретный двоичный сим-
метричный канал (ДСК), который задается матрицей условных 

й 

YLC 2log 




вероятносте

pp

pp
xyp ki 




1

1
)/( . 

Матрице
ный  

 соответствует граф переходных вероятностей, приведен-
на  рис. 9.2.  Пропускная способность   ДСК   вычисляется  по 

формуле )1(log)1(log1loglog 22
1i

 
 
 
 

 
 

22 ppppppYC ii   . 

 
 

Рис. 9.2. Граф-схема ДСК 
 

 Графическая иллюстрация пропускной способности приве
дена на рис. 9.3. 
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Рис. 9.3. График С для ДСК 
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9.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНФОРМАЦИОННОЙ ПРОПУСКНОЙ 
СОБНОСТИ СТАЦИОНА АЛА 

 
СПО РНОГО КАН

 Матрица условных вероятностей дискретного канала 

)/(yp  существу предста  собой матрицу ki x  по вляет ikp  неиз

менных параметров реального канала. Поэтому взаимную энтро-

-

пию можно представить в следующем виде: 
, ([)][)(                    21


. log)()/( )]([ 22 

;  )(log)()()]([ где

)](; 

21  
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X Y
ikikkk ppxpXYHxpf

 В общем случае, при определении информационной пропускной 
способности канала, приходится решать следующую экстремаль-
ную задачу с ограничением: 
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xp

xpfxpfC
k

. 1)(

;)]([)]([max 21
)}({

 
 X

k

Самый простой способ нахождения условного экстремума состоит 
 применении метода неопределенных множителей Лагранжа, суть 
оторого состоит в нахождении условного экстремума функ-
ионала

в
к  без

   ])(1[)]([)]([]),([ 21 
X

kkkk xpxpfxpfxpц : 

0   , 0
)(

,1










 XLkkxp
, где   – неопределенный множитель. Как 

равило, данный метод позволяет достичь желаемого результата. 
Однако следует отметить, что при формулировке экстремальной 

задачи совершенно не учитывается условие Поэтому 

при нахождении экстр ь  отрица-
ел  

аницах области е случаи 
райне редко, и на практике такой подход используется достаточно 

п
 

0)( kxp . 

 вероятности

Встречаются таки

емума можно получит
т ьные и больше единицы при выполнении в целом условия 

 
X

kxp 1)( . В этом случае поиск экстремума необходимо про-

водить на гр  );( YXH . 
к
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широко. Тем более, что введение дополнительного ограничения 
еобоснованно усложняет решение задачи в целом. 
Найдем пропускную способность для дискретного двоичного 

имметричного канала со стиранием (ДСКС). ДСКС или канал с 
онтролем задается матрицей условных вероятностей 

н
 
с
к

qqpp 1

qpqp
yp i

1
/(   . 

 риведен-
рис. 9.4.  

 Информационная пропускная способность ДСКС, который яв-
ляется каналом симметричным по входу, вычисляется по более 
простой схеме: 

Распределение

xk )

Матрице
ый на 

 

соответствует граф переходных вероятностей, п
н
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 9.4. Граф-схема ДСКС 
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)  и пределяет пропускную способность 

канала C . Определим безусловные вероятности 

максимизирующее

максимизирует
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Безусловный экстремум в данном случае будет иметь вид 
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оверхность приведена на рис. 9.5 [9]. 

3

  ],[ qpFC   П

 
Рис. 9.5. Поверхность для ДСКС   С
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9.5. КОДИРОВАНИЕ ПРИ НАЛИЧИИ ШУМОВ 
 
 Подведем некоторые итоги. Была введена модель канала пере-
дачи информации. Под скоростью передачи информации понимаем 
среднее количество информации, приходящееся на один каналь-

бозначим скорость пе череный символ. О редачи информации з 
)/);( YXYXHR ()( HXH  . Очевидно, что )(XHR  , ибо 

нельзя принять больше информации, чем посылается. 
 Под ропускной способностью канала  );(ax

)}({
YXH

kxp
mC п  по-

ется максимальное среднее значение информации на символ, 
которое можно передать по данному каналу. Пропускную способ-
ность канала при передаче можно достичь надлежащим выбором 

ика информации и соответствующим выбором метода коди-
я. 

 Ненадежность передачи по каналу определяется как 

нима  

источн
ровани

RXHYXH  )()/(  
имеется на приемном 

ряет соотношению 0

и соответствует неопределенности, которая 
конце по отношению к переданному сооб-

овлетво-щению после оценки принятого сигнала. Ненадежность уд
)()/( XHYXH  . 

 ТЕОРЕМА 9.4 (основная теорема Шеннона). Если дискретны
источник создает сообщения со скоростью и если 

ществу  система кодир
 могут  по кана произволь

ненадежностью. Если то мо закодировать 
таким образом, ь пе по каналу 

, чем

й 
)(XH  

ования, 
лу с 
жно 
редачи 

CXH )( , то су ет такая что сооб-
щения источника  быть переданы но 
малой 
сообщения 
станет меньше

CXH )( , 
что ненадежност

 C  где 
кодирования, обе

CXH

XH )(
 

меньше чем 

0  
сп

сколь о мало, и 
ет способа ечивающе ненадеж-

, 

 угодн
го не существу

ность передачи )( . 
 Примем теорему ельства, но дадим ее
ную интерпретацию к, теорема утверждает сп

 без доказат  более подроб-
. Ита раведливость 

неравенств  CXHYXHCH )()/( . Существование 
вполне определенной пропускной способности для канала с шумом 
на первый взгляд кажется нереальным. Однако ясно, что можно 
уменьшить вероятность ошибки, посылая информацию в избыточ-
ной форме. Так, например, многократно повторяя передачу сооб-
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щений и статистически обрабатывая принятые сообщения, вероят-
ность ошибки может быть сделана очень малой. Естественно ожи-
дать, что для того чтобы приблизить вероятность ошибки к нулю, 
нужно неограниченно увеличивать избыточность кодирования и, 
следовательно, уменьшать скорость передачи к нулю. 
 На самом деле это не так. Введенная пропускная способность 

вполне определенное значение. Основная теорема для 
 канала с шумом утверждает, что при надлежащем 

кодировании по каналу можно передавать информацию со скоро-
 со сколь угодно малой частотой ошибок или со сколь 

дн малой ненадежностью. Графическая иллюстрация основной 
теоремы приведена на рис. 9.6. Любая точка заштрихованной об-

может быть получена при надлежащем выборе способа ко-
дирования, остальные точки, в принципе, получены быть не могут. 

 интерес, конечно, представляют точки, лежащие  
 гориз и жащие

C  

стью
уго

ласти

имеет
дискретного

 

C  
о 

 
 

Наибольший
выделенном

 на
   онтальном отрезке  принадле окрест-

 выд оответст-
уют основной теореме Шеннона. 

уж
вход ДСК поступает р

ности
в

еленной наклонной линии. Именно эти точки с

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
Рис. 9.6. Область допустимых значений ненадежности  

  
 Вернемся к рассмотрению е разобранного примера, когда на 

авноплотный двоичный код и 1 % символов 
искажается при передаче. 

 Информационная пропускная способность такого канала 

99,001,0

01,099,0
)/( xyp ki  была определена через );( YXH . Хотя 



)(XH

)/( YXH

C H  

H C

 207



теперь вполне определенно можно записать, что его пропускная 

способнос ь равна 919,0log2log 2

2

1
2  


i

i
i ppC , а ненадеж-

ность передачи – 081,0)()/( 

т

 CXHYXH . 

 Для того чтобы уменьшить )/( YXH до нуля (рис. 9.7), необхо-

димо уменьшить энт ика ) , что неизбежно при-
ведет к неравновероятному использованию двоичных символов и, 
следовательно, к избыточнос о 

ропию источн (XH

ти. Именн эта избыточность

о канала (ДК) (рис
поверхность  ],[ 21 ppFC

 в даль-

 

ск

. 9.8) без па-
яти. Построить 

нейшем и должна использоваться для помехоустойчивого кодиро-
вания.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.7. Иллюстрация основной теоремы Шеннона  

 Основная теорема Шеннона не дает конкретного метода по-
строения кода, обеспечивающего передачу со скоростью, равной 
пропу ной способности канала. Однако это не уменьшает фунда-
ментального значения теоремы, которая в области помехоустойчи-
вого кодирования стимулирует поиск новых оптимальных коррек-
тирующих кодов и дает оценку их эффективности. 
 
 

ЗАДАЧИ 
 

 9.1. Вывести формулы оценки информационной пропускной 
пособности дискретного двоичног

  . 

0,081

1 

)(XH
0,919 1

CH 

0,919 

0,5 

)(XH  

0 1 

p

)/( YXH

с
м
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 9.2. Определить информационную пропускную способность 
анала, состоящего из двух последовательно соединенных двоич-
ых симметричных каналов (ДСК). 

 
в м

вход канала. В процессе передачи из-за искажений 1 % символов 
принимается неправильн нную пр
ную способность двоичного симметричного  стационарного кана-

 9.4. Два одинаковых двоичных симметричных канала соедине-
. один и тот же символ передаетс

информационная пропускная  такой 
ормация стирается, когда на ыходе символы не 

етрич

9.6. Определить информационную пропускную способность 
анала, заданного матрицей условных вероятностей 

к
н
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 9.8. Граф-схема ДК 

11 p  

p1 p2

( )

 9.3. Сообщения равноплотным д оичным кодо  передаются на 

о. Вычислить информацио опуск-

ла. 

ны параллельно, т.е я по обоим 
каналам. Какова  способность
системы, если инф  в
совпадают? 

 9.5. Два одинаковых двоичных симм ных канала соедине-
ны параллельно, т.е. один и тот же символ передается по обоим 
каналам. Какова информационная пропускная способность такой 
системы, если в случае искажений ошибка по обоим каналам  не 
обнаруживается? 
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9.7. Определить информационную пропускную способность 
анала, заданного матрицей условных вероятностей 
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 9.8. Определить информационную пропускную способность 
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10. ПОМЕХОУСТОЙЧИВОЕ КОДИРОВАНИЕ 

 
 Основная цель помехоустойчивого кодирования передаваемой 
информации может быть сформулирована следующим образом: 

 них, обладающие определенным свойством и 

 или 
корректирующие коды классифицируют в зависимости от правил, 
по которым формируются разрешенные и запрещенн кодовые 
комбинации, а также от методов и способов введения избыточно-

 
Рис. 10.1. Классификаци корректирующих кодов  

если при передаче последовательность символов была искажена, 
то на выходе канала возникшие ошибки должны быть обнаружены 
и исправлены. Помехоустойчивый код отличается от обычного 
кода тем, что передаются в канал не все кодовые комбинации, ко-
торые можно сформировать из имеющегося количества разрядов, а 
лишь некоторые из
называемые разрешенными. Остальные неиспользуемые кодовые 
комбинации называют запрещенными. Помехоустойчивые

ые 

сти (рис. 10.1) [4]. 
 
 

Корректирующие коды 

Алгебраические Неалгебраическ

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ие 

 
 Рекуррентные Блоковые 

Несистематические Систематические 

Циклические Групповые 

НеразделимыеРазделимые  

я 
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 В рекуррентных кодах процесс кодирования и декодирования 
носит непрерывный характер. В  кодах каждому сообще-
нию сопоставляется кодовая комбинация из символов. Блоки 
кодируются и декодируются отдельно друг от друга. В система-
тических кодах применяются ли ейные операции над символами. 
Групповые и циклические являются частным случаем системати-

 кодов и в своей основе имеют алгебраические структуры – 
ппы и кольца. В разделимых одах происходит простое разде-

ление информационных разрядов и разрядов избыточных (кон-
трольных). Коды, получившие на более широкое развитие, в схеме 
выделены жирными линиями. 
 

10.1. ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ ПОМЕХОУСТОЙЧИВОГО 
КОДИРОВАНИЯ 

 
 Общая блок-схема системы  цифровой информации, 
использующей помехоустойчиво  кодирование, представлена на 
рис. 10.2. 

х выходных последовательностей Из обще-

выходных последоват соот-

етствуют входным и носят название разрешенных кодовых ком-

блоковых
n  

н

ческих
 кгру

и

передачи
е

 
 n

 
 
 
 
 
 

Рис. 10.2. Средства помехоустойчивого кодирования 
 

 Способность кода обнаруживать и исправлять ошибки, допу-
щенные при передаче по каналу, обусловлена наличием избыточ-
ных символов. На вход кодирующего устройства канала (КДк) по-
ступает последовательность из k  информационных двоичных 
символов. На выходе ей соответствует последовательность из n  
двоичных символов, причем kn   (рис. 10.3). 

 Всего может быть 2 k различных входных последовательностей 

 и n2  различныi

о 

B  iD . 

тольког числа n2   ельностей iD   2 k  

в

 
 И И

 
КДии 
 

 
 КДк 

 
 ДКк 

 
ДКии
 

 
 ПИ 

   Канал 

 k  n   k  

iA iB iD  
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бинаций. Остальные последовательности, число которых  

для передачи полезной информации не используются и 
название запрещ  кодовых комбинаций. 

 
Рис. 10.3 едение избыточных символов 

 

жение информации в процессе передачи сводится к тому, 
ь символов заменяется другими (ошибки типа сбоя 1 в 0 

от). В результате разрешенные кодовые комбинации 
реда гие. Воз-

п

Рис . Ком  возможных переходов вследстви ошибок 

iD  

 
енных

. Вв

kn 2 , 
осят 

Иска
то част
ли наобор
осле пе

 
 

2
н
 
 

1     2      …      k 

1     2      …       k 

 
КДк 

1     2      …       n 

1     2      …       n 

1A  
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kA
2

 

1B  

… 
 

kB
2

 

 
 
 
 
 

 
ч
и
п чи заменяются или трансформируются в дру
можные трансформации разрешенных кодовых комбинаций при 
прохождении по каналу с помехами представлены на рис. 10.4. 

 Отметим, что существует nk 22  возможных ереходов комбина-
ций из одной в другие. При этом число случаев переходов из раз-

решенных iB  в разрешенные iD  –  kk 22 , среди которых правиль-

ных переходов – k2 . Число случаев, когда переход осуществляется 

из разрешенных комбинаций в запрещенные, – )22(2 knk  . 
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 Тогда относительная часть распознанных ошибок на выходе 
анала после декодирования или условная вероятность обнару-
ения ошибки при условии, что она имеет место, равна 

к
ж

)(
обн 21

12
1

)12(2 nnk
p


 . 

12)22(2 kn
kknk







а
е-

Предполагается, что все комбинации имеют равную вероятность 
появления. 
 Рассмотрим случай исправления ошибок. Любой метод декоди-
рования может быть представлен к к правило разбиения множест-
ва полученных комбинаций iD  на непересекающиеся подмнож

ства kiW 2,1 ,   или классы . 10.5). При i

последовательности iD принадлежащей iW , принимается реше-

 о м, что передавалась по каналу последовате ность iB . 

Ошибка м ет быть исправлена правильно в т  случае, е и дей-
ствительно передавалась iB . 

 

  

 (рис получении кодовой 

то ль

ож ом сл

льность дли что ействие ошибок але 

, 

ние  

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 10.5. Принцип исправления ошибок 
 
 Суть исправления ошибки состоит в том, что каждому классу 

iW  сопоставляется одна из входных последовательностей iA  дли-

ны k . Последовательность iA  длины k  можно так закодировать в 

последовате  iB  ны n ,  возд  в кан

kB
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выводит ее из соответствую  ей класса iW  с вероятностью 

сколь угодно малой. Это позволяет определить на приемной сто-
роне канала к какому классу i  принадлежит искаженная ошиб-

ками принятая последовательность iD  длины n , и тем самым точ-

но восстановить исходную последовательность A

щего

, 

символов дли-

ы
Условная вероятность   ош  при 

с ии, что она имеет место, чае 

W

правильн
в этом

 

исправления
равна 

 i  

ибки
 k . 

лов

н
ого

 слу
 
у

n . k  2

 на
ь 
ж

пакето
 

nnk

kn

p 



 2

11

12(2

22
исп

Разбиение выходных ьностей   
в  от того, какие ошибки исправит конкретный код. 
уществуют коды, предназначенны  обнару вле-
и аимно-независимых   (
Взаимно-независимые – это  в разряде которые 

не ную 

k


2
л

должен 
е для
и пачек

ошибки


2)

последовате
 

ошибок
 

 подмножества

, 
н

за исит

я вз

зав

С ения и испра
н в) ошибок. 

каждом 
исят от искажений в других разрядах и имеют постоя

вероятность искажения q . Типичным примером подобного иска-
жения служит модель ДСК.  
 Будем называть количество искаженных разрядов r  кратно-
стью ошибки. Вероятность  искажения r  

q

символо

. 

в в ком-

 длины n  равна

кодовой

1

 

бинации  rnq  )r 1(r r 



q
n






При q  строятся 

правления ошибок кратности Этот слу наи-

число разрядов
лючая и эти

011
оя

коды для ис  мало

 н

й . 

 

чай 

nx

более интересен практически с учетом достаточно высокой надеж-
ности передачи цифровых данных по современным каналам связи. 
 Пакетом ошибок длины азывается любая комбинация оши-
бок,  в которой между первой и последней ошибка-
ми, в  ошибки, равно l . Например, пакет ошибок дли-
ной 4 имеет вид 0…0 0100. 
 Степень отличия двух кодовых слов оценивают через расст -
ние Хэмминга ),( YXd . Это расстояние равно числу позиций, в 

которых различаются два кода ),...,,( xxX

l

к

21  и 

лим   в Y )ny . Опреде,...,, 21 yy W  число (  вес кода как единиц
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данном коде. Тогда расстояние по Хэммингу равно 
)(),...,,(),( 2211 YXWyxyxyxWYXd nn  , где знак 

  означает суммирование по модулю 2. 

Слово на выходе канала можно рассматривать как 
о 

 входное сло-
X , искаженное при передаче по каналу с шумом EXY  , 

единицы на
в
где ),...,,( 21 neeeE   – вектор ошибки, содержащий 

ех позициях, которые были искажены при передаче.  

Например, ()10001000()10100101(

 

т

 EXY
читывая )(),( YXWYXd

 . )00101101
У  , получаем  (),( dYXd

)()( EWEXXW
), EXX  

 , т.е. расстояние между 
ринятым словам

обн
 Хэмминга d  этого кода. 

ко

ьм

    

 Для обнаружения ошибки кратности оr  необходимо

точно, чтобы минимальное кодовое расстояние разрешен

переданным и 
п и равно весу вектора ошибки. 

 Свяжем корректирующие способности кода, т.е. способность 
аруживать или исправлять ошибки определенной кратности, с 

минимальным расстоянием Под d  по-
нимают минимальное расстояние, взятое по всем парам кодовых 
комбинаций данного да.  
 Рассмотрим трехразрядные кодовые последовательности. Если 

1d , то все кодовые слова образуют равнодоступный код: 000, 
001,…, 111. Этот код не обладает обнаруживающими и корректи-
рующими способностями. Воз ем 2d  и образуем, например, 
такие две группы: 
 

 111010100001             110101011000   . 

комбинации еЗапрешенныкомбинации еРазрешенны

Этот код обнаруживает все ошибки кратности 1. 

 и доста-

ных кодо-
вых комбинаций удовлетворяло неравенству 1о  rd . 

 Возьмем 3d  и представим запрещенные комбинации в виде 
непересекающихся подмножеств (рис. 10.6). Этот код обнаружива-
т е однократные и двухкратные ошибки, а также исправляет все 
однократные.  
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 Для исправления люб  ошибки кратности иr  необходимо, что-
бы минимальное расстояни

ой
е кода удовлет яло неравенству 

уж бки кратности

Переходы
 

 Справедливост

вор
12 и  rd .  

 Очевидно, что код, который исправляет ошибки кратности r , 

может обнар ить оши иr . 


яРазрешенна

010

001

              000







и

 о 2r 


еЗапрещенны

яРазрешенна

еЗапрещенны

110

               111

100





 

011
Рис. 10.6.  разрешенных комбинаций в запрещенные 

ь введенных неравенств о

101

 1d  r  и 12 и  rd  

может быть наглядно продемонстрирована с помощью рис. 10.7. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 10.7. К определению зависимости кратности обнаруживаемых 

л ра
над элементами произвольной природы [17]. 

и исправляемых ошибок от  d  
 

  В весьма общем виде содержание современной алгебры 
можно охарактеризовать так: изучение а гебраических опе ций 

3-я разр. 
комбинация 

2-я разр. 
комбинация 

1-я разр. 
комбинация 

иr
or

d
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 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.1. Под алгебраической операцией, опреде-
ленной в данном множестве M , понимается соответствие, в силу 
которого произвольным элементам Myx , , взятым в определен-

ном порядке ),( yx , соотносится вполне определенный элемент 

Mz .  
 Такое определение операции прив к понятию внутреннего 
акона композици

одит 
з
м

и. Если же второй элемент берется из другого 
ножества и Ny   Mzyx ),( , то такая алгебраиче  опе-

рация носит название внешнего закона композиции. 
ская

 Задание на множестве M  одного или нескольких
позиции (внутренних или внешних) определяет на

 законов ком-
 множестве M  

алгебраическую систему (структуру). Часто используемыми ал-
гебраическими системами в соответствии с усложнением их мате-
матической структуры являются: группа; кольцо; поле. 
 Теория групп, колец и полей является математической основой 

оррек

0.2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ 

ментов, ес для каждой его пары определена операция сложения 
 в

построения к тирующих кодов, нашедших широкое примене-
ние на практике. 
 

1
 К ГРУППОВЫМ КОДАМ 

 
 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.2. Группой G  называется множество эле-

ли 
и ыполняются следующие аксиомы: 

1) замкнутость  GGyxzyx z ,   ; ; 

)()( zyxzyx  ; 2) закон ассоциативности  

  xx 0 ; 3) существование нейтрального элемента
   ;GxGx   4) существование обратного элемента

       

 Ясно, что группа обладает единственным нейтральным элемен-
том. Если операция, определенная на множестве коммутативна 

0)(  xx . 

 G , 
xyyx  , 

Группа 
то группа называется коммутативной (абелевой). 

к груп-
пы – число

конечна, если число ее элементов конечно. Порядо
 ее элементов. 
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 Например, множество всех n  разрядных х чисел

зует абелеву группу порядка n2  относительно операции поразря

 двоичны  обра-

д-
ого сложения. Нейтральный элемент группы: 00…000. Обратным 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.3. Подмножество

н
элементом является сам элемент. 

 A  
мо 

подгру

множества называ-
тся подгруппой группы если оно са явля  гру  отно-
итель ии,  в
При проверке того, тся ли ппой груп , дос-

аточно проверить следующее: 
– содержится ли в

 G  
ппой

пы 

 
 G , 

определенной
являе

е ется
 G . 
A  

с но операц
 G 

т
 A  сумма любых двух элементов из A ; 

– содержит ли вместе со всяким своим элементом и его об-
ратный. 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.4. Пусть – подгруппа группы . Тогда 
множе

 A   

A  G 
ство всех элементов вида xx A , получающееся при сложе-

нии с каждым элементом A x  , назы Gx  вают левы смеж-м A

ным классом группы G  по подгруппе A , определяемым элемен-
том x , и обозначают Ax  . 
 Аналогично определяется правый смежн G  ый класс  
о

группы
п  подгруппе A : xA . В абелевой группе левый смежный класс 
совпадает с правым смежным лассом и называется просто смеж-
ным классом. 
 Например, ество }111,110,101,100,011,010,001,000{

 к

множ G  

является группой во }011,010,001,000{. Подмножест A  – под-
группа, так как имеет место замкнутости относительно операции 
поразрядного сложения .001011010,...,001001000   

 Смежные сы подгруппе A  можно образо-
вать, беря последовательно элементы из Gx : 

 клас группы по G  

 

};101,100,111,110{110},001,000,011,010{010

};110,111,100,101{101},010,011,000,001{001

};111,110,101,100{100},011,010,001,000{000





}.100,101,110,111{111},000,001,010,011{011



AA

AA

AA

AA
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 Мы показали, что любые два смежных класса группы G  по 
подгруппе A  либо совпадают, либо не имеют ни одного общего 
элемента. Одним из смежных классов является сама подгруппа 

Кроме того, AxA A , так как AxA0 AA .   . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ жных классов груп-
ы по подгруппе

10.5. Число различных сме
 G   A  называют индексом подгруппы A  в группе 

ества, а порядок группы ра-
пы умноженному на ой подгруппы в 

п
G  и обозначают AGindex . 

 Разложение группы по подгруппе приводит к разбиению груп-
пы G  на непересекающиеся подмнож
вен порядку подгруп  индекс эт
группе:  AGindexAG  . 

 Таким образом, беря последовательно некоторые элементы 
бразован ы ы, 

мо ить всю группу на смежные классы по подгруппе 
группы Gx , которые не вошли в уже о н е класс

жно разлож  G  
A . Элементы x , по которым производится разложение, называют 

Например

 
образующими элементами смежных классов. 

 , дадим таблицу разложения группы четырехразряд-
ных двоичных чисел ,0110,0101,0100,0011,0010,0001,0000{G  

}1111,1110,1101,1100,1011,1010,1001,1000,0111  по подгруппе 

двухразрядных чисел }0011,0010,0001,0000{A , представлен-
ных в едином формате:  

1100100001000000

1100
1110

1101
    1000

1011

1010

1001
    0100

0111

0110

0101
    0000

0011

0010
 AAA  . 

1111

0001
 A

см  
, л ении 

Группа G  разложилась на четыре ежных классов по подгруппе
A . В общем случае число смежных классов при раз ож
группы n -разрядных чисел по подгруппе k -разрядных двоичных 
чисел равно: 

kn
k

n

AGindex  2
2

2
. 
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10.3. ПОСТРОЕНИЕ ГРУППОВОГО КОДА 

 Предлагается следующая про а построения кода. Пусть 
требу  объем кода  Q  равен димому числу передавае-
мых сообщений. Из соотношения  

2

 
цедур

емый необхо

рочных разрядах, число

Qk 1  

определяется число информационных символов k . Каждой из 

12 k  ненулевых кодовых комбинаций k -разрядного неизбыточ-
ного кода ставится в соответствие комбинация из n  символов. 

 которых kn  ,Значение символов в прове  
устанавливается в зависимости от с ределен-
ных информационных разрядов.    

 Множество k2  k -р

уммы по модулю 2 оп

азрядных комбинаций информационных 

у ящ

зрядных комбинаций
тоящих из проверочных  и информационных 
разрядов, ие   комбинаций  

также пред ой у гру  
кодов. 

 Множество разрешенных кодовых комбинаций и будет группо-
вым кодом

сы

разрядов образует подгрупп группы, состо ей из n2  n -

разрядных кодов. Множество k2  n -ра , 

разрядных

со-

 и
k  
т 

авляет

n
носи

ст

 
разреш

подгру

символов
енных

пп

k  
кодовых

ппы 

назван

 соб n2  n -

с

 ),( kn . 

 Разложим группу G  n -разрядных чисел на смежные клас  по 
подгруппе A  разрешенных кодовых комбинаций. В этом разложе-

нии будет kn2  классов. Элементы каждого класса представляют 
му по модулю щих элемесобой сум образую нтов данного класса и  2 

разрешенных кодов: 
 

Ax
коды       элементы  

Образующие
 . еРазрешенны

 За образующие элементы классов возьмем наиболее вероятные 
для данного канала вектора ошибок E , которые должны исправ-

ляться:     
i
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элементы                                        

 Образующие             лиОпознавате  





 Ax

EO

AEO

AO







 0

11

0



 Ax 



......

 При таком выборе образу ждом смежном 
классе сгруппируются к



kn

AEO

A

knkn



 





 

2

1212

22  . 

 
ющих элементов в ка

одовые комбинации, получающиеся в ре-
зультате воздействия на все разрешенные комбинации данного 
кода вектора Для исправления любой полученной на выходе 

канала кодовой комбинации теперь достаточно будет определить
какому классу смежности относится полученная комбинация. 
Складывая ее затем по модулю 2 с образующим элементом класса, 
получаем истинную комбинацию. 

 
ко

 с
ие ошибки возможно при наличии взаимно-
 соответствия между множеством опознавателей и 

множеством смежных классов, т.е. множес ом ошибок, подлежа-
щих исправлению. Таким образом, количество подлежащих ис-
правлению а числа из-
ы

iE . 

, к 

 Чтобы иметь возможность получить информацию о том, к ка-
му смежному классу относится полученная кодовая комбинация, 

каждому межному классу ставится в соответствие опознаватель. 
 Исправлен
однозначного

тв

ошибок является определяющим для выбор
б точных символов kn  . Их должно быть достаточно для того, 
чтобы обеспечить необходимое число опознавателей. 
 Так, если мы хотим исправлять все одиночные ошибки, векторы 
которых 000…01, 000…10,…, 100…00 и число которых то чис-
ло опознавателей (смежных классов) лжно быть не ьше

 n , 
мен  n , до

т.е.  

n
nkn 









1
12  

В общем случае для исправления всех независимых ошибок крат-
ности s  включительно необходимо выполнение неравенства 

.
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s

i

kn

i

n

1

12 . 

В приведенном соотношении азывается теоретический мини-
мальный предел числа возможных символов, который далеко не 
всегда достижим на практике.  

 Рассмотрим пример. Допустим, что надо закодировать 15

ук
 

Q  
команд, которые передаются по каналу, в котором наиболее

з соотношения . Поскольку оно уд

 веро-

овлетво-

ятны одиночные ошибки. Число информационных разрядов вы-

числяется и  1512 k

ряется при 4k , выбираем наименьшее 4k . Для исправления 

одиночных ибок необходимо, чтобы nn  12 4 . Следователь-
но, наимень  длина 7

ош
шая n . 

 Соотношение nkn  12 , которое справедливо для устранения 
всех одиночных ошибок, позволяет составить табл. 10.1 парамет-
ров группового 

 Итак, строим групповой код (7,4). Число разрядов кода

кода ),( kn .  

 7n , 
избыточных
опознавате-

число ошибок, подлежащих исправлению, тож  7. Три  
разряда позволяют использовать в качестве 

   

е
 3 kn  

лей трехразрядные числа:  
 

             лиОпознавате                            Векторы  
1р 2р 3р                                        ошибок

      

.111 1000000

1100100000

1010010000

1000001000

0110000100

0100000010

0010000001

0000000000

77

66

55

44

33

22

11

00











OE

OE

OE

OE

OE

OE

OE

OE 

 При таком сопоставлении каждый опознаватель представляет 
собой двоичное число, указывающее номер разряда, в котором 
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произошла ошибка. Коды, в которых используется такой принцип 
сопоставления, известны как групповые коды Хэмминга. 

 
                                                                                           Таблица 10.1 
Длина кода 
        n   3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  

Число информаци-

онных разрядов k  
1 1 2 3 4 4 5 6 7 8 … 

Ч хисло проверочны  

разрядов kn   
2 3 3 3 3 4  4 4 4  4

 
 Каждый разряд опознавателя определяется на приемном конце в 
результате проверки справедливости некоторых равенств. Прове-
рочные символы подбираются так, чтобы сумма по модулю 2 всех 
символов, включая проверочные, входящие в каждое такое равен-
ство, равнялась 0. Поэтому операцию определения символов опо-
знавателя называют проверками на четность. 
 Предположим, что в результате первой проверки на четность 
для первого разряда опознавателя будет получена "1". Это может 
быть следствием ошибки в одном из разрядов, опознаватели кото-
рых в первом разряде имеют "1":  

0    р1 7531
ляОпознавате

 xxxx . 

Единица во втором разряде опознавателя может быть следствием 
ошибки в разрядах, опознаватели которых во втором разряде име-
ют "1": 

0    р2 7632
ляОпознавате

 xxxx . 

Аналогично, находим и третье равенство: 
0    р3 7654

ляОпознавате
 xxxx . 

 Чтобы эти равенства удовлетворялись при отсутствии ошибок 
для любых значений информационных символов, в нашем распо-
ряжении имеются три проверочных разряда. Мы должны так вы-
брать номера этих проверочных разрядов, чтобы каждый из них 
входил только в одно из рав  обеспечит однозначное оп-
ределение з ий символов в проверочн азрядах при коди-

енств. Это
начен ых р

ровании. Указанному условию удовлетворяют разряды, опознава-
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тели которых имеют по одной единице: Тогда правила 
кодирования для кода (

421  , , xxx . 
7,4) принимают вид 

, 

, 7531

xxx

xxx

 7632x

x 

 

. 7654 xxxx 
 Таким образом, информационные разряды: 3, 5, 6, 7. Контроль-
ные: 1, 2 ицу разрешенных кодовых комбинаций группово-
го кода (7,4) можно представит

, 4. Табл
ь в виде: 

При больших и слишком громоздкой. 

 Для полного определения группового кода достаточно записать 

только линейно независимые строки. Среди

 

.      

1111111

...

1001100

1110000

0000000

1234567

 таблица оказывается  n   k

 12 k  
Следова

ненулевых ко-
дов линейно независимых  строк всего тельно, обра-k . 
зующая матрица кода ),( kn  может быть представлена следую-
щим образом: 

:00...01

:10...00

:00.

:01...00

г очная матрица. 

руя роки единичной матрицы в различных сочетаниях 

 получить все

..10

:...: ,,, kknkkn
T
kkn BBIM   , 

де kknB ,  – провер

Сумми ст 

можно  12 k  ненулевые комбинации разрядного  k -
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неизбыточного кода. Нулевая комбинация получается при сумми-
ровании любой строки с самой собой. 
 Для группового кода (7,4) образующая матрица имеет вид 
 

            
кода      Разряды

1 2 4    3 5 6 7  

111:1000

110:0100

101:0010

011:0001

4,7 M .  

 Пример аппаратной реализации группового кода приведен 

 существенных факторов построения корректирующих 
кодов Хемминга. 

Рис. 10.8. Кодер и декодер группового кода (7,4) 

 (7,4) 
на рис. 10.8. Логическая схема кодирующего и декодирующего 
устройств выделена пунктиром. Простота реализации является 
одним из

 

 
 

 
 
 
 

 

7x  6x  5x  3x   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Канал 

3 2 1

3 2

 
 

 

1     …       7 

1

 

Дешифратор 

   Кодер 

Декодер 6 5 47 

6 5 47 
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10.4. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ К  
ЦИКЛИЧЕСКИМ КОДАМ 

 
 Среди многообразия алгебраических кодо  выделяется класс 
кодов, образованных аналогично групповым, но на образующую 
матрицу которых наложено дополнительное условие цикличности 
 (все строки матрицы получаются в результате циклического сдви-
га некоторой кодовой комбинации) и используется алгебраическая 

. 
ч-

в

структура – кольцо
 Для описания циклических кодов удобна запись любого двои
ного числа в виде многочлена от фиктивной переменной x : 

101001)( 100101 2502345  xxxxxxxxGj . 

 В этом случае действия над кодами сводятся к операциям над 
многочленами. В множес  - разрядных чисел или в множестве 
многочленов G

11  x

тве
степень которых не превышает

 n
 )(xj ,  1n , введем 

операции сложения по модулю 2 и символического умножения. 
Операция символического умножения выполняется обычным об-
разом, как в алгебре для многочленов, но с приведением одобных 
членов суммированием по модулю 2: 

 п

.1110111)()(

,00111)(  ,10111)(          
234234

21

2
3

1





xxxxxxxxxGxG

xxGxxxG
 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.6. Кольцом R  называется множество эле-

 у
ментов, если для каждой его пары определены операции сложения 
и множения, а также выполняются следующие аксиомы: 

1) относительно сложения R  является абелевой г уппой; 
2) замкнутость RabRba

р
, ; 

3) закон ассоциативности )()(,, bcacabRcba  ; 

4) закон дистрибутивности bcaccbaRcba  )(,, . 
 Сложение в кольце в ммутативно, а умножение не обя-
зательно должно быть коммутативным. Коммутативное кольцо – 
это кольцо, в котором умножение коммутативно, т.е. 

сегда ко

baab   для 
всех . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.7. Полем называется множество элемен-
тов, если для каждой его пары определены операции сложения и 
умножения, а также выполняются следующие аксиомы: 

 Rba ,
 F  
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1) множество F  образует абелеву группу по сложению; 
2) множество ненулевых элементов F  образует абелеву груп-

пу по умножению (нейтральный элемент aa 1 , обратный 

элемент 11  aa ); 
3) закон дистрибутивности bcaсcbaRcba  )(,, . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.8. Поле, состоящее из конечного числа эле-
ентов , называют конечным или полем Галуа и обозначают q

{ }1,...,1,0)(  qqF . 

м

G

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.9. Пусть  – некоторое поле. Подмножест-
о наз аетс подполем е ли он  само являет м 

т но наследу  из операций сложения и умноже-
и случае исходное называется расширением .  

так, воичные кодовые комбинации п -

я в виде многочленов степени не боле

 F
, 

F  
 F

 
 F F0  

носитель
я. В этом 

в ыв я с о ся поле

о емых
поле   0Fн

 01 ... aaan  

е 1

 И д редставляют1

n  от переменной x  с 

воичными (из поля ) коэффи

с

1)2(GF циентами д ,0  ,  niai :  

кого Если произве-
дение двух многочленов имеет степень большую или 

равную , то условие относительно введенной опе-
рации олического у рушается. Поэтому специаль-
но и результа-

том опе и аток от де-

01 axa  . 

 символиче

1
1 ...)( xax n

nj  


Уточним операцию

G

 с умножения. 
 )()(1 xGxG  

замкнутости 
множени  на

2

 n
симв

подбирают

рац

я
 некоторый многочлен )(0 xP  степени n  

и символического умножения считают ост

ления  



 )(0 xP

,  степень которого не более 1
 1G )()( 2 xGx

n . 

 Для того чтобы найти вид многочлена )(0 xP , произведем ум-

ножение, например, многочлена степени 1n  на x : 

xxxxxxxxxG nnnn
j   2121 ...)1...()( . 

Чтобы результат умножения соответствовал кодовой комбинации 

n - разрядного числа, необходимо заменить nx  на 1, т.е. 
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1...... 2121   xxxxxxx nnn . 

ен

Такая замена эквива-

л тна получению остатка от деления )(xG j  на 1nx : 

1...       

1                                   1

1          ...

21

21











xxx

x

xxxxx

n

n

nnn

     . 

Поэтому естественно в качестве )(0 xP n взять

 При заданных операциях поразрядного суммирования и симво-
лического умножения все множество  - разрядных чисел или 
многочленов степени не 

 1x . 

n
1n  образует коммутативное более 

кольцо R . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.10. Кольцо многочленов по модулю )(xP  

 не-

 

простой

является полем )2( mGF  тогда и только тогда, когда )(xP  –

приводимый многоч ) и degлен (  )( mxP  . 

ит из элементов Например, поле )2( 2GF  состо   ,1 ,0{ x }1 , x  

для неприводимого многочлена 1)(  xxxP  и является рас-

ширением поля )2(GF , а )2(GF , в свою очередь, подполем 

)2( 2GF . 
 Сл

2

едует отметить, что при выбранных нами операциях сложе-
ния и умножения образованное кольцо R  одновременно является 
конечным полем, так как оно содержит единичный элемент по ум-
ножению и обратные элементы. 
 Все множество n - разрядных кодовых комбинаций при вы-
бранных операциях может также рассматриваться как алгебра мно-

гочленов над полем )2(GF  по модулю 1nx . 

 Выделим в R  подмножество таких многочленов, которые крат-
ны некоторому многочлену – g Rx )( , т.е. делятся  

идеала. 
 Количество различных элементов в идеале определяется видом 

 на него без

остатка: )(mod0)( xgxGi  . Такое подмножество многочленов 

называю  идеалом, а )(xg  именуют порождающим многочленом т
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порождающего многочлена. Есл  0)( xg , то весь идеал пуст; 

есл 1, то в идеал войдут все многочлены кольца; если же 

)(xg  – неприводимый многочл  степени kn

и

и

ен

 )( xg
 , то число элемен-

тов идеала равно k2 . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.11. Циклический ко  кольце мно-
гочленов 

д – идеал в
R , образованный неприводимым ождающим мног

членом )(xg  степени kn
пор о-

 . 

 Остается только выб )(x , способный пор -рать g
многочлены

 достат

одить код с за
данными свойствами. Все  циклического кода, соот-

го оч
ветствующие его кодовым комбинациям, должны делиться на 

)(xg  без остатка. Для это но, чтобы на )(xg  без остат-
ка делились все многочлены, составляющие образующую матрицу 
циклического кода. Многочлены )(xGi  кода получаются цикличе-

ским сдвигом, что соответствует последовательному умножению 

)(xg  на 

 

x  с приведением по модулю 1nx : 





 


)(

)(
ni

xxg
xG . 

 1

i

x

ого к

, имеет вид 

Например, образующая матрица циклическ ода (7,4), образо-

ванного порождающим многочленом 1( 3 xg )  xx

101:0001

111:0010

011:0100
4,7 M . 

110:1000

 код

дующ ыраж ия: 

Следовательно, все многочлены матрицы, т.е. все многочлены ко-
 и на будет де-

литься без остатка Предполага , что лен 

 Итак, многочлен )(xGi  циклического а является остатком от 

деления, для которого справедливы сле ие в ен

()1()()(

),1mod()()(   

xGxxAxxg

xxxgxG

i
n

i
i

ni
i





).
 

да, будут делиться без остатка на )x , есл g(g

ть

)(x  

многоч1nx . )(xAi , 

 230



соответствующий целой части, должен делиться на )(xg , никаких 
оснований нет. 
 Таким образом, многочлен должен быть делителем 

1nx , чтобы

)(xg  

  породить идеал или циклический код

я кольца ппы

: 

)(mod01 xgxn  . 
 Поскольку дл  справедливы все свойства гру , а для 
идеала – подгруппы, то R  можно ра межны

чае назы
зложить на с  классы, 
классами по идеа-

у
еется кольцо мн

е
 которые в данном слу ваются  вычетов

л . 
 Рассмотрим пример. Пусть им огочленов R  со 
степенью меньше тветствующее кольцу трехраз-

дво 3  x
 или равной 2, соо

рядных ичных чисел (табл. 10.2). Делителями (0 xP 1)  

являются 1x  и 12  xx , так что в качестве порождающего мно-
гочлена можно выбрать 

1)(1  xxg , 

)( xg 12  xx .2

 Проведем теперь разложение кольца многочленов 

 

R  по идеа-
лам с порождающими многочленами )(1 xg  и )(xg . 2

                                                                                        Таблица 10.2 
и от деления )(xG j  на 

   
ОстаткДвоичные 

числа 

Многочлен 

1)(1 )(xG j   xxg  1)( 2
2  xxxg  

000 0 0 0 
001 1 1 1 
010 x  1 x  

011 1x  10 x  

100 2x  1 1x  

101 12 x  0 x  

110 2 0 1 xx   

111 2 1 xx  1 0 

  
 Первую строку разложения образует идеал, причем нулевой 
элемент 

 
располагается крайним слева. В качеств ющего е образу
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первого класса вычетов можн брать любой многочлен, не при-
надлежащий идеалу. Остальные  элементы данного класса вычетов 
образуются путем суммирования образующего многочлена с каж-
дым многочленом идеала.  
 Разложение 

о вы

 
R  по идеалу с )(1 xg  дает два класса вычетов: 

0 1x  2  xx 2  1x
1 x  2x  12  xx  

 Ра езлож ние R  по идеалу с )(2 xg  дает четыре класса вычетов: 

0 12  xx  

xx 2  1 

x  12 x  
1x  2x  

 В общем случае число элементов идеала, порожденного много-

членом степени )(xg   kn  , равно а число классов вычетов по 

этому равно

 k2 , 

идеалу  kn
k

n
 2

спос
2

2
.  

 кодо-

 Наибольшее число остатков, число классов вы етов по идеалу, 

равное исключая нулевой многочлен, может обеспечить 

 Корректирующая обность циклического кода будет тем 
выше, чем больше остатков будет образовано при делении
вых многочленов на многочлен )(xg . 

ч

12 kn , 
только неприводимый многочлен с knxg )(deg . 

 
10.5. ЦИКЛИЧЕСКИЙ КОД, РУЖИВА  

И И ВЛЯЮЩИЙ ОШИБКИ 
 

 Любая принятая )(' xG

ОБНА ЮЩИЙ
СПРА

 по каналу связи кодовая комбинация 

рис. 1
лена в
ческог

j , 

 цикли-
возможно, содержащая ошибку ( 0.9), может быть представ-

 виде суммы по модулю 2 неискаженной комбинации
о кода )(xG  и вектора ошибки )(xE : j j

)()()(' xExGxG jjj  . 

 При делении )(' xG j  на образующий многочлен )(xg  остаток, 
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указывающий на наличие ошибки, будет обнаружен только в том 
случае, если многочлен не делится на , так как неис-

ш  
 

 число
а

 исправлени ибок задан-
 

 рассмотрение го кода обна-
руживающего все 
 
10.5 иклическ й чны  ошибки 

 Вектор единичной еть 1 в каженном  
и 0 в ех остальных ательн ктору единичной 

оши ует 

Он  

нов степен

 )(xE  

Рис. 10.9. 

с 
 

д, обнар

 бу
. 

)0  

на (xg

 иним

j

каженная комбинация )(xG j  на )(xg  делится без остатка. 

 
 
 
 

 )(xg

е 

 одино

 ис
о, ве

многочлен

неприводимы

ь у многоч

Канал с 

простейшего
ошибки. 

ужи
 
дет 
Следов

соответс

) . Среди

альна

)(xE j
 

G j )(x    )(' xG j      Канал 

умом

 По заданному объему кода однозначно  ин-
формационных разрядов k . Далее необходимо найти н именьшее 
n , обеспечивающее обнаружение или ош

 определяется

ной кратности. В случае циклического кода эта проблема сводится
к нахождению ну ногочленажного м

 
 )(xg . 

 циклическо , Начнем 
одиночные

ко

ря

,...,

ся

1

.1. Ц ий вающи е

ошибки им  разряде
о вс  разрядах

бки  1)(  i
j xE . 

х ногочле-

на 1

раз                      

1,...,0,0(
i

jE 

лжен делить

ложении nx

д

тв x

не до   м

в раз м я ле x . 
к от на 1Остато деления x  равен 0 или 1. В этом случае кольцо 

разбивается на два смежных класса: идеал с порождающим много-
членом и класс вычетов. Таким образом, при любом k  необходим 
только один проверочный разряд и 1 kn .  
 Значение символа в этом контрольном разряде обеспечивает 
четность числа единиц в любой разрешенной кодовой комбинации, 
, с о, а ледовательн и делимость ее гочлена на 1 мно x . Получен
циклический ко способен обн ивать не только все одиноч

ный 
д ные 

ошибки, но и  ом . 
 Например, и

а
любом 

руж
нечетношибки в 

4
 числе разрядов

 n  и 3k   пр образующая  лическо-
го кода имеет вид 

матрица цик

 233



1:001

1:010

1:10 0

M . 

10.5.2. Циклический код исправляющий ые ошибки 
и обнаруж вающий дв  

я авить а
тель. В циклическом коде опознаватель – это остаток от деления 

 . оэтому должен обеспечить 

ежн

 

3,4

,  одиночн
и ойные

 
 Ошибку можно исправить, если каждой единичной ошибке в 
любом разр де сопост  свой кл сс вычетов и свой опознава-

многочлена )(xE j  на П)(xg )(xg  

требуемое число различных остатков или классов вычетов. Наи-
большее число остатков дает неприводимый многочлен степени 

kn  . В этом случае число см ых классов, исключая идеал, 

равно 12 kn .  
 Необходимое условие исправления любой одиночной ошибки 

есть nkn  12 . Отсюда находится )1(log)(deg 2  nnxg . 

бл. 10.3, учитывающие усло-

k
Несколько значений

xn

 kn  ,  сведены в та

вие
                                Таблица 10.3 

 … 

 

)(mod01 xg .  
                                                           

m kn   2 3 4 5 6 7 8 9 10
n  3 7 15 31 63 127 255 511 1023 … 
k  1 4 11 26 57 120 247 502 1013 … 

 Можно по , что любой двучл казать ен может 
быть представлен произведением всех без иводи-
мых многочленов, степени которых  числа 

11 12  m

xxn  
 ис ючения непр

являются делителями
кл

m , от 1 до m  включительно. 

 Так для 4 ,11 ,15  mkn  двучлен 115 x  можно записать в 
виде произведения всех водимых многочленов, степени ко-
торых являются делите числ 4

непри
лями m

. 
а , т.е. 1, 2, 4. Сущ

таблица неприводимых В ней находим один
ествует 
 много-

лен первой

 многочленов

 степени 1x , один

 ,1 3434  xx
 в три четвертой: 

образом

торой

1x
 2  xx
. Таким 

1 , 

 ,1 24  xx
ч

x  xx , 
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)1)(1)(1)(1)(1(1 234344215  xxxxxxxxxxx . x
 Один из этих сомно  за образующий 

уточные остатки: 

делен

жителей может быть принят
многочлен кода (порождающий многочлен идеала). Возьмем 

11001134  xx . Необходимо убедиться, что каждому вектору 
о иночных ошибок соответствует свой остаток. Проще всего найти 
все остатки от деления на )(xg , если взять код 1000…00 и начать 
делить его на 11001, выписывая все промеж

д

 

                                        11001

:Остатки             11001  ...0000001000000000    



                     
1011 2.                                                  10010      

 

 1000 15.                                        ...            

0101 6.                                    

1110 5.                                                 11001    

0111 4.                                                10110        



При последующем ии остатки повторяются. 

 С тем же успехом можно использовать многочлен 14  xx . 

Многочлен же 1234  xxxx  использовать нельзя, так как 
при проверке числа различных остатков обнаруживается, что их у 
него не 15, а только 5: 

         

...                                                    11001      

          11110          

1111 3.                                                   11001  

1001 1.             





 

           1

0001 2.                                                  11110      

1111 1.                                                     11111

:Остатки             11111  ...0000001000000000    



                      

          

0100 4.                                

0010 3.                                  111  
 

 ...                   

     11111           

  10000              

                                     1000              

1000 5.                                              100    

                              10

      1



      

11110                
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1234  xxxx   Этот факт объясняется тем, что многочлен 

 в ой мн

входит не только в разложение 115 x , но и в разложение 

)1)(1(1 2345  xxxxxx .  

 Поэтому целесообразно ыбирать так огочлен )(xg , кото-

рый, являясь делителем 1nx , не входит ни в одно разложение ни 

одного двучлена 1rx , для которого nr  . Другими словами, 
член )(xg  должен быть не только неприводимым, но еще и  

примитивным. 

много

говорят

 пр

 
ических кодов Хэмминга, способных исправлять одиночные 

 
                                          

Если g  неприводим и примитивен, то , 

что он и ит максимальному показателю 2  kne : 

)(mod01 xge  . 
 В табл. 10.4 приведены основные характеристики некоторых
цикл

)(x

надлеж 1
x

ошибки или обнаруживать все одиночные и двойные ошибки.   

                                  Таблица 10.4
)  ,( kn  )(x  knm  g
)1,3(  12  xx  2 

)4,7(  3 13  xx , 123  xx  
)11,15(  4 14  xx , 134  xx  
)631(  5 2, 125  xx , 135  xx  

 
 Многочлен, соответствующий вектору двойной ошибки, имеет 

вид xxxxxE ijiji     ),1()( Поскольку niij  . j  , а 

)(xg  не кратен x  и принадлежит показателю степени n , то )(xE  

не делится на )(xg , чт  обнар ойные ошибки. о и позволяет ужить дв
   

10.5.3. Обнаружение ошибок высокой кратности 

 

дающий многочлен кода, обнаруживающего ошибки кратности 

 
 Для определения порождающего многочлена циклического ко-
да, который обнаруживает ошибки более высокой кратности, мож-
но воспользоваться правилом Хэмминга. Если )(1 xgs  – порож-
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1s , то порождающий многочлен кода, обнаруживающего ошиб-
ки кратности s , равен )1)(()( 1   xxgxg ss . 

 Умножение )  на 1(1 xgs x  равносильн

четность. При этом число
добавления еще одного 
1

о введению дополни-

  символов в комби-
 кода проверочного символа 

тельной
нациях

проверки
за 
я 

 на 
счет 
до n . 

вление ошибок высокой
 

я порождающего 
ошибки, можно предста

; 

ся; 

п.2 s  раз, получим длину
 кода, исправляющего 

значению 1k  и значению 

 многочлена nm s

увеличиваетс
 

10.5. Испра  кратности 

Процедур отыскани многочлена кода, исправ-
- кратные вить как итеративный 

: 
лов подбира-

вляюще
ибки

 Повторяя п.1 и  кодовой комбина-
циклического ошибки кратности до 

ел ; 
По заданному можно определить 

дающего

4. 

у 

 

ьно

ж

 
ляющего
процесс

3.
ции 

s  
 4. 

 s

 1k  

а

 1. По заданному числу информационных симво

ется 1n , т.е. определяются параметры ),( 11 kn  кода, испр -
го одиночные ош
 2. Полученное значение 1n  интерпретируется как новое значе-

ние 2k , и п.1 повторяет

 

sn  

включит

sn  

1kстепень поро 
примитивных многочленов 

образом )(xgs  порож

проверочных символов
s - кратные ошибки исп

разрядах 1k . Это не всегда 

пакетов

 код, образованный с

, 

выб

а п  таблице не-

приводимых рать подходящий 
.  

Найденный таким дает неоптимальный, с 

 зрени числа , циклический код 
Более того, равляются только в 

информационных приемлемо. 

Любой циклический  помощью полинома 
степени обнаруживает любой пакет ошибок длиной 

о

и 

 

я 
 

)(xgs

 

точки
,( kns

 

)1 . 

 
10.5.5. Обнаружение  ошибок 

 

kn  , 
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knl  .  
 Пакет ошибок в kn


  


разр

ен же

ядов описывается многочленом сте-

пени )1...( 21   knkni xxx . Многочл  степени 1 kn  на 

многочлен с и knтепен   не делится. 
 

10.5.6. Параме некоторых циклических кодов 
 

тры 

еский код длиной орождаемый неприво-12  knn , п Циклич
димым многочленом степени kn  , исправляет однократные 
ошибки и называется циклическим кодом Хэмминга. Таблица 
примитивных многочленов различной степени частично приводи-

равления 
ых ошибок произвольной кратности я ляются коды Бо-

– оквингема (БЧХ) [7]. В этих кодах число прове-

разрядов

лась. 

независим
уза–Чоудхури

рочных 

 Наилучшими из известных циклических кодов для исп
в

Х

 mtxgkn  )(g  

 незави  исправля

de при длине да

количество емы ошибок,  
сло. 
ющий олино  БЧХ является еньшим общим 
НОК) так называемых минимальных многочленов

ко  12  mn , 

а m  любоегде t  
целое чи
 Образу
ратным (

симых х 

 п м кода  наим
 )(xFi , к

максимальный порядок которых равен 2 d : 

)}(,..., xFx)(),...,({НОК)( 1 FxFxg i  , 

12  t , а iгде d  ,...,5,3,1 . 

 ОПРЕДЕЛЕ

)(QGF
мому 

НИЕ 10.12. Пусть  – некоторое поле, 

иводи-

многочлену степе

)(qGF

и 

 – расширение поля )(qGF , построенное по непр

 )(zP  ни , n   – элемент Тогда 

н

 )(QGF . 

очл

простой многочлен )(xF  наименьшей степени, для которого 

0)(mod)(  zPF , называется минимальным м ог еном эле-

мента  . 

ПРЕДЕЛЕНИЕ 10.13. Примитивный элемент поля )(QGF  – 

это такой элемент 

 О

  поля, все элементы которого, за иск м 
ут быть ставлены в виде степени элемента

лючение
пред   . нуля, мог
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 В табл. 10.5  пред ление поля )2( 4GF  как расшире-

ние поля )2(GF , построенное по примитивному многочлену 

1)( 4  zzzP . Очевидно, что таблица сформирована для слу-

ая, когда 4m . 

задано став

В нее включены также м  многочле-

                  

П

ч инимальные

ны над GF(2) для всех элементов из поля GF ( )2 4 .                      

                                                                                    Таблица 10.5 
оле GF ( )24  в виде  

степен

Минимальные многочлены 
iи многочлена кода при  

13

11

4







 

1

1

z

z z z



   1      

1      

1)(

1)(

      

234

4

2

4

14 13z  1001 1      34

12

10

9






1

3

2

3 2

3 2

z z

z z

z z z



 

  1110

0111

1010

1      

1      

1      

34

2

234

8

7

6




1

3 2

3

2

z z

z z



  1011

1100

1)(

1      
34

7

234

5

5

3






1

2

z

z

z z




0011

1000

1      

1)(
4

234
3

2 2

3

z 0100

0010

1      4

1
1

0





0

1

z
0001

0000
1















13 2z z   1101 1      34

1111

0101

0110

 


















xxxx

xx

x

xxxF

xxxF

x

xx

xx

xxxxxF

xxxF

xxx

xx

xx

xxxx

xx

xx
 

  Пусть  – элемент . Тогда 

 – минимальный много элемента 

3z
2  xx

GF ( )2 4

член 1)( 34  xxxF z 3 , 
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т  как 0)1mod(]1)()()()mod)( 43233343  zzzzzzPF . 

 Ко анным n  и t . Значение ло 
информационных разрядов) неизвест

ак

ды 

ающий 

  Знач

[()( z

БЧХ строятся по зад  k  (чис
но, пока не найден порож-

многочлен кода )(xg . 

62
д

m ения минимальных многочленов для степени  
приведены в табл. 10.6 [8].  

             
 
                                                                        Таблица 10.6 

   m    2     3     4      5      6   ( t )  
 
 
 

  1 
  3 

111 (1) 
 

1011 (1) 
1101 (3) 

10011 (1) 
11111 (2) 

100101  (1) 
111101  (2) 

1000011  (1) 
1010111  (2) 

 
   i 
 
 
 
 

  5 
  7 
  9 
 11 
 13 
 15 
 17 
 19 

 
 
 
 
 
 
 
 

      1 
 
 
 

 
 

    111 (3) 
11001 (7) 
        1 
        1 

 
 

110111  (3) 
101111  (5) 
101001  (7) 
111011 (15)
          1 
          1 
 

1100111  (3)  
1001001  (4) 
      1101  (5) 
1101101  (6) 
101
1110 1 (10) 
1100 1 (10) 

         1   (7) 

   1011011 (10) 

1011
10
11

 
 Например, порождающий многочлен кода длины 15n -
жащий для исправления трехкратных ош 3

, слу
иб t , имеет д ви

111
 ок 

.1               

}(,)(,10011)({НОК)(
245810

531 11111



)

       



x xx xxx

xFxFxFxg
 

 Циклический код БЧХ (15,5) и 5меет k  информационных 
я в и полностью определ орождающей матрицей: разр до яется п

1010011011:10000

1111010110:01000

0111101011:00100

1001101110:0010

010011011100001

5,15 M . 
0

:

имеет вид где  – неприводимый много-

 Циклические коды Файра позволяют исправить одиночную 
вспышку (пакет) ошибок. Порождающий многочлен этих кодов 

cxxpxg )(xp)1)(()(  ,  
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член степени m . Длина кода n  равна наиме  общему крат-
ному e  и c

},{НОК cen

ньшему
:   

 , 

льный показатель для )(xp , т.е. наименьшее чис-

ло, при кот )(mod01 xpxe  . Причем c  не должно делить-

ся нацело на 12  me . В частности, если является прими-

где м с

р

ядов 
равно

 К о  вспышку ошибок д или менее 
и  обнаружить любую вспышку  длиной 

 e  – 

 n

, если

ак

о

одновременно
 

има

ом 



ляе

 )  (xp

тивным многочленом, то 12  me . Число проверочных разр
mk  c .  

од позв т исправить линой l  
ошибок 

lt  1 t
, код

105
 

ой 4 

)k . 

        

c

 n
позволяет
дли

 (n

        

l  и
  Файра, емый

содержит разрядов, которых 11 являются проверочны-
ми, и обнаружить справить произвольную вспышку 
ошибок н и менее. 
 В . 10.7 приведены параметры некоторых циклические ко-
ды 
 
                              Таблица 10.7 

 lm  .  
генериру

из 
и и

   
)  

Например

 
 

табл
Файра

      

 )1)(1()( 74  xxxxg , 

  

,

,( kn ml   
(9,4) 

(35,27) 
(105,9

(279,2
(693,6

(1651, 1)

2 
3 
4 
5 
6 
7 

4) 
65) 
76) 

163
 
 

МЕТОДЫ ПО ЕНИЯ ЦИКЛИЧЕСКОГО  
КОДА ММИНГА   

 
Существу различные  построения циклического кода. 

ас основные  циклических
дены ых и разделимых ц

ческих

10.6. 

м 
и 

кодов

СТРО
 ХЭ

методы 
Р

ют 

вве
. 

смотри  из них. При классификации  
кодов был  понятия неразделим икли-
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10.6.1. Неразделимый циклический код 

многочленов
дающий

 
 Разрешенные n -разрядные комбинации циклического кода по-
лучаются умножением , соответствующих k -

информационнымразрядным  комбинациям, на порож  

многочлен: )()()(~ xgxaxa ii  . Кодер при эт м легко о реализу

я, однако при декодировании возникают трудности.  
ных 

ошибок. Ос и от ния многочлена бки на 

являю з и т

ет-

с
 Пусть необходимо построить код для исправления одиноч

татк деле  оши 1)(  jxj xE  

е)(xg  тся при наком ош бки в соо ветствующ м j -м разря-
к р ющее у тво с

а
д . Де
нятого
е оди у стройс должно о уществлять деление при-

 код  )(~ xai  на В с е я 

н  д  вывод о правил ере ж е 
равен то его  вает д а 
о ибк е статком такого к ани ся т  
информационные разряды не содержатся явном виде
 Рассмотрим пример кода (7,4) с порождающим  

табл. 10.8). 

    Та

Информационный 
код i

)(xg .  лучае рав нства остатка от делени

улю елается  ьной п даче. Если 
, г

е остаток н
нулю,  величина указы

диров
 разряд е произошл

ш а. Н до  о я являет акже то, что
в . 

многочленом

1)( 23  xxx (g
 
                                                                                блица 10.8 

Циклический 
код 

)(xa  )()()(~ xgxaxa ii   

0001   1 23  xx 0001101 1  
0010   x  xxx  34  0011010 

0100   0110100 2x  245 xxx   

1000   1101000 3x  356 xxx   
 
 Пусть передается код 0111, после кодирования на выходе коде-
ра будет код 

ация делится на

01000111)1)(1()()1( 52322  xxxxxxxgxx . 
 Допустим, что на приемном конце принимается кодовая комби-
нация с искажением четвертого разряда: 0101011135  xxx . 

Эта комбин 11011)  xx :  ( 3  xg 2
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     1011        

                 

1       

2

234





x

xxxx  

 
 По 

            

                    

34

2245





xxx

xxxxx

x 1                    1 2335  xxxx

   

                

таблице ошибок (табл. 10.9) находим, что искажение про-
я

 
                                                                    Таблица 10.9 

 

изошло в четвертом разряде. Этот разряд исправляетс  и деление 
повторяется, при этом получается правильный код: 
 

1              

1

23

5

235







xx

x

x                       1  xxx

1       

01111                   
24

224





xxx

xxxx

       34  xxx  

           1              23  xx

                                        0

               

Разряд
j  )(xE j  





 g

E

)(

)(

x

xj  Код 
опознаватель опознаватель 

1 001 1 1 
x  x  2 010 

3 100 2x  2x  
4 3x  2 101 1x  

5 111 4x  1 xx  2

6 5x  1x  011 

7 6x  xx 2  110 
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10.6.2. Разделимый циклический код 
 

 Более широко аспространение на практике получили разде-
лимые цикли еские коды. Под информационные символы принято 
отводить ст ршие k  разрядов, а под проверочные kn

е р
ч

а   младших 
разрядов. Чт  код, применяется следующая про-
цедура: 

~ kn 

обы получить такой

)()()( xrxxaxa iii  . 

Разделим левую и правую части этого уравнения на )(xg : 

0
)(

)(

)(

)(

)(

)(~







xg

xr

xg

xxa

xg

xa i
kn

ii . 

Поскольку )(deg)(deg xgxri  , то )(
)(

)(
xr

xg

xr
i

i  . Тогда многочлен, 

соответствующий проверочным разрядам, примет вид 








)(

)(
xg

xri . 

, циклически

 )( xxa kn
i

 
к

Таким образом й код можно строить, приписывая к 
 

о

для творяет условию 

аждой неизбыточной комбинации информационных символов
остаток от деления этой комбинации на )(xg . Для кодов, числ  k  

 которых удовле  knk  , рассмотренный 
метод особенно прост.  

 Рассмо  пример кода (7,4), но с орожда ного-

членом  (табл. 10.10). 

                                                                  Табл  

Код 

трим опять  п ющим м

 13  xg )(  xx

                 ица 10.10

Циклический код 
3)( xxai 

 )(xg )()()(






)(

)(
3xxa

xr i
i

 ~ 3 xrxxaxa iii   

0001  000 3x  1x  13  xx  0001:011 

0010  000 0010:110 4x  xx 2  xxx  24  
0100  000 5x  12  xx  125  xxx  0100:111 

1000  000 6x  12 x  126  xx  1000:101 
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)(~ xai  

вая 

 На приемном конце при декодировании  делится на 

Если результат деления – нуль, то, отбрасы три младших 
разряда, получаем передаваемый код. Если же результат деления 
не нулевой, то остаток от деления указывает номе  разряда, где 
произошла ошибка в соответствии с табл. 10.11.  

  Пусть передавалась комбинация 1001. После кодера имеем 
001110. Пусть на приемном конце получена последовательность 

)(xg . 

р

1
1011110, т.е. ошибка произошла в пятом разряде. Производим де-
ление: 

1                    32346  xxxxxxx

. 110                     

                                  
2

3346





xx

xxxx  

 
                                                                               Таблица 10.11 

 Разряд
j  )(xE j  








)(

)(

xg

xE j  Код - 
опозна тель ва

1 001 1 1 

x  x  2 010 

3 100 2x  2x  

4 x  13 x  011 
5 4x  xx 2  110 

5x  6 12  xx  111 

7 6x 12x   101  
 
Остаток указывает, что ошибка произошла в м разряде. 
Этот разряд исправляется, а три младших проверочных разряда 
отбрасываются. 
 Одна не исключается возможност  возникнов  в кодовых 
комбинациях многократных ошибок, что может привести к лож-
ным исправлениям  необнаружению ошибок п ансформа-
ции одно разрешен й комбинации в ругую.  

Разделимый циклический код так , как и групповой, удобно 
писывать в матричной форме: 

 110  пято

ко ь ения

или ри тр
й но  д

же 
за
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011:0001

101:1000

111:0100

110:0010
: ,,   kkn

T
kkn BIM , 

 

)(

)(
, xg

xxa
B

kn
i

kkn






где    –  матрица остатков проверочных сим-

 
10.7. ПОСТРОЕНИЕ ОДНОКАНАЛЬНЫХ КОДИРУЮЩИХ 

 И ДЕКОДИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ  ЦИКЛИЧЕСКОГО  
КОДА Х ИНГА   

дов приме-
сто фильт-

рами или сдвигающими регистрами с обратными связями. Основ-
ными компонентами этих схем являются ементы задержки на 

а – сумматор по мод т задержки (D триггер);  

 Стру ура фильтра описывается атриц  его 
элем ми 

 (

волов). 

ЭММ
 
 Для кодирования и декодирования циклических ко
няются многотактные линейные схемы, называемые ча

эл
один такт и сумматоры по модулю 2 (рис. 10.10). 

 
 
 
 
 

 
Рис. 10.10. Компоненты фильтра: 

улю 2; б – элемен
в – объединенный элемент  

 
кт

ента
 м ей связей между

rjimM ij ,1,  
 
, 

г

  ,

де r – количест о элементов держки в фильтр а в за е, 1ijm , 

ае го емента задержки связан с входом г  

за противном случае

сли выход j -

 

эл  i - о элемент

держки, в  0m . ij

D D 

 а)                   б)                       в) 
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 Например, матрица 

0001

1001

1100
M  соответствует фильтру, 

изображенному на рис. 10.11. 
 Вектор-столбцам матрицы связей 

0010

M  поставим в соответствие 
полиномы )(xj  степени не более 1r  таким образом, что  

rjxmx
r

i ,1     ,)( 1    . 
i

ijj
1

Рис. 10.11. Структура фильтра 

Тогда матрицу

 
 
 
 
 

 
 

 

 M  можно записать  виде  в

)( ... )( )()( 21 xxxxM r . 

 Полиномы выберем таким бразом, чтобы

 

 , 

 (xj  )  о  

)( mod

)(

, )()(

, 1))

,...)

2

1

1
21

xg

xx

xxxx

xxx

xxgxggx r
r
















 

)(

...             
21

13

xx rr
r




 

((2

(1

1 
 

где 
r

r xgxgxgxg  ...1)( 2
21 –  порождающий многочлен, 

для которого )(mod1...2
21 xgxgxgxg r

r  . 

1 

D2

ω2

D3 
ω3 

D1 
ω  

 
1

D4

ω4 
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 Тогда схема, описываемая матрицей связей 
21   ...    1  )(  xxM rxx  

или матрицей коэффициентов 

0...00

1...00

...

0...10

0...01

1r 

позволяе

2

1

rg

g

g

g

M   , 

т выполнять деление на полином  [13]. 

 Д тра 

о 

де – тран . 

Входную цепь фильтра построим таким образом, чтобы 

.е. последующее состояние вычисляется прибавлением входного 
символа к содержимому  сдвигом его со-
держимо

Если начальное сос на вход фильтра по-

ту

ость соответству произвольного 
полинома степени не более

 )(xg

ействительно, если исходному состоянию филь
) ),...,,( 21 r  поставить в соответствие полином 

0(
)0( )( x 

1
21

 r
r xx , ...

т состояние фильтра в следующем такте (на вход схемы инфор-
мация не поступает) равно 

),(mod )()...(

...)()(
1)0(11

21

2
32

1
1

)0()1(

xgxxxxx

xxxxMx
r

r

r
rt








    

 )(xMt спонированная матрица связейг

 

)( d ]([)( 1
1

)1()( xgxax i
ii 


  , )x mo

т
 фильтра и однократным 

го. 

тояние  0)()0(  x  и  

с пает последовательность символов 110 ,...,, naaa , а эта по-

следовательн ет коэффициентам
1

 
 n   

1
110 ...)( 
 n

nn xaxaaxA , 

то фильтр будет последовательно принимать состояния 
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)(mod

...)(

,)()(

1
1

)1(
10

)(

1
1

2
0

1
1

1
0

)2(

xg

xaxaxax

xaxaxaxax

n
nnn 





















,)( 1
0

)1( xax  

...                     
. 

 Следовательно, xn )()(   g(x)xaxaa n
n mod ... 1

110


 , 

т  как 1nx mod )(xg .  

 После ления последнего мвола a  содерж

ак

поступ  си имое 

фильтра будет равно остатку от деления  на 

. 
Структура рассмотренного фильтра, описываемого матрицей 

вязи

1n

полинома )(xAn  

)(xg
 

 21   ...    1  )(  rxxxxM , с приведена на рис. 10.12. 

Рис
 

 При соответствующей организации входной цепи построенная 
схема может быть использована для вычисления контрольных раз-
рядов разделимого циклического кода (рис. 10.13). 

 
 
 
 
 
 

 
 

2g  

D

 

  
. 10.12. Структура фильтра с входом 

 Кодер работает следующим образом. Сначала ключ находится в  

1-м  положении, и информационных разрядов 110 ,...,, kaaa   k  

поступают на вход фильтра, который вначале находится в нулевом 
состоянии, и  в линию связи.  Затем ключ пере-непосредственно
ключается во 2-е положение. В этом случае обратная связь в   
фильтре размыкаетс и я knr   контрольных разрядов последо-

1

 
D2

 
Dr

 

Вход 

1g  rg  

… 
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вательно выдв  ко коигаются в линию. Таким образом, к нцу передачи аются в линию. Таким образом, к нцу передачи 
кодового слова длиной n  фильтр оказывается в нулевом состоя-
нии. 
 Формально работа  описывается ющим образом. кодера следу
После поступления k  информационных символов содержимое 
фильтра равно 

, )( mod )()()...(

...)(                 
1

1x

x k





10

1
1

1
10

)(

xgxxxAxaxaax

xaxaax
kn

k
kk

k
k

k
kk












Ak

которое совпадает с ным вектором. контроль
 
 На рис. 10.14 представлена блок-схема декодирующего устрой-
ства. 

 Коэффициенты ,...,, bbb  полинома )x  последова11 n0 n  (B тельно 

поступают на вход ферно  ЗУ и одновременно на вход много-бу го

тактного фильтра, . 

 отсутству то после поступления последнего сим-
дет равно

свидетельствует   
 которой и

 декодирующего устройства (синхрон-
но производить сдвиги  и блока деления в тономном режи-

с помо

ет, 

БЗУ

щью которого )(xBn  делится на (g )x
 

 
 

 

2g  

D1

 
D2

 
Dr

 

1g  

… 

rg  

 
 
 

 
 
 
 

Рис. 10.13. Кодирующее устройство 
 

Если ошибка
вола 1nb  содержимое фильтра бу  нулю.  

 Получение ненулевого результата о наличии
обнаруживаемой ошибки, полином меет вид 

)()( xexxE i . 
 Если продолжить работу

ав

2 

1 
Вход 

Выход 
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ме), то последовательные состояния фильтра будут равны  

ошибки будет воспроизведен точно через тактов. 
 лучае, когда возникла одиночная ошибк

т

)(mod

)()()(

...

, )()(

, )()(

0)(

1)1(

)0(

xg

xexexx

xexx

xexx

i

i

i


















, 

 i  
 

т.е. вычет вида 
В простейшем с а 

xE )( .е. 1ix , )( xe , то на м такте или  

 

верти

 
Рис.10.14. Структура декодирующего устройства 

10.8. ПОСТРО ИРУЮЩИХ 
И ДЕКОДИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ  ЦИКЛИЧЕСКОГО  

 

следовательный

i - 1()( xi  

на

) 

12 ...
01. .00



r

. При появлении такой комбинации  выходе логи-

ческой схемы должен появиться сигнал, который ин рует 
ошибочный символ. 

)(i .


 
 
 … 

1       ...       r

         Фильтр 

Логическая схема 

 
 
 
 
 
 
 

 
ЕНИЕ МНОГОКАНАЛЬНЫХ КОД

КОДА ХЭММИНГА   
 

 Рассмотренные одноканальные кодеры применяются в системах
последовательного действия, где передача символов осуществля-
ется последовательно во времени. В ряде устройств современных 
управляющих систем используется параллельно-по  
принцип передачи информации. При параллельно-
последовательной передаче информационное слово разбивается на 
части длиной  разрядов, эти  -разрядные части передаются 

Буферное ЗУ

Выхо  дВход 
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последовательно. В этом еобходимо уметь строить линей-
ные фильтры (кодеры), содержащие 

 случае н
  входов и   выходов. 

 Последовательные состояния и значения выхода рассмотренных 
одноканальных линейных фильтров описываются матричными 

где – вектор состояния фильтра в момент 

ца язей; 
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уравнениями  

FaM it
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1
)1()
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,1
)1(  i

i By  

),...,( )()(
1

)( i
r

ii   

 св )(1 ii ya  –времени i ; Mt – транспонированная матри

значение входного (выходного) символа в момент времени 1i  
( i ); F – )1( r  матрица связей между входом и элементами за-

держки фильтра; B – 1( )r  матрица свя ежду элементами 

задержки и выходом фильтра; 

зей м

 – )11(   матрица связей между 
входом и выходом фильтра. 
 Если известны и M F Bt , ,    , соответствующие уравнения 

ля канального одержащ

то 

, с -  аналога фильтра входов и     его д
выходов, имеют следующий вид ( ный льтат из мате-
атического аппарата линейных  ма-
ин): 

извест
 

резу
последовательностных

, 

м
ш

  FAM i
t

i )1()1((i) 
  )1)1()( iii (ABY , 

 в где хо й вектор момент времени 

выходно вектор в момент времени
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)1( 


  iii aaA
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)( iii yyY 
 – 

 – в дно
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MF t
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MF
F t

...

2
 
 – ( r ) матрица связей между входами фильтра 

F  

BMtBBB  1...
 
– Mt 

 и элементами держки; за )( r  

матрица связей между элементами задержки и   выходами фильт-
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– (  ра; ) матрица 

связей между входами фильтра и его выходами. 
 В качестве примера рассмотрим построение канального 

 Матричное
ми  

двух
кодера )2(   для разделимого циклического кода (7,4), порож-

даемого x x)   1 2 3 . 
 описание одноканального кодера задается матрица-

многочленом g x(

. 1=   , 

0

0

1

=    , 110==  
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001     , 

001

21 



BgggF
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труктура однок дера представлена на рис. 10.15.  
При известных схемотехнических решениях матрицы и 

принципе можн ить.  В большей ст  
тся лишь для того, чтобы сохранить общую полнот -

построения 

110

101

010

M

...

С анального ко
  

епени они
у кар

)( BB  

)* в о и не стро(
риводя
тины 


п

 -канального алога одноканальной ой 
последовател

ан линейн
ьностной машины.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.15. Структура одноканального кодера 
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Выход 
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 Матричное сание двухканального аналога имеет вид опи
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ктура двухканального к

Рис. 10.16. С
 
 В рассмотренном примере количество информационных разря-
дов кратно  общ

после выполнения
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   110

011

001
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Стру одера представлена на рис. 10.16. 
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D1 D3

Выход 1 

Вход 1 

 
 
 

труктура двухканального кодера 

. В ем случае это условие не выполняется и 

D2= 

Выход 2 

Вход 2 

 k  

 



 







k

z  тактов (квадратные скобки означают 

наименьшее  целое число), содержимое большее  -канального 
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кодера  будет равно R , гд  

соответствует контрольному коду. Поэтому, если 0)(
)(mod)()( )( xgxxRx kz  е R x( )

 kz , 

фор
)

. м случае 

умножение равносильно операции сдвига. Реал
р  

требуется коррекция 
можно избежать, есл

мационным разрядам

содержимого  фильтра.  Однако 
и полином  )( xAk , соответству

, умножить на 
( kzx 

В э

)(mod)()( xgxRx kz   . Изве
изация

коррекции 
 ин-

, что 
а за-

ющий

то

стно
 сдвиг

)()( )(xxRxR kz 

ключается в том, что пе ед младшим информационным разрядом 

0a  приписывается )( kz   фиктивных нулей. При этом разряд 

0a  поступает на ( 1) k  вход (канал кодера, разряд

канального декодирующего устройства

 
 Структура декодирующего устройства 

 
 логической схемы заключается

всего слова длиной n  разрядов

 

 предс

 в сле
 требу

1a – на 

тав-

дую-
ется 

z ) 

2)(  k  канал и т.д. 

 Б

z
лок-схема   

лена на рис. 10.17. 
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ип построения
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n

 тактов. Поэтому при наличии ошибки вида xz
i
состояние 

фильтра после 

а последующие состояния при автономной работе бу равны: 

 

дут 

приема кодового слова будет равно 

)(mod)( )(0 xgxx nzi   , 

),(mod)(

),(mod)(
2)(2

)(1

xgxx

xgxx
nzi

nzi








 

.  ...             

),(mod)( 3)(3 xgxx nzi 
 

 Пусть )(    ji , т.е. ошибка должна быть исправ-

ена в такте j . Тогда на j -м 
равно 

л такте автономной состояние 
ильтра 

.е ская схема должна распознавать следующие еты: 

             при                                

             при              
                            ...                                                 

            

работы 

(xg

 выч

) .   

ф

mod)( )()( xxx nznzjj   j  ) , 

т . логиче
  

    0
)x  ( nz 

,       

,       
        

  1 )(1 nzx 
 (mod xg  

  

   при  1      
 
 Таким образом, логическая схема в канальном кодере со-
д выходов. 

 Например, пусть 

)(1 nx  z
  

  -  де
ержит   

2 , 31)( xxg  , 2x n  7 , тогда 

 z 4  и логическая бу  схемы 
совпадения на 

  

схема де  предстт авлять собой две 
следующие коды:  

 

               при  0   xxxxx   26171
,  т.е.  110; 

             при  1               1011  xx ,  т.е.  001. 
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ЗАДАЧИ 

 10.1. Используется групповой код Хэмминга (7,4), исправляю-
а 

л передан?   
 код с

 комбинац

ый ци

е прин
0000011. Какой код был передан? 

по очленом
 ь неразделим га 

с порождающ ом . 

щий двукратные ошибки включительно.   
10.8. Построить кодирующее и декодирующее устройства для 

руппового кода Хэмминга (3,1) . 
10.9. Построить одноканальное ющее и декодирующее 

стройства для циклическ  да (3,1) с 

.  
10.10. Построить цикл к код Боуза–Чоудхури–

оквингема (БЧХ), имеющий ину и служащий  для ис-
равления ошибок кратности 

 

щий одиночные ошибки. На приемном конце принят комбинация 
1011011. Какой код бы
 10.2. Используется разделимый циклический  (7,4)  

1)( 3  xxxg . На приемном конце принята ия 
1001:011. Какой код был передан? 
 10.3. Используется неразделим клический код (7,4) с 

1)( 23  xxxg . На приемном конц ята комбинация 

 10.4. По каналу передаются три команды. Построить групповой 
код,  исправляющий двукратные ошибки включительно. 
 10.5. Построить разделимый циклический код Хэмминга (7,4) с 

рождающим мног 1)( 23  xxxg . 
10.6. Построит ый циклический код Хэммин (7,4) 

им многочлен

 

 1)( 3  xxxg
 10.7. По каналу передается одна команда. Построить цикличе-
ский код, исправляю
 
г
 кодиру
у ого ко Хэмминга 

1)( 2  xxg x
 ичес ий 

 21N  Х дл
2T  включительноп . Продемонст-

ировать процесс исправления ошибки.  
10.11. Построить циклический код БЧХ, имеющий длину 

и служащий  для исправления ошибок кратности

р
 
N 31  15T   
включительно. 

10.1 . Построить ц й код Фа а, позволяющий обна-
жи пакет ошибок  

2
ть 

 икличе
 длиной

ски йр
5b  

5
и ру исправить одиночну  

пышку (пакет) ошибок длиной
ю

 l . вс
 
тавит

10.13. Определить избыточность кода Файра  (279,265) и сопос-
ь ее с избыточностью циклического кода БЧХ  с близким 
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значением

1
 ц

 многочленом 

 n 255 . 
 10.14. Найти параметры циклических кодов Файра, полагая  

ml    и  106  l . 
 10. 5. Построить четырехканальное кодирующее устройство 

и декодирующее устройство для разделимого иклическо-
го кода Хэмминга (31,26), порождаемого

1)( 35  xxxg . 

)4(   

 



 
11. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО РЕШЕНИЮ 

 ТИПОВЫХ ЗАДАЧ И ОТВЕТЫ 
 

 1.1. Для доказательства достаточно воспользоваться известны-
ми свойствами: 

.
2

)sin(

,
2

)cos(

00

00

0

0

j

ee
tk

ee
tk

tjktjk

tjktjk











 

Тогда  

  )cos(
2

1
0

)()( 00
kk

tkj
k

tkj
k tkAeAeA kk  




 , 

с учетом того, что   kk AA     и   kk   . 

1.2. Тригонометрическая форма ряда Фурье имеет вид 

     

,)sincos(
2

)cos(
2

)(

1
00

0

1
0

0
















k
kk

k
kk

tkbtka
A

tkA
A

tx

  

где 
2

0A  – постоянная составляющая функции x t( ) ; kk kA  ,, 0  – 

амплитуда, частота и начальная фаза k-й гармонической состав-
ляющей; )cos( 0 kk tkA  – k-я  гармоническая составляющая; 

T




2
0  – частота основной гармоники (T – период колеба-

ний). 
 Ряд Фурье с учетом свойств периодической функции x t( )  при-
обретает еще более простой вид: 

         – нечетная функция. 

циент вычисляется в соответствии с известным вы-




 0sin)( k tkbtx
1k

 Коэффи bk  
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ражением 


 2/TT

 Итак, поско ку фу


2/

0 )sin()(
2

sin
T

kkk dttktxAb . 

ль нкция x t( )  – нечетная, разложение будем 

искать в виде (  = 0) ka
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 Спектр фаз приобретает вид 

20 



 k

k a

 Спектральные характеристики меандра приведены на рис. 11.1. 
Окончательно тригон

arctgarctg












 kk bb
 . 

ометрическая форма обобщенного ряда Фу-
рье будет иметь вид 
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1
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Рис. 11.1. Спектр амплитуд и спектр фаз меандра 

 260



 1.3. В общем случае разложение в ряд Фурье периодической 
последовательности прямоугольных импульсов имеет вид 

 1
0

0k kT





















 


0

)cos(

2

2
sin

21)( tk

k
h

tx . 

Следовательно, спектральные характеристики можно представить 
следующим образом 

,...5,3,1    ,)1(1
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 1.4. Обобщенный ряд Фурье имеет вид 





  )3cos(

1
)cos(

4
)( 0202
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tx





...)5cos(
5

1

32 02
t . 

 1.5. Обобщенный ряд Фурье имеет вид 





  ...)3sin(

1
)2sin(

1
)sin(

2
)( 000 ttt

h
tx . 

 32
1.6. Спектральные характеристики представлены на рис. 11.2. 

Рис. 11.2. Спектр амплитуд и спектр фаз  
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 1.7. Обобщенный ряд Фурье имеет вид 
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35153 000
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одической после-
довательности прямоугольных импульсов равна 
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 1.8. Полная средняя мощность заданной пери
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Результат получен с учетом того обстоятельства, что 

 


   1 1
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1
2 8246)2()12( n nn nnn

Полную среднюю мощно

 








222111
 . 

сть, кроме того, можно было получить 
более простым способом: 




 2/T
 В пределах практической ширины спектра размещаются посто-
янная составляющая  и первая, третья, пятая гармоники. Следова-
тельно, средняя мощность си

 
2/

22 5,0
1

hdthP   . 

гнала, приходящаяся на практическую 
ширину спектра, имеет вид 

2
2222

5 48,0
523224    

 Таким обр

212121
h

hhhh
P 











  . 

азом, в пределах практической ширины спектра со-
средоточено 

96,0
5,0 2

 hP

48,0 2
5 

hP
, 

моник, подлежащих учету, может быть получено 
из соотношения 

т.е. 96 %  всей средней мощности сигнала. 
 1.9. Число гар

1,0
1


A

Ak  . 
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 1.10. На рис. 11.3 приведены первые три гармонические состав-
ляющие меандра, а на рис. 11.4 – их графическая сумма. 

 
Рис. 11.3. Гармонические составляющие меандра  

 
 1.11. Наиболее простой способ решения этой задачи состоит в 
следующем. Получить спектральные характеристики для сигнала, 
представленного на рис. 1.4. Сигнал в соответствии с условием 
задачи отличается от периодического колебания пилообразной 
формы наличием постоянной составляющей  и сдвигом в сторо-
ну запаздывания на величину . Следовательно, достаточно 
изменить известный спектр в соответствии с известными свойст-
вами преобразования Фурье. Особенность будет заключаться толь-
ко в том, что непрерывная частота, фигурирующая в преобразова-
ниях Фурье, должна быть заменена на дискретную 

h
2/T

0 k . 

 
 

Рис. 11.4. Сумма гармонических составляющих меандра  
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 2.1. Спектральная плотность  такого  сигнала находится сле-
дующим образом: 
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2

1
0101  jSjS   

 Сравнив полученное выражение с выражением  

2

2
sin

)(1 



 hjS  

спектральной плотности для одиночного прямоугольного импульса 
такой же длительности и амплитуды h , но без высокочастотного 
заполнения, видим, что по отношению к спектру прямоугольного 
импульса спектр импульса высокочастотных колебаний смещен на 
величину несущей 0 и расширен в два раза за счет появления 
зеркального отображения спектра (рис. 11.5). 
 Следует отметить, что аналогичный результат может быть по-
лучен путем простого использования свойства преобразования 
Фурье – сдвиг спектра колебания по частоте (2.3.4), в соответствии 
с которым расщепление спектра )(1 jS  на две части, смещенные 
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соответственно на 0  и 0 , эквивалентно умножению функ-

ции  на гармоническое колебание )(1 tx t0cos . 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 11.5. Комплексная форма спектральной плотности одиночного импульса 

высокочастотных колебаний 
 
 Графики модуля спектральной плотности импульса высокочас-
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на рис. 11.6. 
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 2.3. Единичная функция   не удовлетворяет условию абсо-

лютной интегрируемости  

)(1 t






dttx )(  и, следовательно, к ней 

нельзя применить преобразование Фурье. Однако ее можно рас-
сматривать как образованную из импульса экспоненциальной 
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формы при неограниченном уменьшении его коэффициента зату-
хания . 0

 Окончательно результат имеет вид    



h

S )( ,   
2

)(


 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 11.6. Модуль и аргумент спектральной плотности одиночного импульса 

высокочастотных колебаний 
 
 2.4. Реакция фильтра представлена на рис. 11.7.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.7. Реакция фильтра нижних частот на дельта-импульс 
  
 2.5. Доказательство состоит в нахождении спектральной плот-

ности дельта-функции    и в последующем приме-
нении обратного преобразования Фурье. 

0)( tjejS 

 2.6. Спектральная плотность выходного сигнала определяется 
следующим образом: 
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)()()(*  jKjSjS , 

где  – передаточная функция интегрирующей цепочки. Вы-
ходной сигнал находится в соответствии с обратным преобразова-
нием Фурье 

)( jK













 





 ,     ,
2

1

;     ,
2

1

)(

0

0
*

0

0

Tte
RC

Tte
RCtx

RC

Tt

RC

Tt

 

вид которого представлен на рис. 11.8. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

)(* tx  
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Рис. 11.8. Выходной сигнал 
 
 Данное решение находится с использованием известного таб-

личного интеграла       





0
22 2

cos pqe
q

dx
xq

px
 . 

 2.7. Спектральную плотность находим в соответствии со свой-
ством преобразования Фурье о взаимозаменяемости переменных 
  и t  для четного сигнала (рис. 11.9). 
 

)( jS 
 
 h2
 
 
 
 

Рис. 11.9. Спектральная плотность импульса 



2/m2/m

 267



 3.1.  0

2
дп cos

2

A
K XX  . 

 3.2.  



0

1

22

0
дп cos

2

1

4

1
kAAK

k
kXX . Как видно из полу-

ченного выражения, корреляционная функция периодического 
сигнала с периодом T  представляет собой периодическую функ-
цию аргумента  с тем же периодом. Амплитуда гармоники кор-
реляционной функции равна половине квадрата амплитуды соот-
ветствующей гармоники . 



)(tx
 3.3. Задача решается с использованием преобразования Хинчи-
на–Винера 

.)(
2

1
)(

;)()(























deGK

deKG

j
XXXX

j
XXXX

  

 Спектральная плотность средней мощности представляет собой 
усредненную энергетическую картину распределения мощности 
сигнала по частотному спектру (рис. 11.10)  

22

2
)(





A

GXX . 

 
 )(XX
 
 
 
 
 
 

 

G



Рис. 11.10. Спектральная плотность мощности 
 
 3.4.  . Спектр равномерен на всех частотах – сиг-

нал типа ”белый шум”, который характеризуется тем, что значения 
0)( GGXX 
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)(tx в любые два (даже сколь угодно близкие) момента времени 
некоррелированы. 

 3.5. 
  23)( eeK XX . Задача решается достаточно про-

сто, если  представить в виде   )(XXG

4

4

9

6
)(

22 



XXG  . 

 3.6. Дисперсия стационарного случайного процесса с нулевым 
математическим ожиданием может быть вычислена по формуле 

2)(
2

1
)]([ 


 





dGtXD XX  . 

 3.7. Как известно из теории вероятности, среднеквадратическое 
значение определяется выражением    




2
)0(][ 02 G

KXm XX  . 

 3.8. Для заданного стационарного случайного процесса матема-
тическое ожидание и дисперсия соответственно равны 

 



 0][    , 0][

G
XDXm c  . 

 3.9. Спектральная плотность мощности выходного сигнала оп-
ределяется следующим образом: 

2

2
02

0 )(1
)()(





G

jKGGXX   , 

где  – передаточная функция электрической цепи. Корреля-
ционная функция вычисляется обычным образом: 

)( jK
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K XX 2
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2
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 4.1. 

спектре

Интегральная кривая распределения энергии сигнала в 

 частот  
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2

0

2

)(
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)(
1

)(
)(

dS

dS

Э

Э

с

c
c

 для экспоненци-
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ального импульса 



 carctg
2

)(  представлена на рис. 11.11. 

Задавшись, напр лиженно удовле-
творить условие ниченности спек-

c

имер, уровнем 0,9, можно приб
теоремы Котельникова об огра

тра сигнала и найти частоту, за пределами которой 0)( jS

и 

ние 

,  

Интегральная кривая распределения энерги

дискретизации находится как отноше

)45,0tg( 9,0  . 

 

Рис. 11.11. 

4.2. Интервал 

c

 
 
 
 
 

 
 

 
 

)45,0tg( 9,0 







c

t  . 

о ряд Котельникова представляет  4.3.  Известно, чт
жение реал

собой разло-
 детерми-

)]( tkt
изации случайного процесса координатными

нированными функциями времени ck [ sinc)(tA   с 

 весовыми коэффициентами )( tkx  , равными мгновенным значе-

ниям сигнала в точках  tk . 
 На рис. 11.12  изображен ряд Котельникова совместно с детер-
минированными координатными функциями времени для экспо-

ненциального импульса  
 


c tkt

tkt
xtx

)(

)](sin[
()(

 4.4.  Период спектра ампл рис. 4.6) дискретного периоди-
 


k

ctk )

итуд (

 . 

ческого сигнала в масштабе частот равен 
T

N


 , а в пределах 

периода составляющие спектра симметричны относительно сере-

дины этого интервала, пр

2

ичем kNk AA  . Поэтому вс -я полез

ная информация имеется уже в интервале частот, равном 
T


. 

)( c  
1

0,9
c  
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Рис. 11.12. Ряд Котельникова  
 

 5.1. Отношение мощностей полезного сигнала и помехи увели-
чивается в раз в результате кратного отсчета  n   n - 

вхвых

 





















 P

P
n

P

P xx  . 

 В соответствии с условием задачи 

.  16,0

,  16

2






















xx

a

a

P

P

2

2

выхвых












xx aP
 

 Следовательно, продолжительность обработки сигнала в при-

емнике должна быть равна

вх
 P

 с. 10
16,0

161,0
пр 


 nTT  

 5.2. Так как по условию задачи помеха аддитивна и выборка X  
 

поме-

представляет одномерную величину, то функции правдоподобия

 определяются законом распределения 
хи: 

 )( 2aL и  )( 1aL  
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2)(
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aX

aXfaL

)(
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aX

aXfaL
2

1
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2

1

2
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 e

тношение правдоподобия при этом 

2
2



 


f

e

тношение правдоподобия при этом 





 

 
2

1
2

2

a

Xa

e .                                     

 Графики функций правдоподобия (),( 12 aLaL  )  и   приве-
дены на рис. 11.13. При использован  прав-
доподобия пороговое значение

ии критерия максиму
1

ма
 0  . Тогда условие 

т иметь вид 

для порого- 

вого значения входного сигнала буде 1  или 

0
2

11
П 

a

X
. 

Рис. 11.13. Графики ф кций правдоподобия и отношения 

фу  правдоподобия   
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 Таким образом, приемное устройство – это устройство сравне-
ия, сопоставляющее входной сигнал с пороговым уровнем н

2
1
П

a
X  . Если амплитуда входного сигнала больше уровня в 

принятом сигнале содержится полезный сигнал. В противном слу-
чае вх ехой. 
 5.3. Пороговый уро го сигнала находится 
 с

 1
ПX , 

одной сигнал определяется одной пом
вень измерения входно

в оответствии с выражением  


 


m

a

aP

aP

a
X

2)(

)(
ln

2

1

2

2
П  . 

 5.4. Пороговый уровень измерения входного сигнала будет
иметь вид  



 


 


 m

aaPr

a
X

)(
ln 1213

П  . 
2

aPr 2)( 212

 5.5. Известно, что пороговый уровень измерения входного сиг-
нала можно определить из соотношения 

 .  

Если перейти от отношения функций правдоподобия  

01

0

)/(  


daf


  к одно-
мерной переменной X , то можно получить 

 . 

 Подставляя выражение для плотности получим но-
вое уравнение 

0

П


X

1)/( 


dXaXf

 )( 1aXf , /

0
2 2

2

1
 







X

dXe
П

2


X

 . 

 Наконец после замены переменных 



X

z  получаем оконча-

ие для нахождениятельное уравнен  ПX : 
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X

F  – интеграл вероятности. 

 По условию задачи 45,0
2

1
0

П 












X
F . 

 65,1П 


X
,  По таблицам интеграла вероятности находим отку-

комый пороговый уровеньда ис 06,265,1П  X . 

 5.6. Вектор отсчетов помехи ),( 21   

 вероятнос

определяется двумер-

ределения теной плотностью расп й )()( 21 ff . 
Полагая помеху стационарной и отсчеты некоррелированными, 

ия помехиможно двумерный нормальный закон распределен  пред-
ставить в виде 

 
22

21
2

)()()( 







 

 efff . 

 Тогда для двумерного вектора отсчетов ),( 21 xxX

2

1

2

2

1













k

m k

  при раз-
ных гипотезах закон распределения примет вид 
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2
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2

)]([
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22212
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2

2
2

1

2

)(
2

12111
2

1
)/()/()/( 




























mxk
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eaxfaxfaXf   . 

бия  Наконец, отношение функций правдоподо
)/(

)/ 2aX
 и 

(

1aXf

f


)(

)(

212

121
0 aPr

aPr
  

отсутствие 

позволяют окончательно определить наличие или 

полезного сигнала. Если 0 , то иначе

 5.7. Условные плотности распределения вероятностей выборки  
при разных гипотезах в предположении, что от-

и  

 2a ,  1a . 

)}(),({ 21 tytyY   

счеты помех  (1 t )  )(2 t  статистически независимы, принима-
ют вид  

2

2
2

1

2

)]([
2

1











22212

2
)/()/()/( 











 


mayk
k

eayfayfaYf , 

2

2
2

1

2

2

1


 k

)( 


myk

веро
кото  дан

 образом 

12111
2

)/()/()/( 








 

 eayfayfaYf . 

 5.8.  Апостериорные ятности гипотез вычисляются по фор-
муле Байеса, рая в ном контексте задачи выглядит сле-
дующим

2,1  ,
)/()(

)/()(
)/(

2

1






i
aYfaP

aYfaP
YaP

j
jj

ii
i   . 

 С учетом условных плотностей распределения вероятностей 
выборки при разных гипотезах, полученных в 
задаче  5.7,  искомые  вероятности  принимают  окончательный  

)}(),({ 21 tytyY   
вид

732,0)/(  ,  268,0)/( 21  YaPYaP . 
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 6.1. Собственная информация некоторого сообщения kx  нахо-

дится в соответствии с выражением )(log)( xpxJ 2 kk  .  

 Следовательно:  

 а)  771,3
13

10

14

4

15

5
log)( 2 kxJ  бит;    

 б)  186,2
3

10

12

( 2 


















kxJ  бит. 

15

5
log)













я системы в состоян нахо-

 6.2. 288,9)1(log)( 2
2  pxJ k  бит.  

 6.3. Вероятность )1(p  нахождени ии 1 

дится из уравнения 
4

3
)2(

2

1
)1()  pp  при условии, что 

 Тогда

1(p

1)2()1(  pp . 

 737,06,0log)1(log)( 22  pxJ k  бит. 

 6.4. 322,14,0log)( 2 kxJ  бит

 6.5. 

. 

585,2
36

6
log)( 2 kxJ бит. 

Энтропия представляет собой атическое ожидание 
ации

  6.6.  матем
собственной информ  сообщений заданного множества X :  


X

kk xpxpXH )(log)()( 2 . 

 Учитывая то  факт, чтот   
X

kxp 1)( , зависимость будет иметь 

й, представленной на рис. 11.14. 
Приведем некоторые колич е меры информации, 
  найти ответы на в  задачи: 

вид криво
 6.7. ественны
которые позволят се пункты
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ikik YXHXHyxJyxpYXH )/()();()();(
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kik xypyxpXYH , )/(log)()/( 2
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Рис. 11.14. Энтропия
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)( 2xp

)( 1xp

)(XH
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 )](),([)( 21 xpxpFXH   
 

6.8. Распределение вероятностей взаимной информации приве-
ено на рис. 11.15, функция распределения на рис. 11.16, а взаим-
ая энтропия равна

 
д
н    86,0);();(  ik yxJmYXH  бит. 

 
 
 

 
Рис. 11.15. Распределение вероятностей  
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Рис. Функц пределения вероятностей 

 6.9. 75,1)( UH  бит,  

нкц пределения вероятностей 

 6.9. 75,1)( UH  бит,  

11.16. ия расия рас
  

7,1n  ,  5
N

NNN

n
0

n
p

4
7

8
1

4
1

2
1

0


  . 

6.10. Взаимная информация определяет количество информа-
ии, которое событие содержи  себе о событии

 
ц  iy  т в  kx : 

.   
)()(

)(
log                         

)(

)/(
log

)(

)/(
log);(

2

22

ik

данные представим в формализованном виде

ik

i
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k

ik
ik

ypx

yxp
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xyp
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yxp
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Исходные  

Средство ПВО

p
 
 

 kx  )( kxp  )/( kxyp  

1x  1/4 0 

2x  1/2 1/2 

3x  1/4 1 

 
 При необходимости недостающие условные вероятности могут 
быть найдены при использовании формулы Байеса 
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k
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 В результате имеем:  


2/1

0
log21   бит, );( yxJ

0
2/1

2/


1
log)( 22 xJ   би; y т, 

1
2/1

1
log);( 23 yxJ   бит, 

 
 

322,1
)/()(

)( 3

1

3
222 


k

kk xypxp
zp

  бит. 

 6.11. бит. 
ования кодовых слов Шеннона–Фано реа-

  – в каждой позиции кодового слова сим  должны 
использоваться с равными вероятностями; 
 – вероятности появления символов в ка позиции не долж-
ны зависеть от расположения всех предыду имволов. 
 В табл. 11.1 приводится схема построения множества кодовых 
слов, а на рис. 11.17 – соответствующее ко .  
 
                                                                                Таблица 11.1 

Символы разрядов 
кодовых слов 

)/(
log

)/(
log);(

3
22 

xypxzp
zxJ

 131,81)()(  UHUH  
 7.1. Метод конструир
лизует два принципа: 

волы алфавита

ждой 
щих с

довое дерево

Сооб-
щения 

Вероятности 

1  3  4  
Кодшф 

kx  
)( kxp  

2  

1x  0,3 0 00 

2x  0
0 - 

,2 1 01 

3x  0,2 0 100 

4x  0,1 1 101 
0 

5x  0,1 0 110 

- 

6x  0,05 0 1110 

7 0,05 1 1111 x  

1 

1 
1 
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Рис. 11. овое дерево кода Шеннона - но

Эффективность кодирования составила 

17. Код Фа  
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 . 
6,2log

Э
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7.2. Процедура кодирования приведена на рис. 11.18. Опти-
альный троичный код привед 9 в виде непо  
одового дерева. Ко ризуется следующими параметр

 
м ен на рис. 11.1 лного
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Рис. 11.18. Процедура оптимального кодирования для

(



H

1x  0,3  0,3   0,45 1 

2x  0,25  0,25 0,3 

3x  0,13  0,2   0,25 

0,12  0,13  

 

4

5x  0,11  0,12   000 

6x  0,09     001 

x  

 3D  

1110      1111 

100         101     110 

00            

x1               x2       x3    6        x     x4      x5     x 7 

 01 

4 
 
3 
 
2 
 
1 

Конце-
вой узел 

Порядок 
узлов 

Промежу-
 узел точный

1 0 

1

2

0

0

1

1

20

 280



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.1 Не до е дерево

 При использовании произволь  алфавита ровки (

Рис. 1 9. полное ко во  
 
ного коди 2D ) 

динение
последую-

процедура Х ффм р ет на ервом   
сообщений с наименьшими вероятностями и на 

 ша
Число находится из ус о я

а ана п едполага п  шаге объе

0  m  D  

щих гах.  
  0m  л ви  








 ,

1
a








 ;2

0

0

D

mM
Dm

   

де  – цело оло е число
7.3. При применении процедуры нона – Фано целесообраз-

о первоначальное множество расположить в порядке убывания 
ероятностей и именно в такой последовательности пытаться про-
одить разбиения на три примерно равновероятных группы. Как 
показывает практ еспечивает наи-
большую эффективность кодирования, так как в каждой группе 
у ями.   

рег од
е присвоение символов алфавита кодировки различ-

щую структуру оптимального 

 8.1. Для применения процедуры Хаффмана необходимо постро-
ить множество, которое является декартовым произведением мно-

г  a е п жительно . 
Шен 

н  
в
в

ика построения кодов, это об

б дут фигурировать сообщения с равновеликими вероятност
 Что касается процедуры Хаффмана, то в ней все шаги строго 

ламентированы и никаких неоднозначностей к ирования нет. 
Произвольно

 ным ветвям дерева не нарушает об
кода.    

0 101           02    

0
2

1
1              2

0 1
2

000          0        01 

x1               x2          x3         x4         x5          x     6

3 
 

 

2 
 
1
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жеств и найти соответствующее распределение вероятностей 
(рис. 11.20) 

 . 

 3U , 

)()()()()( 321321
3  ppppp

Mi ,1    )(p  Код  3 3

1 000 1/27 1011 
2 001 2/27 1000 
3 010 2/27 1001 
4 011 4/27 11 
5 100 2/27 1010 
6 101 4/27 010 
7 110 4/27 011 
8 111 8/27 00 

 
 

Рис. 11.20. Схема решения задачи для 2D  
 
 8.2. Элементы решения задачи приведены на рис. 11.21. 
 

Mi ,1 3  )( 3p  

 
Код 

1 000   1/64 201 
2 001   3/64 21 
3 010   3/64 22 
4 011   9/64 10 
5 100   3/64 200 
6 101   9/64 11 
7 110   9/64 12 
8 111 27/64 0 

 

Рис. 11.21. Схема решен задачия и для 3D  
 

8.3. Процедура асимптотически эффективного кодирования 
состоит из сле

– находим наибольшее

 
дующих шагов: 

  M  число последовательностей  T , 
удовлетворяющее условиям 

}1,0{

......321








Источник 
инфор-
мации 

Источник 
инфор-
мации 

}1,0{

......321
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])([)(

;2 ])([

UHJ

M UH

  
;

 ловия 1 MDn  – из ус опр ляем ну ых с как 
н  большее целое 

еде  дли  кодов лов 
аименьшее




 . 
)




 


D
n 2

lo

1log


 
 Идея кодирования состоит в том, что

M(

2g

 M п

 этом

о ательностей 
из букв представляются различными ым ами дина-

 длины ельности – одним и 

тем  кодо словом. Возникающая при  вероятность неод-

 п

                                                                                        Таблица 11.2 

 Код 

следов
   

ковой

 же

кодов и слов  о

 n
вым 

 , а все остальные последоват

нозначного кодирования равна вероятности появления сообщений 

из множества T . 
 Результаты кодирования риведены в табл. 11.2. 

 

  
2  )( 2p  )(log)( 2

2
2  pJ  

1 11uu  1/4 2 00 

2 1/6 2,58 01 21uu  

3 1/12 3,58 11 31uu  

4 1/6 2,58 10 12uu  

5 22uu  1/9 3,17 11 

6 3uu  1/18 4,17 11 2

7 13uu  1/12 3,58 11 

8 23uu  1/18 4,17 11 

9 33uu  1/36 5,17 11 
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 8.4. Расчет условных энтропий проводится по следующим фор-
мулам:  

 



 







A A

A

ppAH

ppAH

2

1

,1)/(log)/() )(

, 2)(log)()(                    

12121
1

121

 
p(A/

1

, 752

.75/(   lim /(                                

...                                                           

75,1)/(log)/()/)(         

 )/(log)()/( /(

1 2 3

1 2 3

232311

2132213121
2







 

  



 

,1) ) 

 ,( 2

/ )() 

2








AAHA

pp

ppppAAH

A A A

A A A

 

AH

pp

 8.5. Результаты кодирования приведен бл. 11.3. Эффектив-
ность кодирования при составила 

 ы в та
этом 

98,0
2


/75,3

75,1

g(

)
Э

2






Dn

H
  .  

                                                                                       Таблица 11.3 

lo)/
/( AA



  

11aa  000 31aa  11000 

42aa  001 11001 41aa  

33aa  010 11010 22aa  

24aa  

1/8 

011 11011 32aa  

21aa  1000 11100 13aa  

12aa  1001 11101 23aa  

43aa  1010 11110 14aa  

34aa  

1/16 

1011 

1/32 

11111 44aa  

 8.6. В соответствии с основной теоремой кодирования 
1,22  n . 

 8.7. Метод универсального кодирования  (УК – метод Бабкина) 
применяется в случае неизвестных статистическ  
источника сообщений и состоит в следующем. Пусть в  накоплен-

их характеристик
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ном n - блоке имеется  k  единиц и (n-k) нулей. Пронумеруем по-
следовательно н  и единиц тречающиеся в n - б усть  

 номера позиций единиц. 

 Положим   – 

биномиальный  при

ули ы, вс локе. П

i i i k1 2, , . . . ,  –

b
i

kk
k







 






  









1

1

1

2

1
. . . , 

 коэффициент, причем полагаем 
 

 0

i 1 i
 2

где 
 







 







   =  .  

 В этом случае праведливы ующие у верждения

 1. 

 2. Соответствие между  n - ами и парами чисел

 с  след т : 

.1  0 








k
b k 

n

блок   k  -k b,
взаимно однозначно. 

 Тогда кодовое слово, соответствующее n - блоку, определяется 

как упорядоченная пара двоичных наборов  k b k, . При этом 

длина кодового слова    

















k

n
nl kn 22, log)1(log , где 

е большое целое. ]x[ – наименьше

 Для порожденной источником последовательности имеем 
 

. 64       , 8       

, 5 8       ,6       

,5

4





knli

k,ni

,5       3

2

i

,3       

,2 

   

                                     

1

1

    6





i

i

iiiii

 

      

                  0   1   1   0   1   1   0

              

54321

 8    7    5    4    3    2    1  
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 Построим для этого случая таблицу вычисления биномиальных 
). 

                                                                                            Таблица 11.4 

  

коэффициентов (табл. 9.5

        n   n 





1    n 





1  
 1  2  3  4 

  n 





1    n 





1  n 






1

5
 

i 5
   8     7    21    35     35    21 

        7     6    15    20    15     6  
i 4

   6      5    10    10     5     1 

   5     4     6     4     1     0 i 3

        4     3     3     1     0     0 

2i    3     2     1     0     0     0 

i 1
   2     1     0     0     0     0 

        1     0     0     0     0     0 
  
 В таблице слагаемые, соответствующие искомым биномиаль-
ным коэффициентам, обведены, 

b k bk k 32 0101 100000, ( , ) ( , ) . 
 Декодирование производится в обратном порядке; так как k=5, 
ищем в 5-м столбце наибольшее число, меньшее или равное 32. 
Вычисляем разность 32-21=11. В 4-м  столбце имеем наибольшее

меньшее ил  равное 11 и Таким  дир -
 

. образом ко
рои дитс пр . 

 8.8. Для ния за достат воспо аться твом 
ста арн дискретного ма ого ника. чник 

аре  как в преде  вероятностей не ят от 
и вед  соотношение 

число, 
вание п

и
зво я 

, 
и любом n

т.д же  де о

 реше
ости 

дачи очно 
рковск

льзов
источ

свойс
Истоцион

стацион н, так се рас ления  завис
i   спра ливо

)i()()
1

11
A

i ppp
ii

 / i( i
1


 

  . 

Бол ого стационарного с ния источника можно при-
нят

ее т , для остоя
ь 

.  322,14,0log    

)1(

);1)1(

2 




log

;1)1()0(

2


( 1 i

i

pp

ii

pJ

pp
 

i
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 9.1. Дискретный двоичный канал (ДК) без памяти задается мат-
рицей условных (переходных) вероятностей 
 

p y
i

x
k

p p

p
( / ) 

1 1 1 . 
p12 2

 В теории информации доказывается, что информационная про-
пускная способность дискретного стационарного канала может 
ыть вычислена по формуле  б

 
 



 

xp
YXHC

k

, );( max 
)(




X
kxp ,1)(

      

 где H X Y( ; )  – взаимная энтропия.  

 Вычислим пропускную способность ДК. Пусть zxp )( 1

вероятности

выходного

,  

Тогда, используя формулу полной  

 представим вероятности  

zxp 1)( 2 . 


X

iyp  )( kik xypxp )/()( ,

пространства в виде 
,)1()1()( 211 pzpzpzyp

,)1()1)(1()( 2212

2

zppzzpyp 


 

где
 Подставляя эти значения в  

 211 pp  . 

, )/(log)/()()/( 2

2



   , )(log)()(

, )/()();(





Y
ii ypypYH

XYHYHYXH

 

X Y
kikik xypxypxpXYH

получаем 

 

).1(log)1)(1(log)1(

, 1(

)(log)()(

222222

2

222

ppzppz

p

zp

pzpzYH




   )1(log) 2 pz 
log)1(log)1()/( 11121

22

zpppzXYH 
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Находим экстремум, приравнивая нулю производную 

0
z

. Посл
);( YXH

е несложных преобразований получаем 

,
1

 2
0 D

Dp
z




  

где   )/exp(1  BD , 

       ln()1(ln pppB .  )1ln()1(ln)1 22221111 ppppp   

 Итак, информационная пропускная способность канала вычис-

ляется по формуле  
0

);(
zz

YXHC


 . 

  ],[ 21 ppFC   приведена на рис. 11.22. 
 

 Поверхность

 
 

. Поверхность

 9.2. Эквивалентный канал (ри симметричен по входу и 
выходу. Следовательно, 

 . 

Рис. 11.22  С для двоичного канала 

 
с. 11.23) 

)22(log)22()221(log)221(1 2
2

22
2

2 ppppppppC 
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222 pp   pp   

p1  p1 2221 pp   

 
Рис. 11.23. Граф-схема эквивалентного канала 

 
 9.3. бит. 
 9.4. Эквивалентный канал – ДСКС. Следовательно, 

919,0C  

.   
2

)221(
log)221(

log)1(log)1(
2

2
2

2
2

22
2

2

pp
pp

ppppC





 

 9.5. Эквивалентный канал – ДК Следовательно,  . 

)2(log)2()1(log)1(1 2
22 ppppppC  . 222 

 9.6. 
2

1

2
log2 2

pp
pC log)1( 2p


  . 

9.7.



  )1(log)1(log2 22 ppppC  .  
Данное решение находится с учетом того обстоятельства, что 

 . 

9.8. Решив экстремальную задачу с ограничением 

 
0log  2

0



pplim

p

 

 
 













 ,1)(

,)/()();(    max   

3

)( xp

xp

XYHYHYXHC
k

1k
k

   

информационную пропускную способность заданного получим 
канала 

)1(log)1(log1 22 pppp  )21(log 2C  . 
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 10.1. На приемном конце принята комбинация 

 
1101101
1234567 xxxxxxx
. 

 Вычислив опознаватель 
,1

,

,0

76543

76322

75311




1



xxxxo

xxxxo   

xxxxo

исправляем  передан 5-й разряд. Следовательно, был  код 1001011. 
ющая матрица группового кода  (7,4) имеет  Образу Хэмминга

вид 

111:0001

011:0010

101:0100

1243567                                 

110:1000

: ,,   kkn
T
kkn BIM

  , 

который позволяет достаточно просто убедиться в правильности 
принятого решения. 

 На приемном конце принята комбинация

Производим деление многочленов 

         

По таблице ошибок (табл. 10.11) находим, что искажение про-
 

 10.2.
1234567

   . 
1101001

                                   4  xx

            

1

                      

24

3346







xxx

xxxx

1                        2 x

  x

1         1 336  xxxxx

изошло в разряде 7. Исправляем этот разряд. Следовательно, был
передан код 0001011. 
 Образующая матрица циклического кода Хэмминга (7,4) имеет 
вид 
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101:0001

111:0010

011:0100

110:1000

:

1243567                                 

,,   kkn
T
kkn BIM

  , 

который позволяет также убедиться в правильности принятого 
решения. 
 10.3. n -разрядные комбинации неразделимог о 
кода получаются умножением многочленов, соответству
разрядным информационным ком

о циклическог
ющих 

бинациям, на порождающий 
многочлен .  
 Искажение произошло в разряде 6. Следовательно, передавался 
код 0111, после кодирования которого на выходе кодера была ком-

. 
етры группового кода определя в соответствии 

с неравенствами 

k -

)(xg

бинация 0100011
 10.4. Парам ются 

2

)1(
12   , 312


  nn

nknk , т.е. 

водиться с учетом того, что опознаватели 

 одиночных ошибок, составляющих эту двойную 
ошибку. 
 Удовлетворить этому требованию можно только при парамет-
рах группового кода (8,2), который в свою очередь характеризует-
ся образующей матрицей 

                              

 7  , 2  nk .  
 В этом случае составление таблицы опознавателей одиночных 
ошибок должно произ
двойных ошибок будут образовываться суммированием по модулю 
два опознавателей

12346758  

110011:01

111100:10
: ,,   kkn

T
kkn BIM    . 

н

 10.5. Циклический код строится путем приписывания к каждой 
неизбыточной комбинации информационных символов остатка от 
деления этой комбинации на )(xg . При этом под информацио -
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ные символы принято отводить k  старших разрядов, а под прове-
рочные – ( ) kn  младших.  построения кода приведен в 

                                                          Таблица 11.5 

од

Процесс
табл. 11.5. 
 
                                

К  3)( xxai  









)

)

x

x

(
)(

g
x i  )()()(

( 3xa
ri

~ 3 xxxaxa ii  ri  

001 1 1 0001:101 3x0  2 x  23  xx  
0010 4x  12  xx  124  xxx  0010:111 

0100 5x  1x  15  xx  0100:011 

1000 6x  xx 2  xxx  26  1000:110 

 10.6. Известно, что неразделимый циклический код получается 
умножением многочленов, соответствующих k -разрядным ин-
формационным комбинациям, порождающий многочлен )(xg . 
Процесс  кода приведен в табл. 11.6. 
 
                                                                          Таблица 11.6 

на  
построения

          

Информационный 
код 

)(xai  )()()(~ xgxaxa ii   Циклический 
код 

0001   1 13  xx  0001011 

0010   x  xxx  24  0010110 

0100 2x  235 xxx   0101100    

1000   3x  346 xx   x 1011000 

 
 10.7. Параметры циклического кода определяются в соответст-
вии с твами: т.е. 

 Выбираем дающий 

неравенс

 5 . 

 порож

2/)1(12   , 12   nnnknk , 1

многочлен

  , 1 nk
 4)(deg  knxg , 

)(mod015 xg .

)  такой многоч е

кото-

р лял делителем дву а  

ж

ый яв ся бы 

(1 x

член x

1
 В разло-

ении )(1 345  xxxxx 2  л н единст-
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венный – Тогда образу щая  

принимает

1)( 234  xxxxxg . 

 вид 

ю  матрица

1111:11,5 M  . 

 одиночных и двойных  Таблица ошибок приведена в табл. 11.7.

     
  
                                                                                   Таблица 11.7

i  )(xi  







)(

)(

xg

xi  Код - 
опознаватель 

1 1 1 0001 
2 x  x  0010 

3 02x  2x  100 
3x  3x  1000 4 
4x  123  xxx  1111 5 

1  x 1x  0011 6 

12   x 12 x  0101 7 

8 1001 13 x  13 x  

9 14 x  xxx  23  1110 

1 0110 0 xx 2  xx 2  

11 1010 xx 3  xx 3  

12 xx 4  123  xx 1101  

13 23 xx   3 xx  00 2  11
24 xx   13  xx  14 1011 

15 1  0111 34 xx   2  xx
 
 10.8. Аппаратная реализация группового кода Хэмминга (3,1) с 
образу  11:11,3 M  ющей матрицей приведена на рис. 11.24. 

,1) 
с образующей матрицей
 10.9. Аппаратная реализация циклического кода Хэмминга (3

 11:11,3 M  приведена на рис . 

 10.10 оды БЧХ строятся по заданным N и T. Знач  (число 
информационных разрядов) неизвестно, пока не на порож-
дающий огочле  кода G(x). В конкретном случае 

. 11.25

. К ение k
йден  

 мн н
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)](x),...,((),([ НОК)( 231 FxFxFxFxG Di ),...,    , 

где минимальные многочлены, а D=2T+1 –  

 Хэмминга кода БЧХ. Длина кода БЧХ, авило, 

 из выражения

 (xFi

расстояние

определяется

)  – минимальное

как пр

 N m 2 1, 
ация, когд

 не целым

NC

где m - любо ое чис-
ло.  возникает ситу вычисленное ормуле 

получается . Тогда необходимо поль-

 

е цел
Иногда
log

ься

а по ф
m N  )1  

зоват ормулой

(2

 ф m  lo

результат

кода БЧХ

g ( )2 0 1

 оказался 

  mTr

, подбирая  

лочисленным о про-

 

минимальное

C 0 чтобы 

вер азрядов

 та

очны

кое, це . Числ

х р  , отсюда число рмаци- инфо

онных разрядов   k

 

C

m




0

mT . 
2 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

Рис. 11.24. Кодер и декодер группового кода (3,1) 
 

 Если 

 

r
C

m


2 1

0

делен, так как число про-, то код БЧХ не опре

верочных разрядов не может быть больше длины кода. 

Канал 

3 2 1

3 2 1

=

=

Дешифратор 

Кодер 

Декодер 
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Рис. 11.25. Кодер и декодер циклического кода (3,1) 

 
Порождающий многочлен кода длины N=21, служащий для 

справления двухкратных ошибок T=2, получается следующим 
образом. Формула 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 1 2

Вход 

Выход 

Канал

  
и

m N log ( )2 1  к положительным результа-

там не приводит, а формула m NC log ( )2 0 1  при 30 C  

многочлено
)x  и 3F

дает 

=6. Далее  в 
(табл. 10.6). Выбираем

ак -2=3. Умн

m обращаемся к таблице 
 минимальные 

о

минимальных
многочлены (1F )(x , 

т  как D жаем индексы выбранных многочленов на C0  
и окончательно получаем 
 

.  1   

]1,1[НОК

)](),([НОК)(

45789

23246

93







xxxxxx

xxxxxx

xFxFxG

 

 
Следовательно , 9)(deg  xGr  

 (21,12) находятся как

двучлен 

и Строки образующей 
ы кода   п -

ия на 

 12k . 
остатокматриц  от деления роизведе

н  x G xj ( )  x N 1 (рис. 11.26). 
 

 

1 
0 Фильтр

Логическая 
 схема

Буферное 
 запоминающее

устройство 

Кодер 

Декодер 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Традиционный подход исправления статоч рудо-

емкий, так как получить 









T

i i

N

1

 опознавателей не представляется 

целесообразным. Воспользуемся следующим алгоритмом деко
рования.  

Допустим, что передава








T

i i

N

1

 опознавателей не представляется 

целесообразным. Воспользуемся следующим алгоритмом деко
рования.  

Допустим, что передава

 ошибок до но  т

ди-

лась кодовая комбинация постро-
нная на основе образующей матрицы кода БЧХ (  порож-
дающим многочленом способным исправлят  крат-

ности

ди-

лась кодовая комбинация постро-
нная на основе образующей матрицы кода БЧХ (  порож-
дающим многочленом способным исправлят  крат-

ности

 
е
 
е

 )(xA , 
N, k) с
ь ошибки

 )(xA , 
N, k) с
ь ошибки )(xG ,  )(xG , 

  T  включительно
 В результате воздействия помех в канале связи в приемнике 

получена комбинация где  – многочлен 

е

лимого в п  деление на 
ногочлен
Эта процедур ения остатка с весом не 

ольше 

.  

 )())(* xEAxA  , 

)  на )(xG  и исля

 разр

(x  )(xE

олняем

ошибки. Делим *A выч м вес W  полученного 

остатка. Если TW  , производим циклический сдвиг предыдуще-
го де лево на один яд и опять вы

(x

) .  м  G(x
 а повторяется до получ
б T . Если TW  , складываем последнее делимое с полу-
енным остатком еский сдвиг полученной 
омбинации впра на сколько осуществлялся 
двиг влево. Пол ную комбинацию. 
Процесс спр ци Х 

1,12) приведен 
10.11. Образую  (31,1) имеет вид 

ч  и производим циклич
к во на столько разрядов, 
с учаем истинную передан
  и авления ошибок для клического кода БЧ
(2 на рис. 11.27. 
 щая матрица кода БЧХ

1111111111111111111111111111: 1111,31 M   . 

12,21M  Рис. 11.26. Образующая

000000000001:110110011 
000000000010:011010101 
000000000100:110101010 
000000001000:011 00111 
000000010000:111 01110 
000000100000:000 01111 
000001000000:001 11110 

001 000

000000000:1110110

 
 (21,12)матрица кода БЧХ

1
0
1
0

000010000000:010111100 
0 00000000:101 11  
001000000000:101000011 
010000000000:100110101 
100 01 

1
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 10.12. Циклический код Файра позволяет обнаружить пакет 

й мн

 , где

где показатель для , т.е. 

ес

гочл

 должна удовлетворять условию 

причем должно делиться нацело на

ошибок длиной b  и исправить одиночную вспышку (пакет) оши-
бок длиной l . Порождающи огочлен кода определяется из вы-

ражения )(()(  cxxpxg  )(xp  – неприводимый много-

член степени m . Длина кода n  равна наименьшему общему крат-
ному e и 

)1

c },{НОК cen:    ,  e  –  )(xp
наименьшее число, при котором 

)(mod01 xpxe   . 
 

 
Рис. 11.27. Проц с исправления ошибок 

 
 В  частности,  если   является примитивным мно еном, 

то 12  me . Степень двучлена

)(xp  

 не 1 lb , c  c  12 m . 

 Передаваемое сообщение: 
         A(X)= 110000000000011101100.    
 Кратность ошибки:   T= 2. 
 Вектор ошибки: 
            E(X)= 110000 00000000000 0000. 
 В результате де помех але связи на приемном це была приня-йствия  в кан кон
та комбинация: 
             A"(X)=000000000000011101100. 
 Проводим деление принятой комбинации на   G(X) . 
                                                                Цикл N 1 
 Остаток:  1 100 1101 с весом W = 5. 
 Так как   W>T , то надо произвести циклический сдвиг   A"(X)  влево   на  1  
разряд и с ова произв т деление на   G(X)  . н ес и 
                                                                Цикл N 2 
 Остаток:  111011000 с весом W = 5. 
 Так как   W>T , то надо произвести циклический сдвиг   A"(X)  влево   на  1  
разряд и снова произвести деление на   G(X)  . 
                                                                Цикл N 3 
 Остаток:  11 с весом W = 2. 
 Теперь, когда   W<=T ,  можно произвести сложение по модулю 2 циклически 
сдвинутой комбинации   A"(X)  и полученного остатка. 
 Комбинация A"(Х) , циклически сдвинутая влево на 2 разряда: 
            000000000001110110000. 
 Сумма циклически сдвинутой комбинации A"(X) и полученного остатка: 
            000000000001110110011. 
 Наконец, проведем обратный циклический сдвиг этой суммы вправо на  2 
разряда. 
 Получили переданное сообщение: 
            110000000000011101100. 
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cmr  Число проверочных разрядов равно . 
l  и 

Код позволяет 
обнаружить пакет ошибок длиной  исправить вспышку 
ошибок

b
 длиной ml  . 

 задачиВ соответствии с условием  степень lmxp )(deg . 

91 lbcС ет пень двучлена .  

 В  

щий многочлен имеет вид 

овой комбинации  

Файра имеет параметры 

 1
п нации, в данном случае со-
с
 

ыберем в качестве неприводимого многочлена
5 1)( 2  xxxp . Порождаю

)1)(1()(  xxxxg . Длина 95 код

2799)12(  , а число проверочных символов  

1459 m . Следовательно, код 

5n

(2 9,265). 7
0.13. Избыточность кода, характеризуемая отношением числа 

роверочных символов к длине комби
ат вит 14/279=0,05. 
Любой циклический код, рассчитанный на исправление  T -
ак вления 

т
р тных ошибок, может быть использован для испра паке-

T . ов ошибок длины не более Однако избыточность кода
внению с циклическим кодом Файра

 бу  
с , 
и е
правления  5 воспользоваться БЧХ  кодо  
б

дет

м с

ущественно выше по сра
м ющим ту же корректирующую способность. Так, если для ис-

 пакетов ошибок длины
5лизким значением 25n , то при число проверочных 

символов составит 40, а избыточность – 40/255=0,16. 
 Это подтверж ь пакет 
шибок проще, чем то же количество ошибок, рассредоточенных 
о

0.14. Пар

5T  

дает вполне очевидный вывод: исправит
о
п  всей комбинации. 
 1 аметры циклических кодов Файра с ml   приведены 

.  
                                                    Таблица 11.8

в табл. 11.8
 

i  ),( kn  ml   

1 (693,676) 6 
2 16( 51,1631) 7 
3 (3825,3802) 8 
4 (8687,8661) 9 
5 (19437,19408) 10 
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 10.15. Рез получены спользованием к пьютерного 
рис. 11.28). 

ультаты с и ом
учебника ОТИК 4.15 (
 

 
 

 
Рис. 11.28. Результаты синтеза кодера и декодера 

 299



 
СПИСОК  РЕКОМЕНДУЕМОЙ  ЛИТЕРАТУРЫ 

(жирным шрифтом выделена основная литература) 

 

 1. Котоусов А.С. Теория информации. Учебное пособие для вузов. – 
М.: Радио и связь, 2003. 
 2. Липкин И.А. Статистическая радиотехника. Теория информа-
ции и кодирования. – М.: Вузовская книга, 2002. 
 3. Гоноровский И.С. Радиотехнические цепи и сигналы. – М.: Со-
ветское радио, 1986. 
 4. Темников Ф.Е. и др. Теоретические основы информационной 
техники. – М.: Энергия, 1979. 
 5. Кузьмин И.В., Кедрус В.А. Основы теории информации и кодиро-
вания. – Киев: Вища школа, 1986. 
 6. Федосеев Ю.Н. Элементы теории передачи и кодирования дискрет-
ной информации в АСУ. – М.: МИФИ, 1981. 

7. Блейхут Р. Теория и практика кодов, контролирующих ошибки
ер. с англ. – М.: Мир, 1986. 

 8. Абдуллаев Д.А., Арипов Н.Н. Передача дискретных сообщений в 
задачах и упражнениях. Учебное пособие для вузов. – М.: Радио и связь, 
1985. 
 9. Березкин Е.Ф. Основы теории информации и кодирования. 
Лабораторный практикум: Учебно-методическое пособие. – 2-е изд., 
перераб. и доп. – М.: МИФИ, 2009.  
 10. Фано Р. Передача информации. Статистическая теория связи. – М.: 
Мир, 1965. 
 11. Дмитриев В.И. Прикладная теория информации. Учебник для ву-
зов по специальности "Автоматизированные системы обработки инфор-
мации и управления". – М.: Высшая школа, 1989. 
 12. Хэмминг Р.В. Теория кодирования и теория информации. – М.: 
Радио и связь, 1989.  
 13. Хетагуров Я.А., Руднев Ю.П. Повышение надежности цифровых 
устройств методами избыточного кодирования. – М.: Энергия, 1974.  
 14. Древс Ю.Г., Реутов В.Ф. Ортогональные преобразования сигналов 
и их применение в технике. – М.: МИФИ, 1988. 
 15. Березкин Е.Ф. Сборник задач по курсу "Основы теории ин
формации и к
 16. Панин В ФИ, 2001. 
 17. П орию 
кодиров

 
П

: 

-
одирования". – М.: МИФИ, 2002. 
.В. Основы теории информации. Ч.1. – М.: МИ

анин В.В. Основы теории информации. Ч.2. Введение в те
ания. – М.: МИФИ, ФГУП ИСС, 2004. 

 300



 18. Гольденберг Л.М., Матюшкин Б.Д., Поляк М.Н. Цифровая обра-
ботка сигналов: Учебное пособие для высших учебных заведений. – М.: 

вы теории информации: учебное пособие для 

и передачи инфор-

Радио и связь, 1990. 
 19. Панин В.В. Осно
вузов. –  2-е изд., испр. и доп. – М.: БИНОМ. Лаборатория знаний, 2007.  
 20. Литвинская О.С., Чернышев Н.И. Основы теори
мации: учебное пособие. – М.: КНОРУС, 2010. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 301



 
ПРИЛОЖЕНИЯ 

 вероятностей 
 

 Приложение 1. Таблица значений интеграла







x z

dzexF
0

2

2

2

1
)(  

x  )(xF  x  )(xF  x  )(xF  x  )(xF  

0,00 0,0000 0,25 0,0987 0,50 0,1915 0,75 0,2734 

0,01 0,0040 0,26 0,1026 0,51 0,1950 0,76 0,2764 

0,02 0,0080 0,27 0,1064 0,52 0,1985 0,77 0,2794 

0,03 0,0120 0,28 0,1103 0,53 0,2019 0,78 0,2823 

0,04 0,0160 0,29 0,1141 0,54 0,2054 0,79 0,2852 

0,05 0,0199 0,30 0,1179 0,55 0,2088 0,80 0,2881 

0,06 0,0239 0,31 0,1217 0,56 0,2123 0,81 0,2910 

0,07 0,0279 0,32 0,1255 0,57 0,2157 0,82 0,2939 

0,08 0,0319 0,33 0,1293 0,58 0,2190 0,83 0,2967 

0,09 0,0359 0,34 0,1331 0,59 0,2224 0,84 0,2995 

0,10 0,0398 0,35 0,1368 0,60 0,2257 0,85 0,3023 

0,11 0,0438 0,36 0,1406 0,61 0,2291 0,86 0,3051 

0,12 0,0478 0,37 0,1443 0,62 0,2324 0,87 0,3078 

0,13 0,0517 0,38 0,1480 0,63 0,2357 0,88 0,3106 

0,14 0,0557 0,39 0,1517 0,64 0,2389 0,89 0,3133 

0,15 0,0596 0,40 0,1554 0,65 0,2422 0,90 0,3159 

0,16 0,0636 0,41 0,1591 0,66 0,2457 0,91 0,3186 

0,17 0,0675 0,42 0,1628 0,67 0,2486 0,92 0,3212 

0,18 0,0714 0,43 0,1664 0,68 0,2517 0,93 0,3238 

0,19 0,0753 0,44 0,1700 0,69 0,2549 0,94 0,3264 

0,20 0,0793 0,45 0,1736 0,70 0,2580 0,95 0,3289 

0,21 0,0832 0,46 0,1772 0,71 0,2611 0,96 0,3315 

0,22 0,0871 0,47 0,1808 0,72 0,2642 0,97 0,3340 

0,23 0,0910 0,48 0,1844 0,73 0,2673 0,98 0,3365 

0 4 0,0948 0,49 0,1879 0,74 0,2703 0,99 0,3389 ,2
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x x x x )(xF   )(xF   )(x  F  )(xF  

1,00 0,3485 1,30 0,4032 1,60 0,4452 1,90 0,4713 

1,01 0,3438 1,31 0,4049 1,61 0,4463 1,91 0,4719 

1,02 0,3461 1,32 0,4066 1,62 0,4474 1,92 0,4726 

1,03 0,3485 1,33 0,4082 1,63 0,4484 1,93 0,4732 

1,04 0,3508 1,34 0,4099 1,64 0,4495 1,94 0,4738 

1,05 0,3531 1,35 0,4115 1,65 0,4505 1,95 0,4744 

1,06 0,3554 1,36 0,4131 1,66 0,4515 1,96 0,4750 

1,07 0,3577 1,37 0,4147 1,67 0,4525 1,97 0,4756 

1,08 0,3599 1,38 0,4162 1,68 0,4535 1,98 0,4761 

1,09 0,3621 1,39 0,4177 1,69 0,4545 1,99 0,4767 

1,10 0,3643 1,40 0,4192 1,70 0,4554 2,00 0,4772 

1,11 0,3665 1,41 0,4207 1,71 0,4564 2,10 0,4821 

1,12 0,3686 1,42 0,4222 1,72 0,4573 2,20 0,4861 

1,13 0,3708 1,43 0,4236 1,73 0,4582 2,30 0,4893 

1,14 0,3729 1,44 0,4251 1,74 0,4591 2,40 0,4918 

1,15 0,3749 1,45 0,4265 1,75 0,4599 2,50 0,4938 

1,16 0,3770 1,46 0,4279 1,76 0,4608 2,60 0,4953 

1,17 0,3790 1,47 0,4292 1,77 0,4616 2,70 0,4965 

1,18 0,3810 1,48 0,4306 1,78 0,4625 2,80 0,4974 

1,19 0,3830 1,49 0,4319 1,79 0,4633 2,90 0,4981 

1,20 0,3849 1,50 0,4332 1,80 0,4641 3,00 0,4986 

1,21 0,3869 1,51 0,4345 1,81 0,4649 3,20 0,4993 

1,22 0,3888 1,52 0,4357 1,82 0,4656 3,40 0,4996 

1,23 0,3907 1,53 0,4370 1,83 0,4664 3,60 0,4998 

1,24 0,3925 1,54 0,4382 1,84 0,4671 3,80 0,49993 

1,25 0,3944 1,55 0,4394 1,85 0,4678 4,00 0,499968 

1,26 0,3962 1,56 0,4406 1,86 0,4686 4,50 0,499997 

1,27 0,3980 1,57 0,4418 1,87 0,4693 5,00 0,49999997

1,28 0,3997 1,58 0,4429 1,88 0,4699   

1,29 0,4015 1,59 0,4441 1,89 0,4706   
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 Приложение 2. Таблица значений двоичного логарифма 
p2log  

 

p  p  2log p  p2log p  plog 2
p  plog2

0,01 9     6,643 0,26 1,9434 0,51 0,9714 0,76 0,3960 

0,02 9     5,643 0,27 1,8890 0,52 0,9434 0,77 0,3770 

0,03 9     5,058 0,28 1,8365 0,53 0,9159 0,78 0,3584 

0,04 9     4,643 0,29 1,7859 0,54 0,8890 0,79 0,3401 

0,05 0     4,322 0,30 1,7370 0,55 0,8625 0,80 0,3220 

0,06 9     4,058 0,31 1,6897 0,56 0,8365 0,81 0,3040 

0,07 5     3,836 0,32 1,6439 0,57 0,8110 0,82 0,2863 

0,08 3,6439 0,33 1,5995 0,58 0,7859 0,83 0,2688 

0,09 3,4739 0,34 1,5564 0,59 0,7612 0,84 0,2515 

0,10 9     3,321 0,35 1,5146 0,60 0,7370 0,85 0,2345 

0,11 4     3,184 0,36 1,4739 0,61 0,7131 0,86 0,2176 

0,12 9     3,058 0,37 1,4344 0,62 0,6897 0,87 0,2009 

0,13 4     2,943 0,38 1,3959 0,63 0,6666 0,88 0,1844 

0,14 5     2,836 0,39 1,3584 0,64 0,6439 0,89 0,1681 

0,15 0     2,737 0,40 1,3219 0,65 0,6215 0,90 0,1520 

0,16 9     2,643 0,41 1,2863 0,66 0,5995 0,91 0,1361 

0,17 4     2,556 0,42 1,2515 0,67 0,5778 0,92 0,1203 

0,18 9     2,473 0,43 1,2176 0,68 0,5564 0,93 0,1047 

0,19 9     2,395 0,44 1,1844 0,69 0,5353 0,94 0,0893 

0,20 9     2,321 0,45 1,1520 0,70 0,5146 0,95 0,0740 

0,21 5    0,96 0,0589 2,251 0,46 1,1203 0,71 0,4941 

0,22 4    0,97 0,0439 2,184 0,47 1,0893 0,72 0,4739 

0 91 ,23 2,1203 0,48 1,0589 0,73 0,4540 0,98 0,02

0,24 2,0589 0,49 1,0291 0,74 0,4344 0,99 0,0145 

0,25 2,0000 0,50 1,0000 0,75 0,4150 1,00 0,0000 
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Приложение 3. Список примитивных неприводимых  
многочленов с минимальным числом ненулевых  

коэффициентов 

 m

М чл над е максима

 

 

Степень 

 

ного ены gi )(x

азат
e 

, при лежащи льно-

му пок елю    1e , 

)mo  

2  m т.е. 

(d xgi01x

1x  1 

12  xx  2 

1  , 1 xxxx  3 233 

4 1  , 44  xx  1 3 xx  

5 1  ,  xx 12  35  x5x  

6 1  , xx  1 56  x6x  

7 1  , 1 3 xxx    , 1 7x 4 x7 7  x

1  , 1 3  xxxxxxxx  8 5682348

9  1  ,  xxxx  1 5949  

10 1  ,  xx 13  710  x10x  

11 1  ,  xx 12  911  x11x  

12 1    61  xxxx , 1 8 112  x46  xx12x

13 1    , 1 913  xxxxx 10 12 x34  x13x

1  , 1 4 xxxxxxxx  6131461014 14 

15 1   1515  xx , 1 14 xx  

16 1     , 1 41  xxxxx 13 156  x312  x16 x

17      1 173 xx   , 1 14 x17 x

18   1187  xx        , 1 11  x18 x

19   , 1  xxxxxxxx 1141718192519  

 11720  x  20    , 1320  xxx
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Степень 
Многочлены )(xgi , принадлежащие максимально-

му показателю    12  me , т.е. 

)(mod01 xgx i
e   

 m  

21 1   , 1 1921221  xxxx  

22 1   , 1 21222  xxxx  2

1   , 1 1823523  xxxx  23 

1   ,  1 172223242724  xxxxxxxx24 

1   , 1 2225325  xxxx  25 

1   ,  1 202425262626  xxxxxxxx26 

1   ,  1 222526272527  xxxxxxxx27 

28 1   , 1 2528328  xxxx  

29 1   , 1 2729229  xxxx  

30 1   ,  1 728293022330  xxxxxxx x

31 1   , 1 2831331  xxxx  

32 1   ,  1 1030313222232  xxxxxxxx

33 1   , 1 20331333  xxxx  

 

Прило ие 4. Разложение двучлена на неприводимые 
 сомножители над полем

 
Двучлен 

Неприводимые сомножители 

жен  1nx  
 )2(GF  

1nx  

1  x 1x  

12 x  
2)1( x  

13 x  )1)(1( 2  xxx  

14 x  
4)1( x  

15 x  )1)(1( 234  xxxxx  
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Двучлен 

1nx  
Неприводимые сомножители 

16 x  
222 )1()1(  xxx  

17 x  )1)(1)(1( 233  xxxxx  

18 x  
8)1( x  

19 x  )1)(1)(1( 362  xxxxx  

110 x  
22342 )1()1(  xxxxx  

1  11x
)1                   

)(1(
234

5678910





xxxx

xxxxxxx
 

112 x  
424 )1()1(  xxx  

1  13x
)1                   

)(1(
234

56789101112





xxxx

xxxxxxxxx
 

114 x  
223232 )1()1()1(  xxxxx  

1  15x
)1(                  

)1)(1)(1)(1(
234

3442





xxxx

xxxxxxx
 

116 x  
16)1( x  

117 x
)1)(1( 2678  xxxxxx

 
)134

4





xx

x
 

(               58  xx

118 x  
236222 )1()1()1(  xxxxx  

1 19 x

)1                     

   

)(1(

23

4567891011

12
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