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ВВЕДЕНИЕ 

Учебное пособие "Статический расчет конструкций численными 

методами" разработано в соответствии с рабочей программой курса 

"Вычислительные методы в строительстве" ФГБОУ ВО «СибАДИ» и 

предназначено для автоматизированного (применена стандартная 

среда MS Excel и ПК «Лира  САПР») решения задач по расчету и 

проектированию стержневых и пластинчатых элементов: 

- краткое изложение основных понятий “Сопротивления мате-

риалов”; 

- понятие о производной и способ записи производной в конечно-

разностном виде; 

-  теория применения метода начальных параметров для решения 

дифференциальных уравнений изгиба стержневых систем под дейст-

вием нагрузок; 

- теория применения метода конечных разностей (МКР) для ре-

шения дифференциальных уравнений изгиба стержней и тонких же-

стких пластин под действием нагрузок; 

 - теория применения метода конечных элементов (МКЭ) для ре-

шения различных задач по расчету и проектированию строительных 

конструкций; 

- приведены подробные примеры автоматического расчета пред-

ложенными методами. 

Ввиду того что основная часть расчетов производится в среде MS 

Excel, пользователь должен уметь: 

- выполнять элементарные математические вычисления в среде 

Excel; 

- пользоваться панелью инструментов "Рисование" для изобра-

жения расчетных схем, задач; 

- работать с "Мастером диаграмм"; 

- работать с файлами (копирование, запоминание, перемещение, 

стандартная панель инструментов); 

- вывести данные рабочего листа на печать. 
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1. КРАТКАЯ ИНФОРМАЦИЯ, НЕОБХОДИМАЯ ДЛЯ

ИЗУЧЕНИЯ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РАСЧЕТА 

1.1. Основные понятия, допущения и гипотезы сопротивления 

материалов 

Сопротивление материалов – наука об инженерных методах 

расчета на прочность, жесткость и устойчивость элементов зданий и 

сооружений [1,2]. 

Прочность – способность конструкции, ее частей и деталей вы-

держивать определенную нагрузку не разрушаясь. 

Жесткость – способность конструкции и ее элементов противо-

стоять внешним нагрузкам в отношении деформации. При заданных 

нагрузках деформации не должны превышать определенной величи-

ны, устанавливаемой в соответствии с требованиями, предъявляемы-

ми к конструкции. 

Деформация – изменение размеров и формы элементов под 

действием  внешних нагрузок. 

Устойчивость – способность конструкции или ее элементов со-

хранять определенную начальную форму упругого равновесия под 

нагрузкой. 

Упругость – способность детали восстанавливать первоначаль-

ную форму и размеры после снятия нагрузки. 

Для расчетов напряжений и деформаций в произвольном теле 

надо составить систему дифференциальных уравнений и решить ее. В 

общем случае такая задача неразрешима. Чтобы получить решение 

данной задачи, необходимо принять упрощающие гипотезы, которые 

сужают круг решаемых задач, но позволяют использовать для реше-

ния простые инженерные формулы. Эти гипотезы следующие: 

Гипотеза о сплошности материала. Предполагается, что мате-

риал полностью заполняет форму тела. Атомистическая теория дис-

кретного строения вещества во внимание не принимается. 

Гипотеза об однородности и изотропности. В любом направ-

лении свойства материала считаются одинаковыми. 

 Гипотеза о малости деформаций. Деформации малы в сравне-

нии с размерами деформируемого тела. Малые деформации рассмат-

риваются как бесконечно малые величины в математическом анализе.  

 Гипотеза о совершенной упругости материала. Все тела 

предполагаются абсолютно упругими. 
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 Гипотеза о линейной зависимости между деформациями 

и нагрузками. 

 Приняв гипотезы о малости деформаций и о линейной зависи-

мости между деформациями и усилиями, можно применять принцип 

суперпозиции – принцип независимости и сложения действия сил. 

 При всем разнообразии видов конструктивных элементов, 

встречающихся в зданиях и сооружениях, их можно свести к сравни-

тельно небольшому числу основных форм. Тела, имеющие эти основ-

ные формы, и являются объектами расчета на прочность, жесткость и 

устойчивость. К ним относятся стержни, оболочки, пластины и мас-

сивные тела.  

Брус – тело, у которого один размер значительно превышает два 

других размера.  

Стержень – прямолинейный брус. 

Балка – стержень, работающий на изгиб. 

Оболочка – тело, у которого один из размеров меньше двух 

других. 

Пластина – частный случай оболочки, у которой серединная 

поверхность – плоскость [1,2]. 

1.2. Реальный объект, расчетная схема, система координат, 

классификация внешних сил 

Исследование вопроса о прочности реального объекта начинает-

ся с построения расчетной схемы. Приступая к расчету конструкций, 

следует установить, что является существенным, а что несуществен-

ным. 

 Необходимо произвести схематизацию объекта и отбросить все 

те факторы, которые не могут заметным образом повлиять на работу 

конструкции в целом. Такого рода упрощение задачи или выбор ее 

схемы во всех случаях совершенно необходимы, так как решение с 

полным учетом всех свойств реального объекта является принципи-

ально невозможным в силу их очевидной неисчерпаемости. 

Реальный объект, освобожденный от несущественных особен-

ностей, носит название расчетной схемы. Для одного и того же объек-

та может быть предложено несколько расчетных схем, в первую оче-

редь в зависимости от требуемой точности и от того, какая сторона 

явления интересует исследователя в конкретном случае. 
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При построении расчетной схемы в первую очередь определяют 

форму объекта и типы опор. Далее производится анализ и сбор внеш-

них нагрузок. При назначении схем опор руководствуются тремя ос-

новными типами (рис. 1.1): 

 
Рис.1.1.  Основные типы опор, используемые при составлении расчетных схем: 

а – жесткое закрепление (опора); б – шарнирно-неподвижное закрепление (опора);  

в – шарнирно-подвижное закрепление (опора) 

 

Жесткое закрепление препятствует как перемещениям, так и 

повороту объекта в месте закрепления, шарнирно-неподвижное раз-

решает поворот в опоре, шарнирно-подвижное разрешает поворот и 

одно перемещение (показаны стрелками). Кроме перечисленных ос-

новных типов опор встречаются упругие опоры с заданной жестко-

стью при линейном или угловом перемещении. Такие опоры могут 

быть промежуточными или сплошными в виде упругого основания.  

При построении теоретических выкладок будем придерживаться 

правовинтовой или правой декартовой системы координат (рис.1.2). В 

ней момент силы положителен, если его вектор совпадает с направле-

нием оси вращения (поступательное движение правого буравчика при 

его вращении моментом совпадает с направлением оси, при этом 

принято наименование оси ставить в виде индекса момента, например 

Mx, My).  

Правовинтовая система координат – если смотреть с конца 

оси, например z на плоскость xy, то относительный ближайший пово-

рот осей в алфавитном порядке (x к y относительно оси z) происходит 

против часовой стрелки (рис.1.2). 

 
Рис.1.2. Правая система координат 

 

а б в 
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При выявлении и учете внешних нагрузок принято разделять их 

следующим образом: 

– объемные силы приложены к каждой частице тела по всему 

его объему (собственный вес тела, силы инерции – q, кгс/м
3
, Н/мм

3
); 

–  распределенные по площади (площадь, по которой переда-

ется нагрузка, соизмеримая с площадью тела, обозначение и единицы 

измерения – q, кгс/м
2
, Н/мм

2
); 

– распределенные по длине или погонные нагрузки (длина 

площадки контакта значительно превышает ее ширину, обозначение и 

единицы измерения – q, кгс/м, Н/мм); 

– сосредоточенные силы ( площадь, по которой передается на-

грузка несоизмеримо мала в сравнении с площадью тела, обозначение 

и единица измерения – Р, кгс, Н). 

 

1.3. Внутренние силы 
 

Внутренние силы [1,2] – поверхностные силы, действующие 

между двумя частями одного и того же нагруженного тела. Проиллю-

стрируем это понятие на примере бруса  постоянного по длине пря-

моугольного сечения площадью A, растянутого силами Р, ориентиро-

ванными  по оси, проходящей через центры тяжести нормальных се-

чений бруса (рис. 1.3, а).   

 

 
Рис. 1.3. Внутренние силы при растяжении бруса 

 

На расстоянии x от начала глобальной системы координат мыс-

ленно рассечем брус плоскостью, перпендикулярной оси бруса             

а 

б 
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(рис. 1.3, б). Для того чтобы первая и вторая части оставались в рав-

новесии, в плоскостях сечений должны быть приложены силы, в пер-

вом приближении равномерно распределенные по плоскости сечений 

и равные: q12 = q21 = P/А. Очевидно, что рассматриваемые внутренние 

силы ориентированы нормально сечению, то есть вдоль линии дейст-

вия сил Р или по оси x. 

В общем случае нагружения, когда тело находится  в равновесии 

под действием n заданных сил, внутренние силы q в каждой точке    

(x, z) плоскости сечения x имеют свое направление и величину 

(рис.1.4, а). Если методами теоретической механики привести все 

внутренние силы к центру тяжести сечения с, то получим главный 

вектор и главный момент внутренних сил, которые в проекциях на те-

кущую систему координат дают по три составляющих: Qx, Qy, Qz, Mx, 

My, Mz  (рис.1.4, б). Перечисленные шесть параметров принято назы-

вать внутренними силовыми факторами или внутренними силами. 

Применительно к стержневым системам внутренние силовые факто-

ры имеют следующие названия:  

- Qx – продольная сила (нормальная сила N); 

- Qz, Qy – поперечные силы; 

- Mz, My – изгибающие моменты; 

- Mx – крутящий момент (Мк). 

 
Рис. 1.4. Главный вектор и главный момент внутренних сил 

 

Из рис. 1.4 следует, что проекции главного вектора и момента 

внутренних сил на оси текущей системы координат уравновешивают-

ся соответствующими проекциями внешних сил, приложенных к от-

сеченной части 1. Таким образом, внутренние силы в заданном сече-

а б 
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нии x можно определить по известным внешним силам, приложенным 

к левой (первой) части стержня 

Qx(x) = - (


n

i
ixP

1

), 

Qy(x) = - (


n

i
iyP

1

), 

 Qz(x) = - (


n

i
izP

1

), 

Mx(x) = - (


n

i
ixM

1

), 

My(x) = - (


n

i
iyM

1

), 

Mz(x) = - (


n

i
izM

1

), 

где n – количество внешних сил, действующих на первую часть 

стержня (см. рис.1.4, а). 

 

1.4. Понятие о напряжениях и деформациях. Закон Гука 
 

Количественной характеристикой распределения внутренних 

сил по сечению нагруженного стержня является механическое напря-

жение [1,2]. Вблизи точки сечения А (y;z) выделим бесконечно малую 

площадку ΔA, на которой действует вектор внутренних сил Δq 

(рис.1.5). Отношение  

срр
A

q





 

называется вектором среднего полного напряжения на площадке. Ес-

ли устремить величину площадки к нулю, то получим вектор полного 

напряжения в точке А(y;z) сечения x 

p
F

q
A 




 )0lim( . 

Напряжение имеет размерность Н/м
2
 = Па. Один паскаль (1Па) 

является малой величиной, определяющей, с какой интенсивностью 

действует на плоскость сила, равная 1 Н, равномерно распределенная 

по площади 1 м
2
. Поэтому на практике используют понятие 1МПа = 

1·10
6
 Па.  В инженерной практике используются кгс/м

2
, тс/м

2
. 
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Рис. 1.5. Вектор внутренних сил на бесконечно малой площадке 

 

Напряжением называется интенсивность действия внутренних 

сил в точке тела или внутреннее усилие, приходящееся на единицу 

площади [1,2]. 

Вектор полного напряжения p  в проекциях на нормаль η и 

плоскость сечения дает нормальное σ и полное касательное τ напря-

жения. В то же время полное касательное напряжение имеет две со-

ставляющие в проекциях на оси в плоскости сечения. Так, если сече-

ние проведено перпендикулярно оси x, совпадающей в данном случае 

с нормалью сечения η, компонентами вектора полного напряжения 

будут нормальное напряжение σx  и касательные напряжения τxy,  τxz 

(рис.1.6). 

 
Рис.1.6. Проекции полного напряжения в точке сечения с нормалью, 

совпадающей с осью x 
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Если вблизи точки А вырезать бесконечно малый параллелепи-

пед с гранями, нормали к которым совпадают с осями x, y, z, то можно 

увидеть полную картину напряжений (рис. 1.7). 

 
Рис. 1.7. Обозначение и ориентация компонентов напряженного состояния 

 

Итак, напряженное состояние в точке твердого деформируемого 

тела характеризуется девятью компонентами напряжений, которые 

принято записывать в виде тензора напряжений 

 

zzyzx

yzyyx

xzxyx

T







 
. 

Следуя закону парности касательных напряжений 

( yzxzxy   ), напряженное состояние в точке можно описать ше-

стью компонентами.  

Понятие о деформациях рассмотрим на примере растяжения 

стержня длинной L постоянного квадратного сечения а·а (рис. 1.8). 

При растяжении стержня изменяются его размеры, при этом ве-

личины ΔL = L(P) – L , Δа = а(P) – а  называются абсолютными изме-

нениями размеров. Величины  

x
L

L



, 

zy
a

a
 


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называются относительными изменениями размеров или линейными 

деформациями. Существует линейная зависимость между продоль-

ными z  и поперечными деформациями 

xy   = - x  , 

где μ – коэффициент Пуассона (физическая постоянная материала). 

Так, для конструкционных сталей   = 0,25 – 0,3.  

 
Рис. 1.8. Деформации в стержне 

 

Кроме изменения размеров тела при нагружении следует разли-

чать угловую деформацию, которая отражается изменением прямого 

угла, изображенного в какой-либо плоскости тела. На рис. 1.8 изо-

бражена угловая деформация (угол сдвига) в осях 1-2: 2112   . 

Угловая деформация приводит к изменению формы тела. 

В пределах малых (упругих) деформаций существует линейная 

зависимость между напряжениями и деформациями (рис.1.9). Эта за-

висимость носит название закона Гука. 

 
Рис. 1.9. Иллюстрация к закону Гука 

 

Таким образом, в пределах упругих деформаций справедливы 

соотношения 

σ = E·ε, 

τ = G·γ, 
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где коэффициенты пропорциональности  E  и  G  называются соответ-

ственно модулями упругости первого (модуль Юнга) и второго рода. 

 

1.5. Внутренние силы как интегральные характеристики           

напряжений 
 

Определим внутренние силы путем интегрирования (суммиро-

вания) напряжений, действующих в точках плоскости сечения 

(рис.1.10) [1,2] 

 
Рис. 1.10. Внутренние силы как интегральные  

характеристики напряжений 

 

На бесконечно малой площадке dA = dx · dy продольная сила   

dN = σz· dA. Если взять двойной интеграл по всей площади сечения, то 

получим полную продольную силу в сечении 

dAyxxN
A

z ),()(  .    (1.15) 

Аналогичным образом составим выражения остальных внутрен-

них сил 

dAzyxQ
A

xyy  ),()(  ; 

dAzyxQ
A

xzz  ),()(  ; 

dAzzyxM
A

xy   ),()(  ; 

dAyzyxM
A

xz   ),()(  ; 

dAzzyyzyxM
A

xyxzk   )),(),(()(  . 
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1.6. Геометрические характеристики поперечных сечений 
 

Статическими моментами пло-

щади сечений называются интегралы 

следующих видов (рис. 1.11) [3] 


A

x ydAS ;  


A

y xdAS . 

Размерность статических момен-

тов  м
3
, см

3
. 

Статический момент площади се-

чения может быть больше нуля, мень-

ше нуля и равным нулю. Ось, относи-

тельно которой статический момент 

равен нулю, называется центральной. 

Следовательно, пересечение центральных осей дает центр тяжести 

сечения.  

Исходя из свойств определенного интеграла, который можно 

вычислять по частям, получаем, что статический момент площади 

сложного сечения равен сумме статических моментов площадей его 

частей. 

 

1.7. Определение положения центра тяжести 
 

Рассмотрим изменение статического момента площади при па-

раллельном переносе осей координат (рис.1.12), 

 
Рис. 1.12. Определению статических моментов  

относительно параллельно перенесенных осей 

Рис.1.11. Статический момент 

площади сечения 
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где x, y – исходные оси координат, x1, y1 – перенесенные оси коорди-

нат. 

y1 = y – a; 

x1 = x – b. 

По определению 

   

A

x

A A

x aASdAaydAdAayS ;)(1  

   

A

y

A A

y bASdAbxdAdAbxS .)(1  

Таким образом, чтобы оси стали центральными, их нужно сме-

стить на расстояние, равное 

;01  aASS xx  

.
A

S
ya x

c 
 

;01  bASS yy  

.
A

S
xb

y

c 
 

 

1.8. Моменты инерции сечений 
 

Моментами инерции сечений называются интегралы вида [3]: 

– осевой момент инерции относительно оси x 


A

x dAyI ;2

 
– осевой момент инерции относительно оси y 


A

y dAxI ;2

 
– центробежный момент инерции сечения 


A

xy xydAI ;  

– полярный момент инерции сечения 


A

dAI ;2  

Размерность статических моментов  м
4
, см

4
 



16 

Осевые моменты инерции 

всегда положительные. Центро-

бежный момент может быть как 

больше нуля, так и меньше нуля и 

равным нулю. Оси, относительно 

которых центробежный момент 

инерции равен нулю, называются 

главными осями инерции сечения. 

Оси симметрии всегда являются 

главными. Полярный момент 

инерции равен сумме осевых мо-

ментов инерции (рис. 1.13). 

 
 

 

 

  
A

yx
AAA

IIdAydAxdAyxdAI .)( 22222  

 

1.9. Моменты инерции относительно параллельных осей 
 

Рассмотрим изменение момента инерции при параллельном пе-

реносе осей координат (рис. 1.14), 

 
Рис. 1.14. Момент инерции относительно параллельных осей 

 

где x, y – исходные оси координат, x1, y1 – перенесенные оси коорди-

нат. 

Рис. 1.13. Связь полярных и декарто-

вых координат элементарной площадки 
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y0 = y – a; 

x0 = x – b. 

По определению 

   

A AA A

x dAadAyadAydAayI 2
0

2
0

2
0 2)(

;2 0
2

0 xx aSAaI   

   

A AA A

y dAbdAxbdAxdAbxI 2
0

2
0

2
0 2)(

,022
0 ybSAbyI   

где Sx0 = 0, Sy0 = 0 как статические моменты относительно централь-

ных осей   y0, x0. 
Таким образом, формулы для моментов инерции для параллель-

но перенесенных осей имеют вид 

;2
0 AaII xx    

.2
0 AbII yy   

Момент инерции относительно любой оси равен моменту инер-

ции относительно центральной оси, параллельной данной, плюс про-

изведение площади сечения на квадрат расстояния между осями. 

 

1.10. Понятие о производной 
 

Производной от функции (f) в точке x называется предел отношения 

ее приращения Δy в этой точке к соответствующему приращению ар-

гумента Δx, когда последнее стремится к нулю (рис.1.15)[4], 

                   

                          
,lim)( 0

x

y
xf x




 

 
 

где )(xf   – производная функции в точке x 

Δy = yi+1 - yi  – приращение функции, 

Δx = xi+1 - xi  – приращение аргумента. 

 

 

  Рис. 1.15. Производная 

функции в точке х 
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То есть производная функции показывает приращение функции 

на бесконечно малом участке. 

Также употребляются другие обозначения: dy/dx, y
/
. 

Если записать производную в виде 

x

yy

xx

yy

dx

dy ii

ii

ii









 



 1

1

1 , 

то такая запись называется конечно-разностной. 

 

1.11. Производные высших порядков 
 

Если на каком-либо интервале задана функция f и эта функция 

имеет производную, то может случиться, что производная функции 

также на этом интервале будет иметь производную [4]. 

Эта последняя производная будет называться производной от 

функции f второго порядка и обозначаться  

y
dx

yd
xf 

2

2

)( . 

Таким образом, производной от функции f порядка n называется 

первая производная  от производной порядка n-1 и обозначается 

)()1()( ))(()( n

n

n
nn y

dx

yd
xfxf   . 

Если записать производную второго порядка в конечно-

разностном виде, получим 

2

111

2

2 2)()(

x

yyy

x

xfxf

dx

yd
f iiiii









  . 

Соответственно получим производную третьего порядка 

3

2111

3

3 33)()(

x

yyyy

x

xfxf

dx

yd
f iiiiii









  . 

Далее получим производную третьего порядка 

4

21121

4

4 464)()(

x

yyyyy

x

xfxf

dx

yd
f iiiiiiiIV









  . 
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Контрольные вопросы и задания к главе 1 

 

1. Что такое прочность, жесткость, деформация и упругость конст-

рукции? 

2. Объясните смысл основных допущений и гипотез сопротивления 

материалов. 

3. Объясните, в чем заключается отличие реального объекта от рас-

четной схемы. 

4. Что такое внутренние силы? 

5.Что такое напряжение? 

6. Закон Гука, в чем его смысл? 

7. Как определяется положение центра тяжести сечения? 

8. Что такое момент инерции сечения? 

9. Что такое производная функции? 

10. Что такое производная функции высших порядков? 
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2. МЕТОД НАЧАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

 

Метод начальных параметров – это способ решения дифферен-

циальных уравнений, при котором неизвестными параметрами явля-

ются значения функции и ее производных в начале координат. 

 

2.1. Построение полной математической модели изгиба                   

и растяжения стержня при больших перемещениях при решении 

задач методом начальных параметров 

 

2.1.1. Геометрические соотношения 

На рис. 2.1 изображено положение отрезка dx стержня с коорди-

натой x, отмеренной от левого конца стержня до нагружения, и поло-

жение того же отрезка длиной dz1 после нагружения распределенной 

по длине нагрузкой qx, qz,  

 
Рис. 2.1. Положение элемента стержня до и после нагружения 

 

где v, w – перемещения оси стержня по оси z и x  соответственно;        

φ – угол поворота сечения относительно оси y. 

Проектируя замкнутый контур АА1ВВ1А на оси x и z, получаем 

два геометрических соотношения 

,00)(sin1  dvvdxdv   



21 

откуда 

sin
1
 dxdv ,                                        (2.1) 

,0)(cos1  dxdwwdxw   

откуда 

.cos1 dxdxdw                                      (2.2) 

 

2.1.2. Уравнения равновесия 

Проектируя силы, действующие на отрезок dx1 на оси координат 

(см. рис.2.1), и рассматривая момент сил относительно точки В1, пре-

небрегая бесконечно малыми второго порядка малости, получаем три 

уравнения равновесия в неподвижной системе координат 
,0)(  dNNdxqN x  

откуда 
.dxqdN x   

,0)(  zzzz dQQdxqQ  

откуда 
.dxqdQ zz   

,0sincos 11  yyzy dMMdxNdxQM 
 

откуда 
.)sincos( 1dxNQdM zy     

 

2.1.3. Физические зависимости 

Рассмотрим подробно деформации и напряжения в выделенном 

элементе после нагружения. 

 
Рис. 2.2. Изменение линейных размеров элемента стержня после нагружения 
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Деформация оси, отстоящей на расстоянии z от нейтрального 

слоя  (рис.2.2) 

dx

d
z

dx

dw

dx

dzdw

dx

dxdx
x


 





 1 . 

По закону Гука 

E

x
x


  . 

Приравниваем полученные выражения. После преобразований 

получаем 

dx

d
Ez

dx

dw
Ex


  . 

Нормальная сила  в сечении после нагружения 

   
A AA

x dzdyz
dx

d
Edzdy

dx

dw
EdzdyN


1

 

yS
dx

d
EA

dx

dw
E 


. 

Поскольку оси в сечении центральные, то Sy = 0, т.е. 

dx

dw
EAN 1 . 

С другой стороны, N1, Q1 есть сумма проекций N и Qz на оси X1 , 

Z1 (см. рис.2.1) 

 sincos1  zQNN , 

 sincos1  NQQ z . 

Приравниваем полученные выражения и после преобразований 

.)
sincos

( dx
EA

QN
dw z 





 

Но  при z =0   dx1=dx+dw, следовательно, 

.)
sincos

1(1 dx
EA

QN
dx z 






                          
(2.3) 

Момент сил в  сечении после нагружения  

   
A AA

xy dzdyz
dx

d
Edzdyz

dx

dw
EdzdyzM 2



.yy J
dx

d
ES

dx

dw
E 


 

 

Поскольку оси центральные, 
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.
dx

d
JEM yy


  

Следовательно,  

dx
EJ

M
d

y

y
 . 

Учитывая полученные выражения для N1 и My, запишем форму-

лу распределения  нормальных напряжений в сечении стержня в виде 

y

x
x

J

xM
y

F

xN
zy

)()(
),( 1  . 

 

2.1.4. Полная математическая модель плоского изгиба и растя-

жения прямого стержня при больших перемещениях 
 

Подставляя выражение (2.3) в (2.1), (2.2), после элементарных 

преобразований получаем систему дифференциальных уравнений для 

определения параметров v, w, , N, Qz, My 




sin)
sincos

1( 



EA

QN

dx

dv z
, 

1cos)
sincos

1( 


 


EA

QN

dx

dw z  , 

xq
dx

dN
 , 

z
z q

dx

dQ


 

)
sincos

1()cossin(
EA

QN
QN

dx

dM
z

z

y 



 , 

y

y

EJ

M

dz

d



 . 

Система шестого порядка не линейна, содержит трансцендент-

ные выражения и не имеет решений в элементарных функциях.  

Шесть граничных условий для конкретной задачи всегда фор-

мулируются, так как при любом закреплении концов стержня на каж-

дом известны три условия: 

- жесткое закрепление v = 0, w = 0,  = 0; 

- шарнирно-неподвижное закрепление My = 0, v = 0, w = 0; 

(2.4) 
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- шарнирно-подвижное закрепление My = 0, v = 0, N = 0; 

- свободный конец My = 0, Qz = 0, N = 0 и т.д. 

 

2.1.5. Математическая модель плоского изгиба и растяжения 

прямого стержня при малых прогибах 

 

При малых углах поворота сечений  принимаем 

  sin,1cos . 

Для жестких материалов величины )(EAN  и )(EAQz  много 

меньше единицы. Например,  для  сталей  различных  марок  С 235 ‒ 

С 345, в пределах прочности, значения нормальных и касательных 

напряжений N/A, Qz/A не могут превышать 2 350 ‒ 3 450 кгс/см
2
, а мо-

дуль нормальной упругости (модуль Юнга) Е=2 100 000 кгс/см
2
. Та-

ким образом,  )(EАN  и )(EАQy < 0,01. 

C учетом сказанного система дифференциальных уравнений 

(2.4) упрощается и принимает вид 

 


dx

dv
, 

EA

QN

dx

dw z 
 , 

xq
dx

dN
 , 

z
z q

dx

dQ
 , 

z

y
QN

dx

dM
  , 

y

y

EJ

M

dx

d



. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2.5) 
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Если рассматривать случай поперечного изгиба, система 5 уп-

рощается 

 

,z
z q

dx

dQ
  

,z

y
Q

dx

dM
  

,
y

y

EJ

M

dx

d



 

.
dx

dv

 
 

Таким образом, из системы уравнений 6 следует, что угол пово-

рота является производной первого порядка от функции вертикаль-

ных перемещений. Изгибающий момент – производной второго по-

рядка от вертикальных перемещений и первого порядка от углов по-

ворота. Поперечная сила – производной третьего порядка от верти-

кальных перемещений, второй от угла поворота и первой от изги-

бающих моментов. 

Если же рассматривать случай растяжения сжатия, то система 5 

упрощается и принимает вид 

 

EA

N

dx

dw
 , 

xq
dx

dN
 . 

 

2.2. Общий алгоритм численного решения методом начальных 

параметров 
 

Численное решение систем уравнений состояния как при боль-

ших (2.4), так и при малых перемещениях (2.5) выполняется в среде 

MS Excel путем поиска неизвестных начальных параметров, удовле-

творяющих граничным условиям. Поиск начальных параметров про-

изводится с помощью встроенной процедуры «Поиск решения», где, 

на выбор расчетчика, может быть задействован один из двух алгорит-

мов оптимизации — метод Ньютона или сопряженных градиентов. 

(2.6) 

(2.7) 
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Решение систем (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) определяет внутренние 

силы, перемещения и угол поворота сечения во всем диапазоне теку-

щей координаты x при любых заданных законах изменения внешних 

нагрузок и размеров сечений при условии приложения нагрузок в   

изгибе с учетом больших перемещений представляется  в конечно-

разностном  виде 

Ni+1 = Ni – qxix, 

Qzi+1 = Qzi – qzix, 

,)
sincos

1()cossin(

1

x
EA

QN
QNM

M

i

iziii
iziiii

i


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,1 x
EI

M

i

i
ii  

 

.)1cos)
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1((1 x
EA

QN
WW i

i

iyiii

ii 


 


 

Для случая изгиба при малых перемещениях  в виде 

Ni+1 = Ni – qxix, 

Qzi+1 = Qzi – qzix, 

Мi+1 =  Мi + (Qzi + Nii)x, 

Vi+1 = Vi - ix, 

i+1 = i + (Mi / EIi)x, 

Wi+1 = Wi +((Ni- i ·Qzi)/(EAi))x. 

Если рассматривать случай поперечного изгиба, то система (2.9) 

упрощается 

Qzi+1 = Qzi – qzix, 

Мi+1 = Мi + Qzix, 

Vi+1 = Vi - ix, 

i+1 = i + (Mi /EIi)x. 

Если же рассматривать случай растяжения сжатия, то система 

(2.9) упрощается и принимает вид 

Ni+1 = Ni – qxix, 

Wi+1 = Wi +((Ni)/(EAi))x. 

 

(2.8) 

(2.9) 

(2.11) 

(2.10) 
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Такая форма записи дифференциальных уравнений позволяет в 

электронной среде MS Excel пошагово интегрировать представленные 

системы и наглядно иллюстрировать результаты. Использование 

стандартной процедуры Excel «Поиск решения» позволяет с заданной 

точностью определять неизвестные начальные параметры  No, Qo, Mo, 

Wo, Vo, o, соответствующие стандартному набору граничных усло-

вий, сформулированных в виде целевой функции. Поиск производит-

ся методом Ньютона или сопряженных градиентов. Процедура «По-

иск решения» адаптируется для решения различного рода проектных 

и оптимизационных задач, например определение напряженно-

деформированного состояния стержневых элементов,  поиск формы 

распределения сечения по длине стержня, доставляющей равные на-

пряжения по длине, оптимизация стержня по параметру минимально-

го веса стержня. 

 

Пример 1. Расчет центрально растянутого стержня методом      

начальных параметров 
 

Для стального стержня сечением bxh = 5x5 см пролетом Lx=3 м 

построить эпюры продольных усилий N и горизонтальных перемеще-

ний W. Стержень жестко защемлен в начале, конец свободный. Стер-

жень растянут равномерной погонной нагрузкой qx = 200 кгс/м. 

Для получения результатов, с достаточной для инженерных рас-

четов точностью, разобьем стержень на отрезки с шагом  Δx =Lx/100. 

 

 
Рис.2.3. Расчетная схема стержня 

 

Решение 

Запишем все исходные данные в ячейках листа MS Excel, как 

показано в табл. 2.1. 
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Таблица 2.1 

Исходные данные 

 

L 300 см 

ΔL 3 см 

qx 2 кгс/см 

b 5 см 

h 5 см 

A 25 см
2
 

E 2 100 000 кгс/см
2
 

Ry 2 450 кгс/см
2
 

  

Для решения задачи на растяжение-сжатие воспользуемся сис-

темой уравнений (2.25). Для удобной записи данной математической 

модели потребуется 6 столбцов на листе Excel (табл. 2.2).  

 
Таблица 2.2 

Наименование столбцов таблицы 

 

№т п/п L, см qx, кгс/см P, кгс N, кгс W, см 

 

Где №т п/п – номер точки по порядку, поскольку стержень разбиваем 

на сто отрезков, то получаем сто одну точку на стержне; 

L, см – координата соответствующей точки; 

qx, кгс/см – распределенная погонная нагрузка на стержень; 

Р, кгс – сосредоточенная нагрузка в точке стержня; 

N, кгс – продольное усилие в стержне; 

W, см – горизонтальное смещение точек стержня. 

Для удобства расчетов начало стержня помещаем в начало ко-

ординат. Таким образом у точки №1, которая располагается в начале 

координат, будет координата L1 = 0. Координаты последующих точек 

будут записаны следующим образом: 

Li+1 = Li+ ΔL, 

то есть, координата последующей точки получается прибавлением 

длины отрезка ΔL к координате предыдущей точки. При такой записи 

при изменении длины координаты точек будут рассчитываться авто-

матически. 

Поскольку распределенная погонная нагрузка приложена по 

всей длине стержня (рис. 2.3), то значение qx будет записано в каждой 

ячейке для каждой точки. Поскольку направление нагрузки совпадает 
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с направлением оси, то нагрузка записывается со знаком “+”. Если на-

грузка была бы направлена против оси, то запись шла со знаком “-”. 

Поскольку к стержню не приложено никакой сосредоточенной 

нагрузки, то во всем столбце будут стоять значения “0”. Правило зна-

ков для сосредоточенных нагрузок аналогично распределенным. 

Продольные усилия записываются в следующем порядке: 

- в первой ячейке продольных усилий ставится “0”;  

- во второй ячейке продольных усилий вводится формула из системы 

уравнений (2.11) с учетом сосредоточенных сил. То есть продольное 

усилие в каждой последующей точке равно значению усилия в пре-

дыдущей точке плюс изменение продольного усилия на отрезке ΔL 

(рис.2.4); 

- формула из второй ячейки растягивается на весь столбик. 

 

 
 

Рис.2.4. Запись расчетной формулы для продольных усилий 

 

Горизонтальные перемещения записываются в следующем по-

рядке: 

- в первой ячейке горизонтальных перемещений ставится “0”;  

- во второй ячейке горизонтальных перемещений вводится формула 

из системы уравнений (2.11). То есть горизонтальные перемещения в 

каждой последующей точке равны значению перемещения в преды-

дущей точке плюс деформации отрезка ΔL (рис. 2.5); 

- формула из второй ячейки растягивается на весь столбик. 
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Рис.2.5. Запись расчетной формулы для горизонтальных перемещений 

 

В результате получаем взаимосвязанную систему дифференци-

альных уравнений. 

Дальнейшее решение происходит при помощи процедуры «По-

иск решения» (рис. 2.6), которая добавляется в рабочее меню через 

«Параметры Excel», графа «Надстройки». 

В открывшемся окне «Поиск реше-

ния» (рис. 2.7) требуется указать изменяе-

мую и целевую ячейки. Изменяемой ячей-

кой является неизвестный параметр в нача-

ле координат. Целевой ячейкой является 

известное значение в конце координат. Из-

меняемые и целевые ячейки назначаются в 

соответствии с граничными условиями.  

Поскольку в начале координат располагается жесткая заделка, 

то горизонтальное перемещение на опоре  равно нулю W1 = 0. Данное 

значение напрямую вводится в первую ячейку горизонтальных пере-

мещений. Продольное усилие является неизвестным параметром. Та-

ким образом, изменяемой ячейкой будет продольное усилие в начале 

координат N1. 

Поскольку на конце стержня свободный конец, то N101 = 0, это 

значение и будет целевой ячейкой. 

 

Рис.2.6. Поиск решения 
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Рис.2.7. Окно процедуры «Поиск решения» 

 

При запуске процедуры «Поиск решения» Excel будет автома-

тически подбирать значение продольного усилия в начале до тех пор, 

пока не выполнится граничное условие, описанное целевой ячейкой. 

В результате расчета получены следующие данные, которые за-

писаны  в табл. 2.3 (рис. 2.8) 

 
Таблица 2.3 

Итоговые данные 

 

№т п/п L, см qx, кгс/см P, кгс N, кгс W, см 

1 0 2 0 600 0 

2 3 2 0 594 3,43E-05 

3 6 2 0 588 6,82E-05 

4 9 2 0 582 0,000102 

5 12 2 0 576 0,000135 

… … … … … … 

… … … … … … 

… … … … … … 

95 282 2 0 36 0,001724 

96 285 2 0 30 0,001726 

97 288 2 0 24 0,001728 

98 291 2 0 18 0,001729 

99 294 2 0 12 0,00173 

100 297 2 0 6 0,001731 

101 300 2 0 1E-06 0,001731 
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Рис.2.8. Эпюры продольных усилий N и горизонтальных перемещений W 

 

Пример 2. Расчет изгибаемого стержня методом начальных      

параметров 

 

Для стального стержня сечением bxh = 3x5 см пролетом Lx=4 м 

построить эпюры изгибающих моментов M, поперечных сил Q, вер-

тикальных перемещений V и углов поворотов φ. Стержень имеет 

шарнирное опирание в начале и жесткое защемление в конце. Стер-

жень загружен равномерной погонной нагрузкой qz=300 кгс/м         

(рис. 2.9).  

Для получения результатов, с достаточной для инженерных рас-

четов точностью, разобьем стержень на отрезки с шагом Δx =Lx/100. 

 
Рис.2.9. Расчетная схема стержня 
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Решение 

Запишем все исходные данные в ячейках листа MS Excel, как 

показано в табл. 2.4. 
Таблица 2.4 

Исходные данные 

 

L 400 см 

ΔL 4 см 

qz -3 кгс/см 

b 3 см 

h 5 см 

I 31.25 см
4
 

E 2 100 000 кгс/см
2
 

 

Для решения задачи на поперечный изгиб воспользуемся систе-

мой уравнений (2.10). Для удобной записи данной математической 

модели потребуется 9 столбцов на листе Excel (табл. 2.5 и рис. 2.10).  

 
Таблица 2.5  

Наименование столбцов таблицы 

 

№т п/п L, см qz, кгс/см P, кгс М, кгс*см Qz, кгс My, кгс*см φ, рад V, см 

 

Где №т п/п – номер точки по порядку, поскольку стержень разбиваем 

на сто отрезков, то получаем сто одну точку на стержне; 

L, см – координата соответствующей точки; 

qz, кгс/см – распределенная погонная нагрузка на стержень; 

Р, кгс – сосредоточенная нагрузка в точке стержня; 

M, кгс*см – сосредоточенный момент в точке стержня; 

Qz, кгс – поперечное усилие в стержне; 

My, кгс*см – изгибающий момент в точке стержня; 

φ, рад – угол поворота в точке стержня; 

V, см  – вертикальные перемещения (прогиб) точки стержня. 

Аналогично предыдущему примеру стержень располагаем в на-

чале координат и записываем координаты точек стержня в соответст-

вующий столбец. 

Поскольку распределенная погонная нагрузка приложена по 

всей длине стержня (см. рис. 2.9), то значение qz будет записано в ка-

ждой ячейке для каждой точки. Поскольку направление нагрузки про-

тивоположно направлению оси, то нагрузка записывается                    
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со знаком “-”. Если нагрузка была бы сонаправлена оси, то запись 

шла со знаком “+” . 

Поскольку к стержню не приложено никакой сосредоточенной 

нагрузки, то во всем столбце будут стоять значения “0” (рис. 2.11). 

Правило знаков для сосредоточенных нагрузок аналогично распреде-

ленным. 

Сосредоточенный момент прикладывается к стержням анало-

гично сосредоточенным силам с той лишь разницей, что положитель-

ным считается момент, направленный из точки по направлению дви-

жения часовой стрелки, а отрицательным считается момент, направ-

ленный из точки против направления движения часовой стрелки. 

Порядок записи поперечной силы, изгибающего момента, угла 

поворота и вертикальных перемещений аналогичен записи продоль-

ных усилий и горизонтальных перемещений из предыдущего приме-

ра: 

- в первой ячейке ставится “0”;  

- во второй ячейке вводится формула из системы уравнений (2.10); 

- формула из второй ячейки растягивается на весь столбик              

(рис. 2.12‒2.13). 

 

 
 

Рис.2.10. Запись расчетной формулы для поперечных сил 
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Рис.2.11. Запись расчетной формулы для изгибающих моментов 

 

 
 

Рис.2.12. Запись расчетной формулы для угла поворота 
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Рис.2.13. Запись расчетной формулы для вертикальных перемещений 

 

В результате получаем взаимосвязанную систему дифференци-

альных уравнений. 

Дальнейшее решение происходит при помощи процедуры «По-

иск решения» (рис.2.14), которая добавляется в рабочее меню через 

«Параметры Excel», графа «Надстройки». 

В открывшемся окне «Поиск решения» требуется указать изме-

няемые и целевые ячейки. 

Поскольку в начале координат располагается шарнирная опора, 

то вертикальное перемещение на опоре равно нулю V1=0, а также мо-

мент равен нулю My=0. Данные значения напрямую вводятся в первые 

ячейки вертикальных перемещений и изгибающего момента.  Попе-

речная сила и угол поворота являются неизвестными параметрами. 

Таким образом, изменяемыми ячейками будут Qz1, φ1. 

Поскольку на конце жесткая заделка, то V101 = 0 и φ101 = 0. Эти 

значения и будут целевыми. Поскольку в окне «Поиск решения» в ка-

честве целевой ячейки можно указать только одно значение, то второе 

пойдет как дополнительное ограничение. 
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Рис.2.14. Окно процедуры «Поиск решения» 

 

При запуске процедуры «Поиск решения» Excel будет автомати-

чески подбирать значения поперечного усилия и угла поворота в на-

чале до тех пор, пока не выполнятся граничные условия, описанные 

целевой ячейкой и дополнительным ограничением. 

В результате расчета получены следующие данные, которые за-

писаны  в табл. 2.6 и на рис. 2.15. 
 

Таблица 2.6 

Итоговые данные 

 

№т п/п L, см qz, кгс/см P, кгс М, кгс*см Qz, кгс My, кгс*см φ, рад V, см 

1 0 -3 0 0 -441,0 0 0,0591 0 

2 4 -3 0 0 -429,0 -1764,0 0,0591 -0,2365 

3 8 -3 0 0 -417,0 -3480,0 0,0590 -0,4730 

4 12 -3 0 0 -405,0 -5148,0 0,0588 -0,7092 

5 16 -3 0 0 -393,0 -6768,0 0,0585 -0,9444 

… … … … … … … … … 

… … … … … … … … … 

… … … … … … … … … 

95 376 -3 0 0 686,9 43991,5 -0,0186 -0,2733 

96 380 -3 0 0 698,9 46739,5 -0,0159 -0,1987 

97 384 -3 0 0 710,9 49535,5 -0,0131 -0,1348 

98 388 -3 0 0 722,9 52379,5 -0,0101 -0,0823 

99 392 -3 0 0 734,9 55271,5 -0,0069 -0,0418 

100 396 -3 0 0 746,9 58211,5 -0,0035 -0,0141 

101 400 -3 0 0 758,9 61199,5 -1E-06 -1,5E-14 
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Рис.2.15. Эпюры поперечных сил Qz, изгибающего момента My, угла поворота φ, 

вертикальных перемещений V 
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Контрольные вопросы и задания к главе 2 

 

1. В чем заключается суть расчета конструкций методом начальных 

параметров? 

2. В чем отличие расчета стержней при больших и малых перемеще-

ниях? 

3. Как происходит описание граничных условий при жестком закреп-

лении стержня? 

4. Как происходит описание граничных условий при шарнирном за-

креплении (подвижный и неподвижный шарниры) стержня? 

5. Как происходит описание граничных условий при свободном конце 

стержня? 

6. Что такое целевая и изменяемая ячейки в процедуре «Поиск реше-

ния»? 

7. Что такое дополнительное ограничение в процедуре «Поиск реше-

ния»? 

8. Что такое конечно-разностный вид производной функции? 

9. В чем отличие сосредоточенной нагрузки от распределенной? 

10. Какая зависимость существует между нагрузкой, поперечной си-

лой, изгибающим моментом, углом поворота сечений и вертикальны-

ми перемещениями? 
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3. МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ (МКР) 
 

Идея метода конечных разностей (МКР) известна давно, с соот-

ветствующих трудов Эйлера. Однако практическое применение этого 

метода было тогда весьма ограничено из-за огромного объема ручных 

вычислений, связанных с размерностью получаемых систем алгеб-

раических уравнений, на решение которых требовалось огромное ко-

личество времени. В настоящее время с появлением быстродейст-

вующих компьютеров этот метод стал удобен для практического ис-

пользования и является одним из наиболее эффективных при реше-

нии различных задач по расчету и проектированию строительных 

конструкций. 

Основная идея МКР для приближенного численного решения 

краевой задачи дифференциального уравнения состоит в том, что: 

- элемент разбивается сеткой с определенным шагом s, строится 

сеточная область, которая является приближением элемента; 

- дифференциальное уравнение изогнутой поверхности элемента 

заменяется соответствующим конечно-разностным уравнением; 

- с учетом граничных условий устанавливаются значения иско-

мых решений в граничных узлах элемента. 

Выбор сеточной области зависит от конкретной задачи, но все-

гда надо стремиться к тому, чтобы контур сеточной области наилуч-

шим образом аппроксимировал решаемый элемент. 

В данном учебном пособии рассмотрим способ решения пла-

стин и стержней методом конечных разностей. 

 

3.1. Расчет прямоугольных пластин методом конечных разностей 
 

Пластиной называется тело призматической формы, у которой 

толщина мала по сравнению с двумя другими размерами. 

Плоскость, равноудаленная от оснований пластины (делящая 

толщину пластины пополам), называется серединной плоскостью 

(рис. 3.1). 

По конфигурации основания пластины различают прямоуголь-

ные, трапециевидные, секториальные, круглые и т.д. 
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Рис.3.1. Система координат при решении пластин 

методом конечных разностей в MS Excel 

 

Если толщина пластины меньше 1/5 наименьшего размера осно-

вания, то пластина называется тонкой. Тонкие пластины делятся на 

три вида: 

1 – жесткие, при условии, что наибольший прогиб не превышает 

1/4 толщины. В случае действия поперечной нагрузки серединная по-

верхность пластины не испытывает деформаций растяжения или сжа-

тия. 

2 – гибкие, при условии, что прогиб больше 1/4, но меньше 5 

толщин. При закрепленных краях в серединной поверхности возни-

кают значительные растягивающие или сжимающие напряжения. 

3 – абсолютно гибкие (мембраны), когда прогиб превышает 

толщину в 5 раз и более. При их расчете можно пренебрегать напря-

жениями изгиба, которые малы по сравнению с напряжениями от рас-

тяжения. 

Теория изгиба пластин построена на следующих допущениях: 

 – деформация пластины происходит так, что всякий ее линей-

ный элемент, отнесенный к серединной плоскости, после деформации 

сохраняет свою длину, остается прямым и параллельным к поверхно-

сти, в которую переходит серединная поверхность; 

 – нормальные напряжения, возникающие на площадках, парал-

лельных к серединной плоскости, принимаются равными нулю, как 

мало влияющие на состояние равновесия и деформации пластины; 

 – напряжения в пластине не превосходят предела упругости. 

На основании этих допущений получено дифференциальное 

уравнение изогнутой поверхности пластины [5]. 
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где v – прогиб произвольной точки серединной поверхности пласти-

ны, 

q – распределенная нагрузка, перпендикулярная к серединной плос-

кости пластины, 

D – цилиндрическая жесткость пластины, определяемая по формуле 

,
)1(12 2

3




Eh
D

                                            

(3.2) 

где E – модуль упругости материала пластины (кгс/м
2
), 

h – толщина пластины (м), 

μ – коэффициент Пуассона. 

Для того чтобы уравнение (3.1) представить в конечно-

разностном виде на прямоугольной пластине, построим сетку 

(рис.3.2), состоящую из одинаковых ячеек размерами Δx и Δy 

Δy – шаг сетки по оси y; 

Δx – шаг сетки по оси x. 

 

 
Рис.3.2. Нумерация точек сетки пластины 
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Тогда уравнение (3.1) принимает вид 
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где α=Δy
2
/Δx

2
. 

Графически уравнение (3.3) может быть изложено в виде опера-

тора (рис.3.3). 

Выделяя из уравнения (3.3) значение прогиба в точке (x:y) и 

применяя это выражение для всех точек пластины, можно получить 

систему взаимосвязанных уравнений, которые легко решить в систе-

ме MS Excel. 

 

 
 

Рис.3.3. Графическое изображение уравнения 3.3 

 

3.1.1. Определение внутренних усилий 

Если решение дифференциального уравнения (3.1) в виде 

v=f(x:y), то изгибающие моменты, приходящиеся на единицу длины 

сторон пластины, (рис.3.4) параллельных оси (Y) Mx, оси (X) My, а так 

же крутящий момент Mxy определяется по формулам 
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Рис.3.4. Расчетная схема для определения внутренних усилий в пластине 

 

Поперечные усилия (параллельные оси Z), отнесенные к едини-

це длины сторон, параллельных осям X и Y, определяются по форму-

лам 
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В конечно-разностном виде уравнения (3.4) – (3.8) для точки 

(x:y) принимают вид [6] 
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(3.13) 

 

3.1.2. Условия опирания пластин 

Если уравнение (3.3) рассчитать для предконтурных и контур-

ных точек, то в него войдут прогибы в законтурных точках, то есть 

расположенных за контуром. Прогибы в законтурных точках прихо-

дится выражать через прогибы в точках внутри контура или на конту-

ре, используя граничные условия. Запишем эти условия для произ-

вольной точки (x:y) края пластины (рис.3.5) 

 
Рис.3.5. Определение граничных условий пластины 

а 

 
б 

 
в 
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Край шарнирно опертый (рис.3.5, а). 

В узле (x:y) имеем  v(x:y)=0  и .0)(
2
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Поскольку опора в узле (x:y) предполагается жесткой в направ-

лении оси Y, то ∂
2
v/∂y

2
=0. Поэтому условие опирания Mx=0 можно за-

писать в виде ∂
2
v/∂x

2
=0, что в конечно-разностном виде будет иметь 

вид 
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Следовательно, величина прогиба в узле за контуром равна ве-

личине прогиба в узле, ближайшего к контуру, с обратным знаком. 

Край жестко защемлен (рис.3.5, б). 

В узле (x:y) имеем  v(x:y)=0  и ∂v/∂x=0. 

Это равенство в конечно-разностной форме имеет вид 
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Следовательно, величина прогиба в узле за контуром равна ве-

личине прогиба в узле, ближайшего к контуру. 

Свободный конец (рис.3.5, в) 

Согласно уравнениям 3.4 и 3.7 имеем 
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Для точки (x:y) эти уравнения запишутся в виде 
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Отсюда выражаются значения прогибов в узлах ., ):2():1( yxyx vv   
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Пример 3. Расчет шарнирно опертой изгибаемой пластины       

методом конечных разностей 
 

Для стальной прямоугольной пластины размерами 3х2 м,  тол-

щиной 5 мм требуется построить эпюры прогибов v, изгибающих мо-

ментов Mx и My, крутящего момента Mxy, поперечных сил Qx и Qy. 

Пластина имеет шарнирное опирание по контуру и загружена равно-

мерно распределенной нагрузкой q=100 кгс/м
2 
(рис. 3.6).  

Для получения результатов с достаточной для инженерных рас-

четов точностью разобьем на нашей пластине сетку с шагом              

Δx =Lx/10  и Δy =Ly/10. 

 
Рис.3.6. Расчетная схема пластины 

Решение 

Определим цилиндрическую жесткость пластины и запишем все 

исходные данные в ячейках листа MS Excel, как показано в табл. 3.1. 

 
Таблица 3.1 

Исходные данные 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 
Lx, м 3 длина пластины по оси X 
Ly, м 2 длина пластины по оси Y 
h, м 0,005 толщина пластины 

Δx, м 0,3 шаг пластины по оси X 
Δy, м 0,2 шаг пластины по оси Y 

ПАРАМЕТРЫ МАТЕРИАЛА ПЛАСТИНЫ 
E, кгс/м

2
 21 000 000 000 модуль упругости 

μ 0,3 коэффициент Пуассона 
ЖЕСТКОСТЬ ПЛАСТИНЫ 

D, кгс*м 240,384 615 4  
НАГРУЗКА НА ПЛАСТИНУ 

q, кгс/м
2
 -100 

равномерно-распределенная      

нагрузка 
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Поскольку направление нагрузки противоположно оси Z, то в 

ячейку она записывается с обратным знаком. 

Определяем коэффициент α по формуле 

α = Δy
2
/Δx

2
= 0,2

2
/0,3

2
=0,444. 

В соответствии с графическим изображением формулы (3.3) 

(см.рис.3.3) определим коэффициенты, находящиеся при значениях 

прогиба v и запишем их в табл. 3.2. 

 
Таблица 3.2 

Коэффициенты при значениях прогиба 

 

α 0,444 x-2 x-1 x x+1 x+2 
y+2 0 0 2,25 0 0 
y+1 0 2 -13 2 0 

y 0,444 -5,777 24,166 -5,777 0,444 
y-1 0 2 -13 2 0 
y-2 0 0 2,25 0 0 

 

Создадим на листе MS Excel поле, в котором будет происходить 

определение прогибов.  Запишем в нем номера и координаты точек по 

оси X и Y. Поскольку пластина имеет опирание по контуру, то верти-

кальные перемещения (прогибы) на контуре равны  нулю (табл. 3.3). 

Поэтому в ячейки, расположенные на границе контура, запишем v = 0. 

Поля по периметру необходимы для описания законтурных точек, че-

рез точки внутреннего контура. 
Таблица  3.3 

Расчетная таблица 
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Вычислив из уравнения (3.3) значение прогиба в точке (x:y) и 

при помощи коэффициентов, определенных выше (см. табл. 3.2), за-

полняем ячейку в поле с координатами (0,3:0,2) (табл.3.4). 
Таблица  3.4 

Описание расчетной ячейки 

 
 

Во время написания формулы в ячейке с координатами (0,3:0,2) 

часть ссылок попадут в ячейки, расположенные за контуром. По-

скольку опирание пластины шарнирное, то заполнение законтурных 

ячеек будем производить в соответствии с формулой (3.14). 

После заполнения  законтурных ячеек поле будет выглядеть 

следующим образом (табл. 3.5). Поскольку внутренние ячейки поля 

пока еще не заполнены, то во всех законтурных точках будут нули. 
 

Таблица  3.5 

Описание законтурных ячеек 

 
 

После этого формулу в ячейке с координатами (0,3:0,2) можно 

растянуть на все поле. Если посмотреть на формулы в ячейках поля, 
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то можно увидеть, что все ячейки связаны между собой ссылками. 

Такие ссылки в MS Excel называются циклическими. Для их решения 

применяется встроенный алгоритм по определению значений в ячей-

ках, содержащих циклические ссылки. Определение значений проис-

ходит итерационным методом автоматически. Активация автоматиче-

ского решения происходит во вкладке “Параметры Excel”, меню 

“Формулы” (рис. 3.7). Подбор значений прогибов происходит до тех 

пор, пока вся система не придет в равновесие (табл. 3.6). 

 

 
 

Рис.3.7. Параметры Excel 

 

Таблица 3.6  

Прогиб пластины 

 
 

Из табл. 3.6 видно, что максимальный прогиб в середине пла-

стины составляет 51,35 мм (рис. 3.8). 

Далее, в соответствии с формулами (3.9) – (3.13), происходит 

определение внутренних усилий в пластине. Эпюры внутренних уси-

лий представлены на рис. 3.9 –3.13 и табл. 3.7 – 3.11.  
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Рис.3.8. Эпюра прогибов v 

 

Таблица  3.7 

Изгибающий момент Mx 

 

 
 

 
 

Рис.3.9. Эпюра изгибающего момента Mx 
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Таблица  3.8 

Изгибающий момент My 

 

 
 

 
 

Рис.3.10. Эпюра изгибающего момента My 

 
Таблица 3.9 

Крутящий  момент Mxy 

 

 
 



53 

 
 

Рис.3.11. Эпюра крутящего момента Mxy 

 
Таблица 3.10 

Поперечная сила Qx 

 

 
 

 
 

Рис.3.12. Поперечная сила Qx 
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Таблица 3. 11 

Поперечная сила Q 

 

 
 

 
 

Рис.3.13. Поперечная сила Qy 

 

При помощи функций поиска минимальных и максимальных 

значений составляем таблицу с результатами расчета (табл. 3.12) 

 
                                                                                         Таблица 3.12 

Результаты расчета 

 
Vmax, мм -51.35 максимальный прогиб пластины 

Mx max, кгс*м/м 0 изгибающий момент 

Mx min, кгс*м/м -19,83 изгибающий момент 

Mу max, кгс*м/м 0,00 изгибающий момент 

Mу min, кгс*м/м -32,19 изгибающий момент 

Mxу max, кгс*м/м 14,99 крутящий момент 

Mxу min, кгс*м/м -14,99 крутящий момент 

Qx max, кгс/м 58,70 поперечная сила 
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                                                                         Окончание табл. 3.12 

 

 
Qx  min, кгс/м -58,70 поперечная сила 

Qу max, кгс/м 74,50 поперечная сила 

Qу  min, кгс/м -74,50 поперечная сила 

 

Пример 4. Расчет пластины со свободным концом методом       

конечных разностей 
 

Для стальной квадратной пластины размерами 2х2 м  толщиной 

5 мм требуется построить эпюры прогибов v, изгибающих моментов 

Mx и My, крутящего момента Mxy, поперечных сил Qx и Qy. Пластина 

жестко  закреплена  с  трех сторон, четвертая свободная. Пластина за-

гружена  равномерно  распределенной  нагрузкой  q=100 кгс/м
2
     

(рис. 3.14).  

Для получения результатов, с достаточной для инженерных рас-

четов точностью, разобьем на нашей пластине сетку с шагом             

Δx =Lx/10  и Δy =Ly/10. 

 
Рис.3.14. Расчетная схема пластины 

 

Решение 

Определим цилиндрическую жесткость пластины по формуле 

(3.2) и запишем все исходные данные в ячейках листа MS Excel, как 

показано в табл. 3.13. 
Таблица 3.13 

Исходные данные 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 

Lx, м 2 длина пластины по оси X 

Ly, м 2 длина пластины по оси Y 

h, м 0,005 толщина пластины 

Δx, м 0,2 шаг пластины по оси X 

Δy, м 0,2 шаг пластины по оси Y 
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                                                                                     Окончание табл. 3.13 

ПАРАМЕТРЫ МАТЕРИАЛА ПЛАСТИНЫ 

E, кгс/м
2
 21 000 000 000 модуль упругости 

μ 0,3 коэффициент Пуассона 

ЖЕСТКОСТЬ ПЛАСТИНЫ 

D, кгс*м 240,3846154   

НАГРУЗКА НА ПЛАСТИНУ 

q, кгс/м
2
 -100 

равномерно-распределенная 

нагрузка 

 

Определяем коэффициент α по формуле 

α = Δy
2
/Δx

2
= 0,2

2
/0,2

2
=1. 

В соответствии с графическим изображением формулы (3.3) 

(см.рис.3.3) определим коэффициенты, находящиеся при значениях 

прогиба v и запишем их в табл. 3.14. 
                                                                                   Таблица 3.14 

Коэффициенты при значениях прогиба 

 

α 1 x-2 x-1 x x+1 x+2 

y+2 0 0 1 0 0 

y+1 0 2 -8 2 0 

y 1 -8 20 -8 1 

y-1 0 2 -8 2 0 

y-2 0 0 1 0 0 

 

Создадим на листе MS Excel поле, в котором будет происходить 

определение прогибов.  Запишем в нем номера и координаты точек по 

оси X и Y. Пластина имеет опирание с трех сторон, поэтому верти-

кальные перемещения на них равны  нулю  v=0. Четвертая сторона – 

это свободный конец и на нем всегда будут присутствовать какие-

либо перемещения. Поля заполняются аналогично примеру 1. 

Три стороны пластины имеют жесткое крепление, поэтому за-

полнение законтурных точек будет производиться по формуле (3.15). 

Ячейки свободного конца заполняются в соответствии с формулами 

(3.16) и (3.17). Причем первый ряд законтурных ячеек заполняется из 

условия отсутствия момента на свободном конце. Второй ряд – из ус-

ловия отсутствия поперечной силы. 

После этого формулу в ячейке с координатами (0,2:0,2) можно 

растянуть на все поле. После заполнения всех ячеек поля Excel авто-

матически подберет значения прогибов. Эпюра прогибов приведена 

на рис. 3.15, значения прогибов в табл. 3.15. 
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Таблица 3.15 

Прогиб пластины 

 
 

 
 

Рис.3.15. Эпюра прогибов v 

 

Определение внутренних усилий в пластине происходит в соот-

ветствии с формулами (3.9) –  (3.13)  аналогично примеру 1. 

При помощи функций поиска минимальных и максимальных 

значений  составляем таблицу с результатами расчета (табл. 3.16) 

 
                                                                                         Таблица 3.16 

Результаты расчета 

 

Vmax, мм -21,06 максимальный прогиб пластины 

Mx max, кгс*м/м 21,60 изгибающий момент  

Mx min, кгс*м/м -6,78 изгибающий момент 

Mу max, кгс*м/м 35,17 изгибающий момент 

Mу min, кгс*м/м -17,60 изгибающий момент 

Mxу max, кгс*м/м 3,87 крутящий момент 

Mxу min, кгс*м/м -3,87 крутящий момент 

 Qx max, кгс/м  31,80 поперечная сила 
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 Окончание табл. 3.16 

Qx  min, кгс/м -61,61 поперечная сила 

Qу max, кгс/м 85,47 поперечная сила 

Qу  min, кгс/м -85,47 поперечная сила 

3.2. Расчет стержней методом конечных разностей 

Уравнение изогнутой оси стержня имеет вид 

,
4

4

D

q

x

v





 (3.18) 

где v – вертикальные перемещения (прогиб) стержня, 

D  – изгибная жесткость стержня. 

Для стержней 

D = EI,   (3.19) 

где I – момент инерции поперечного сечения стержня (м
4
). 

В конечно-разностном виде для произвольной точки стержня, 

при постоянном шаге, уравнение (3.18) принимает вид 

.
4

)2()1(4)(6)1(4)2(

D

q

x

xvxvxvxvxv





   (3.20) 

Используя уравнение (3.20), найдем значения прогибов для всех 

точек стержня, получим систему взаимосвязанных уравнений, кото-

рые легко решить в системе MS Excel. 

Описание граничных условий происходит аналогично гранич-

ным условиям пластины (3.14) – (3.17). 

Формулы для определения внутренних усилий имеют вид 

);
2

(v 1))(
2

:)1(
(

x

v
x

v
x

v
DM






   (3.21) 

).
32

)2( )12v()12v ()2
(

x

v xxxv (x
DQ




        (3.22) 

Пример 5. Расчет изгибаемого стержня методом конечных 

разностей 

Для стального стержня требуется  сечением bxh = 5x5 см проле-

том Lx=3 м построить эпюры прогибов v, изгибающих моментов My и 
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поперечных сил Qx. Стержень имеет шарнирное опирание по концам 

и загружен равномерной погонной нагрузкой q=100 кгс/м (рис. 3.16). 

Для получения результатов с достаточной для инженерных рас-

четов точностью разобьем на нашей пластине сетку с шагом             Δx 

=Lx/10  и Δy =Ly/10. 

Рис.3.16. Расчетная схема стержня 

Решение 

Определим изгибную жесткость стержня и запишем все исход-

ные данные в ячейках листа MS Excel, как показано в табл. 3.17. 

    Таблица 3.17 

Исходные данные 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 

Lx, м 3 длина стержня 

b, м 0,05 ширина сечения 

h, м 0,05 высота сечения 

Δx, м 0,3 шаг стержня 

Jy , м
4
 5,20E-07 момент инерции поперечного сечения 

ПАРАМЕТРЫ МАТЕРИАЛА СТЕРЖНЯ 

E, кгс/м
2
 2,1E+10 модуль упругости 

НАГРУЗКА НА ПЛАСТИНУ 

q, кгс/м -100 равномерная погонная нагрузка 

Создадим на листе MS Excel строку, в которой будет происхо-

дить определение прогибов.  Запишем в нем номера и координаты то-

чек по оси X. Поскольку пластина имеет шарнирное опирание по кон-

цам, то вертикальные перемещения (прогибы) на контуре равны  ну-

лю. Поэтому в ячейки, расположенные на концах стержня, запишем 

v=0. Описание законтурных точек будем производить через точки 

внутреннего контура согласно формуле (3.14). 

Вычислив из уравнения (3.20) значение прогиба в точке (x), за-

полняем ячейку с координатой (0,3).  После этого формулу в ячейке 
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можно растянуть на всю строку. После заполнения всех ячеек строки 

Excel автоматически подберет значения прогибов.  

Далее, в соответствии с формулами (3.21) – (3.22), происходит 

определение внутренних усилий в стержне (рис. 3.17). Поскольку 

угол поворота стержня вокруг оси Y является производной первого от 

прогиба, то его также можно выразить через значения прогибов 

(табл.3.18). 

 

 
 

Рис.3.17. Эпюра прогибов w, внутренних усилий My и Q, угла поворота,φ 

 

При помощи функций поиска минимальных и максимальных 

значений  составляем таблицу с результатами расчета. 

 
Таблица 3.18 

Расчетная таблица 
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Результаты расчета приведены в таблице (табл.3.19) 
 

Таблица 3.19 

Результаты расчета 

 

Wmax, мм -9,72 максимальный прогиб пластины 

My max, кгс*м 0 изгибающий момент  

My min, кгс*м 112,5 изгибающий момент 

Q max, кгс 135 поперечная сила 

Q  min, кгс -135 поперечная сила 

φ max,, рад 0,0101 угол поворота 

φ min,, рад -0,0101 угол поворота 

 

 

Контрольные вопросы и задания к главе 3 

 

1. В чем заключается сущность расчета конструкций методом конеч-

ных разностей? 

2. В чем отличие пластины от стержня? 

3. Что такое изгибная жесткость стержня, цилиндрическая жесткость 

пластины? 

4. Как происходит описание граничных условий при жестком закреп-

лении стержня, пластины? 

5. Как происходит описание граничных условий при шарнирном за-

креплении стержня, пластины? 

6. Каким образом происходит задание распределенной и сосредото-

ченной нагрузок на пластину при расчете методом конечных разно-

стей? 

7. Как происходит описание граничных условий при свободном конце 

стержня, пластины? 

8. Каким образом происходит определение изгибающих и крутящих 

моментом при расчете конструкций методом конечных разностей? 

9. Каким образом происходит определение поперечных сил при рас-

чете конструкций методом конечных разностей? 

10. Каким образом происходит определение минимальных и макси-

мальных значений из диапазона данных в математической среде MS 

Excel? 
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4. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 

4.1. История появления метода конечных элементов 
 

По мнению известного американского специалиста в области 

проектирования конструкций Ричарда Галлагера, история метода ко-

нечных элементов (МКЭ) начинается в период 18501875 гг. В это 

время были выработаны основные концепции теории анализа стерж-

невых конструкций. Эти концепции были положены в основу мат-

ричных методов строительной механики, которые окончательно 

сформировались лишь спустя 80 лет, и, в свою очередь, стали предпо-

сылками для создания МКЭ [7, 8]. 

Развитие теории и дисциплин, относящихся к методу конечных 

элементов, в то время было очень слабым по причине больших труд-

ностей решения алгебраических уравнений с большим числом неиз-

вестных.  

Появление вычислительных машин в 50-х  годах ХХ века дало 

толчок развитию метода конечных элементов. Именно в это время ряд 

ученых (Тернер, Аргирис) предпринимали попытки сформулировать в 

удобной для компьютеров матричной форме алгоритмы для расчета 

строительных конструкций.  

Развитие МКЭ изначально происходило в двух независимых 

друг от друга направлениях: инженерном и математическом. На ран-

нем этапе становления формулировки метода отталкивались только 

от принципов строительной механики, что существенно ограничивало 

область его использования. И только после формулировки основ МКЭ 

стало возможным его применение и в решении других задач. Разви-

тию МКЭ способствовало активное развитие компьютерной техники, 

а также появляющаяся возможность его использования в большинст-

ве областей науки и практики. 

В развитии метода конечных элементов свои роли сыграли как 

вариационные основы механики, так и математические методы, кото-

рые были основаны на вариационных принципах. Разбитие задачи с 

помощью вариационного метода Ритца было впервые применено Ри-

хардом Курантом в 1943 г., и только в 50-е годы ХХ века увидели 

свет такие же работы других ученых (Поли Герша и других). 

Современная концепция метода была определена группой аме-

риканских  ученых  (Тернером,  Клаффом,  Мартином и  Топпом)  в 

1956 году. Они, решая задачу теории упругости на плоскости, приме-



63 

нили новый элемент треугольной формы и сформировали для него не 

только матрицу жесткости, но и вектор узловых сил.  

Название метода конечных элементов, под которым мы его зна-

ем и в настоящее время, ввел в действие ученый Клафф в 1960 году 

[7, 8]. 

1. Большой вклад в развитие метода был сделан Джоном (Иоанни-

сом) Аргирисом, применившим матричную форму к расчету стержне-

вых систем. Именно он определил матрицу податливости и обратную 

ей матрицу жесткости. Труды Аргириса и его коллег стали отправной 

точкой для матричного отображения известных в то время численных 

методов и позволили применять их с помощью электронно-

вычислительных машин для расчетов конструкций (опубликованы      

с 1954 – 1960-е годы). 

2. В следующее пятилетие после этого было опубликовано множе-

ство работ по нахождению конечных элементов для двумерных и 

трехмерных конструкций, среди авторов следует отметить таких уче-

ных, как  Р.  Мак-Лей,  Р.  Мелош,  Дж.  Бесселин,  Ф.  де  Веубеке,  

М. Джонс, Т. Пиан. В 1967 году увидела свет и первая монография, 

посвященная МКЭ, авторами которой были И. Чанг и О. Зенкевич. 

3. Математическая теория метода появилась лишь в 70-х годах, ее 

зарождение прослеживается в трудах таких ученых, как И. Бабушкин, 

Р. Галлагер, Ж. Дек-лу, Дж. Оден, Г. Стренг, Дж. Фикс. Весомый 

вклад был внесен и российскими учеными. Так, В.Г. Корнеев сопос-

тавил математические сущности метода конечных элементов и вариа-

ционно-разностного метода и указал на их совпадение. Над той же 

темой трудился Л.А. Рогозин, а А.С. Сахаровым была разработана 

моментная схема К.Э. 

4. Последнее время характеризуется активным развитием и приме-

нением метода конечных элементов для расчета динамики конструк-

ций, оптимизации проектирования и учета нелинейного поведения. 

 

4.2. Суть метода конечных элементов 
 

Метод конечных элементов представляет собой наиболее рас-

пространенный приближенный метод в механике твердого тела [8, 9]. 

Основа МКЭ – это разбиение математической модели конструк-

ции на некоторое количество непересекающихся подобластей простой 

геометрии с конечным размером. Эти подобласти называются конеч-

ными элементами или просто элементами, а разбиение  дискретиза-
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цией. Форма конечных элементов будет зависеть от типа рассчиты-

ваемой конструкции и характера ее деформаций. Например, конеч-

ными элементами в расчете стержневых конструкций (балок, колонн, 

рам, ферм) будут участки стержней, при расчетах двумерных конти-

нуальных систем (пластин, плит или оболочек) – прямоугольные или 

треугольные подобласти, а при расчете трехмерных конструкций 

(массивов или толстых плит) – подобласти в виде тетраэдров или па-

раллелепипедов. Множество элементов, на которые разбита конст-

рукция, называется конечно-элементной сеткой. Но в отличие от на-

стоящей конструкции в дискретной модели связывание конечных 

элементов происходит только в определенных точках (узлах) некото-

рым известным количеством узловых параметров [9, 10]. 

Функционалом энергии всей конструкции при дискретизации 

будет алгебраическая сумма отдельных функционалов конечных эле-

ментов, и для каждой подобласти должен быть задан независимый от 

других закон распределения требуемых для решения функций [9]. С 

помощью этих законов возможно выражение перемещений (искомых 

непрерывных величин) в пределах заданного конечного элемента че-

рез значения величин в конечных точках. 

Механическое поведение каждого элемента выражается с по-

мощью конечного числа степеней свободы или значений искомых 

функций во множестве узловых точек. Число узлов и число их воз-

можных перемещений (степеней свободы) для конечного элемента 

могут варьироваться. Их количество должно быть не меньше мини-

мального количества, необходимого для рассмотрения состояний ко-

нечных элементов под действием напряжения или деформации в дан-

ной принятой модели. Степени свободы конечных элементов опреде-

ляются числом независимых перемещений во всех их узлах. Степень 

свободы всей рассчитываемой конструкции и, как следствие, алгеб-

раический порядок уравнений системы будет определяться суммиро-

ванием числа перемещений всех известных ее узлов [9]. 

Поведение математической модели таким образом аппроксими-

руется поведением дискретной модели, полученной путем сборки 

всех элементов. Способ дискретизации рассматриваемой области, ко-

личество конечных элементов, число их степеней свободы, а также 

форма используемых приближенных функций оказывают непосредст-

венное влияние на точность расчета всей конструкции [9]. 

В отличие от метода конечных разностей конечные элементы не 

накладываются друг на друга в пространстве. 
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4.3. Свойства конечных элементов 
 

Конечные элементы могут описываться одной, двумя или тремя 

пространственными координатами в зависимости от размерности за-

дачи, для решения которой они предназначены. Соответствующее 

число внутренних или локальных координат называется собственной 

размерностью элемента [9].  

Каждый элемент описывается множеством характерных точек, 

называемых узловыми точками или узлами для краткости. Узлы 

предназначены для описания геометрии элемента и для задания физи-

ческих степеней свободы (числа неизвестных функций). Узлы обычно 

находятся в угловых или крайних точках элемента, но могут быть 

также расположены между угловыми узлами и внутри элемента. Дан-

ное различие связано с порядком аппроксимации, который обеспечи-

вает данный конечный элемент. Элементы, имеющие только угловые 

узлы, называются линейными и обеспечивают линейную интерполя-

цию геометрии и функций. Элементы, имеющие дополнительные уз-

лы на своих границах между угловыми точками, могут обеспечивать 

квадратичную или даже кубичную интерполяцию (рис. 4.1). В первом 

случае такие элементы называются квадратичными. Отметим также, 

что существуют элементы, имеющие внутренние узлы. Теоретически 

такие элементы обеспечивают более точное описание геометрии тела 

и искомых функций, однако широкого распространения данный тип 

не получил. При наличии современных автоматических генераторов 

конечно-элементных сеток часто бывает проще и удобнее разбить 

конструкцию на большое число линейных элементов простой формы, 

чем использовать элементы высокого порядка, требующие для по-

строения сетки значительной работы вручную [9]. 

Благодаря общим степеням свободы в соседних элементах осу-

ществляется сборка модели и формирование глобальной системы ко-

нечно-элементных уравнений. В качестве степеней свободы могут 

фигурировать как узловые значения неизвестной функции, так и ее 

производные по пространственным координатам в узлах. Например, в 

простейшей задаче о растяжении стержня неизвестной функцией яв-

ляется продольное перемещение стержня. Соответственно в качестве 

степеней свободы выступают узловые значения данной функции. На-

оборот, в задаче об изгибе стержня неизвестной функцией является 

поперечное перемещение центральной оси стержня, а в качестве сте-

пеней свободы используются как узловые значения самой функции, 



66 

так и ее производной по продольной координате. Физический смысл 

этой производной – угол поворота поперечного сечения стержня. 

 

 
Рис. 4.1. Типы конечных элементов 

 

Система узловых сил полностью соответствует степеням свобо-

ды элемента и выражается с помощью глобального вектора узловых 

сил. 

Для конечных элементов, используемых в механических расче-

тах, определяющее соотношение задает поведение материала, из ко-

торого изготовлена конструкция. Например, в качестве такого соот-

ношения во многих случаях используется обобщенный закон Гука, 

связывающий деформации и напряжения в точке. Для линейного уп-

ругого стержневого элемента достаточно задать один модуль Юнга Å  

и один коэффициент температурного расширения  . 

    ./z Ez   

К свойствам сечения относятся площади и моменты инерции 

одномерных и двумерных конечных элементов, таких как балки, 

стержни, пластины. В эту группу также входит толщина пластин и 

оболочек. При построении конечного элемента свойства сечений счи-

таются заданными и входят в результирующую матрицу жесткости 

элемента. 
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4.4. Сборка 
 

Сборка представляет собой объединение отдельных элементов в 

конечно-элементную сетку [9]. С математической точки зрения сбор-

ка состоит в объединении матриц жесткости отдельных элементов в 

одну глобальную матрицу жесткости всей конструкции. При этом ис-

пользуются две системы нумерации узлов элементов: локальная и 

глобальная. Локальная нумерация представляет собой фиксирован-

ную нумерацию узлов для каждого типа конечных элементов в соот-

ветствии с введенной локальной системой координат на элементе. 

Глобальная нумерация узлов всей конструкции может быть совер-

шенно произвольной, также как и глобальная нумерация конечных 

элементов. Однако между локальными и глобальными номерами уз-

лов существует взаимно-однозначное соответствие, на основе которо-

го и формируется глобальная система конечно-элементных уравне-

ний. 

 

4.5. Стержневой конечный элемент. 

Матрица жесткости конечного элемента 
 

Рассмотрим произвольный конечный элемент с числом степеней 

свободы стn . 

Вектором узловых перемещений конечного элемента называется 

вектор, складывающийся из значений перемещений его узлов по на-

правлению всех его степеней свободы [9]. Размерность вектора узло-

вых перемещений равна числу степеней свободы элемента стn .  

 

 
Рис. 4.2. Двухузловой стержневой конечный элемент 

 

Например, для двухузлового элемента, имеющего в конечно-

элементной схеме номер 11, характеризующегося тремя степенями 

свободы (рис. 4.2), вектор узловых перемещений будет иметь вид [9] 
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Здесь введены следующие обозначения: jku  перемещение узла 

k  по направлению j , )(eU  вектор узловых перемещений узла e . По-

нятно, что если узел k  шарнирный, то j  может быть равно 1 или 2. 

Если же узел k  жесткий, то j  может быть равно 1, 2 или 3. 

Аналогично вводится вектор узловых усилий, действующих на 

элемент. Его компонентами являются усилия, приложенные к элемен-

ту в узлах и действующие по направлению всех его степеней свободы. 

Для приведенного на рис.4.2 элемента этот вектор будет иметь вид 

(рис. 4.3) [9] 
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Рис. 4.3. Векторы узловых усилий 

 

Здесь вводятся обозначения 
)(e

jkr  усилие, действующее на узел 

k  элемента e  по направлению j , 
)(e

R  вектор узловых сил, дейст-

вующих на элемент e . 

В рамках гипотезы линейного деформирования связь между пе-

ремещениями узлов элемента и силами, действующими при этом на 

него, должна быть линейной. Например, с увеличением смещения   
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вдвое все усилия, действующие на узлы элемента, также должны уве-

личиться вдвое. 

Основной характеристикой конечного элемента является матри-

ца жесткости элемента 
)(e

K . Она связывает вектор узловых переме-

щений 
)(e

U  и вектор приложенных к элементу узловых усилий 
)(e

R  

соотношением 

,)()()( eee UKR   

выражающим линейный характер связи между действующими на уз-

лы силами и узловыми перемещениями. 

Поскольку вектора 
)(e

U  и 
)(e

R  имеют размерность стn , число 

строк и столбцов в матрице 
)(e

K  тоже должно быть равным стn  

).1()()1( )()()(
 ст

e
стст

e
ст

e
nUnnKnR  

Введем обозначение 
)(e

ijmkK  усилие, действующее на узел m  

элемента e  по направлению i , от единичного перемещения узла k  

этого же элемента e  по направлению j  при условии, что перемеще-

ния по направлению всех остальных степеней свободы в элементе 

равны нулю. Например, )6(
1312K  усилие, действующее на узел 1 эле-

мента 6 по направлению 1 при единичном перемещении узла 2 этого 

же элемента 5 по направлению 3, а 
)3(

1111K  усилие, действующее на 

узел 1 элемента 3 по направлению 1 от единичного смещения этого 

же узла по этому же направлению [9]. 

Важно четко помнить порядок индексов, стоящих при k . Верх-

ний индекс  это номер элемента. Первые два нижних индекса  на-

правления, причем первый из них  номер направления определяемо-

го усилия, а второй  номер направления, в котором произошло еди-

ничное перемещение. Вторые два нижних индекса  номера узлов 

элемента, причем первый из них  номер узла, в котором определяет-

ся усилие, второй  в котором задано единичное перемещение. 

Для рассматриваемого элемента (см. рис.4.2 – 4.3) матрица же-

сткости элемента имеет вид 
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Можно заметить, что столбцы этой матрицы состоят из усилий, 

действующих на узлы элемента при единичном смещении по направ-

лению какой-либо из его степеней свободы при условии, что переме-

щения по направлению остальных степеней свободы равны нулю. 

Например, первый столбец представляет собой усилия, дейст-

вующие на узлы элемента при единичном смещении узла 1 (4-й ин-

декс при коэффициентах) по направлению 1 (2-й индекс при коэффи-

циентах) при условии, что перемещения по направлению остальных 

степеней свободы равны нулю. Второй столбец представляет собой 

усилия, действующие на узлы элемента при единичном смещении уз-

ла 1 (4-й индекс при коэффициентах) по направлению 2 (2-й индекс 

при коэффициентах) при условии, что перемещения по направлению 

остальных степеней свободы равны нулю и так далее. 

Если узел k  элемента e  получает по направлению j  единичное 

перемещение, то усилие, действующее при этом на узел m  по направ-

лению i  равно 
)(e

ijmkK . Если же это перемещение будет равно не едини-

це, а jku , то в соответствии с линейным законом связи между уси-

лиями и перемещениями рассматриваемое усилие увеличится также в 

jku  раз и составит 
)(e

ijmkjk Ku  . 

Пусть теперь все узлы элемента получают смещения по направ-

лению всех имеющихся у элемента степеней свобод. Тогда, в соответ-

ствии с принципом суперпозиций, усилие )(e
imr , т.е. усилие, действую-

щее на какой-либо узел m  по какому-либо направлению i , будет 

представлять собой сумму усилий, вызванных смещениями всех уз-

лов элемента по направлению всех имеющихся степеней свобод. По-

скольку при перемещении какого-либо узла k  по направлению j  на 

величину jku  на узел m  по направлению i  будет действовать усилие 

)(e
ijmkjk Ku  , суммарное усилие, действующее на узел m  по направле-
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нию j , будет представлять собой сумму величин 
)(e

ijmkjk Ku   для всех 

степеней свободы элемента [9]. 

,)(

1

)( e
ijmtjt

et

n

j

e
im Kur

i

 
 

 

где t  номер узла, входящего в элемент e , запись et  означает, что 

суммирование  производится по всем узлам, входящим в элемент e , 

tn   число степеней свободы в узле t . Причем 2tn , если узел           

t  ‒ шарнирный, и 3tn , если узел t  жесткий. 

 

Пример 6. Расчет стержня методом конечных элементов 
 

Необходимо рассчитать на прочность стальную балку двутавро-

вого  сечения,  показанную  на  рис.  4.4.  Распределенная  нагрузка    

q = 15кН/м, сосредоточенная сила F = 5 кН. Сечение балки – стальной 

двутавр, профиль № 14. Длины балки заданы в метрах. 

В результате статического расчета необходимо определить рас-

четные усилия в сечениях балки, а также величину максимального 

прогиба балки.  

В основу расчета металлических конструкций по первому пре-

дельному состоянию положено условие: несущая способность доста-

точна, если наибольшие напряжения, которые могут возникнуть за 

время эксплуатации, не превысят расчетного сопротивления. При 

расчете прочности это условие обычно записывают так [11] 

.R
факторскийгеометриче

факторсиловой
напряжение   

Силовой фактор определяется видом нагружения (при растяже-

нии – нормальная сила N, при изгибе – изгибающий момент М и т.д.). 

Геометрический фактор определяется характером распределения на-

пряжений по поперечному сечению элемента (при равномерном рас-

пределении – площадь F, при линейном законе распределения – мо-

мент сопротивления W и т.д.) 

В нашем случае данная формула примет вид 

,R
W

M

НТ

  

где   напряжение, возникающее внутри балки; М  изгибающий 

момент; НТW   момент сопротивления; R  ‒ расчетное сопротивление 

стали изгибу. 
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Для решения данной задачи создадим плоскую стержневую рас-

четную схему. 

 

 
Рис. 4.4. Расчетная схема балки 

 

Порядок расчета конструкций 
 

Необходимыми пунктами расчета строительных конструкций в 

ПК «Лира  САПР» являются [12, 13]: 

1. Задание «Признака схемы». 

2. Формирование расчетной схемы. 

3. Установка связей в узлах. 

4. Назначение шарниров. 

5. Задание типов жесткости и материалов. 

6. Назначение нагрузок. 

7. Анализ результатов расчета. 

8. Формирование отчета. 

 

4.5.1. Формирование расчетной схемы. 

      Создание новой задачи 

Для создания новой задачи нажмите кнопку  на панели инст-

рументов (Файл / Новый).  

В появившемся меню «Описание схемы» (рис. 4.5.) задайте сле-

дующие параметры:  

– имя создаваемой задачи – «Балка» (шифр задачи по умолча-

нию совпадает с именем задачи); 

– признак схемы – 2 – три степени свободы в узле (два переме-

щения и поворот) X0Z.  

– в поле «описание задачи» может вводиться краткое пояснение 

или описание решаемой задачи. 

Затем нажмите кнопку «Подтвердить» . 
 

F 

2 5 

3 

q 
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Рис. 4.5. Меню «Описание схемы» 

 

Под «Признаком схемы» понимается количество степеней сво-

боды в узле конечно-элементной сетки рассчитываемого сооружения 

[12, 13]. 

Для расчетных схем, в которых количество степеней свободы в 

узле заведомо меньше 6 (плоские фермы, плоские рамы и т.п.), при-

меняется так называемый признак схемы. В ПК «Лира  САПР» за-

действованы пять признаков схемы: 

Признак 1 – схемы, располагаемые в плоскости XOZ; каждый 

узел имеет две степени свободы – линейные перемещения вдоль осей 

X, Z или X2, Z2. В этом признаке схемы рассчитываются, например 

плоские фермы и балки-стенки. 

Признак 2 – схемы, располагаемые в плоскости XOZ; каждый 

узел имеет три степени свободы – линейные перемещения вдоль осей 

X, Z или X2, Z2 и поворот вокруг оси Y или Y2. В этом признаке схе-

мы рассчитываются плоские рамы и допускается включение элемен-

тов ферм и балок-стенок. 

Признак 3 – схемы, располагаемые в плоскости XOY; каждый 

узел имеет три степени свободы – линейное перемещение вдоль оси, 

Z или Z2 и повороты вокруг осей X, Y или X2, Y2. В этом признаке 

рассчитываются балочные ростверки и плиты; допускается учет упру-

гого основания. 

Признак 4 – пространственные схемы, каждый узел которых 

имеет три степени свободы – линейные перемещения вдоль осей X, Y, 

Z или X2, Y2, Z2. В этом признаке рассчитываются пространственные 

фермы и объемные тела. 
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Признак 5 – пространственные схемы общего вида с 6 степеня-

ми свободы в узле. В этом признаке схемы рассчитываются простран-

ственные каркасы, оболочки и допускается включение объемных тел, 

учет упругого основания и т.п. 

 

4.5.2. Создание геометрической модели 
 

Поскольку решать задачу мы будем с помощью ЭВМ, то на дан-

ном этапе нам необходимо представить задачу на языке, понятном 

ЭВМ, то есть нужно перейти от конструктивной схемы к расчетной. 

Правильность создания и адекватность расчетной схемы очень важ-

ны, поскольку влияют на точность полученных решений. 

Длина балки значительно больше размеров ее поперечного се-

чения. Поэтому балку можно представить в виде стержня с прямой 

осью, проходящей по оси симметрии балки, то есть для расчетов бу-

дем использовать стержневой тип конечных элементов. Далее необ-

ходимо определиться с размерами конечных элементов и их количе-

ством. При применении малого количества крупных конечных эле-

ментов мы не получим необходимой точности решения задачи. При 

применении большого числа мелких конечных элементов усложним 

решение задачи, затрудним анализ полученных данных. Поэтому 

пользователю самостоятельно необходимо найти оптимальный вари-

ант исходя из условий конкретной задачи.  

Общая длина нашей балки равна 7 м, условно ее можно разде-

лить на 3 части, в связи с этим предлагается разбить на 14 конечных 

элементов размером 500 мм. 

Формирование расчетной схемы конструкции в ПК «Лира  

САПР» производится посредством указания координат узлов конеч-

но-элементной сетки и последующего соединения узлов конечными 

элементами. 

Прежде чем создавать геометрическую модель, необходимо на-

строить единицы измерения. Для этого нажимаем кнопку «Опции» на 

панели инструментов. В открывшемся меню выбираем пункт «Еди-

ницы измерения» (рис. 4.6). 

В меню «Единицы измерения» (рис. 4.7) из выпадающих спи-

сков выбираем необходимые единицы измерения величин. В нашем 

случае для геометрических величин – мм; для силовых величин – Н. 
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Рис. 4.6. Меню «Опции» 

 

 
 

Рис. 4.7. Меню «Единицы измерения» 

 

Поскольку мы будем использовать конечные элементы одинако-

вого размера, то для создания геометрической модели балки можно 

воспользоваться инструментом «Регулярные фрагменты и сети». 

Вызовите меню «Создание» (рис. 4.8), нажав кнопку «Создание» 

на панели инструментов. В данном меню выберите пункт «Регуляр-

ные фрагменты и сети» .  

В открывшемся меню «Создание плоских фрагментов и сетей» 

(рис. 4.9)  необходимо  задать  величину  шага  вдоль  первой            

оси 500 мм, количество шагов 14. Остальные параметры принимаются 

по умолчанию. 
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В результате в рабочем поле программы должно появиться изо-

бражение геометрической модели балки (рис. 4.10).  

 

 
 

Рис. 4.8. Меню «Создание» 

 

 
 

Рис. 4.9. Меню «Создание плоских фрагментов и сетей» 
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Рис. 4.10. Геометрическая модель балки 

 

 

 

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Задание связей 

 

В ПК «Лира  САПР» опоры моделируются запрещением степе-

ней свободы (наложением связей) на узлы конечно-элементной сетки 

[12, 13]. 

Нажимаем кнопку «Схема» на панели инструментов. В появив-

шемся меню выбираем пункт «Связи»  (рис. 4.12). 

 

         

        Для удобства работы с геометрической 

моделью необходимо пронумеровать узлы и 

элементы. Для этого необходимо нажать кноп-

ку «Опции» на панели инструментов.                

В открывшемся меню выбираем пункт  «Флаги 

рисования»   (см. рис. 4.6). В меню «Пока-

зать» (рис. 4.11) простановкой соответствую-

щих отметок включаем нумерацию узлов     

и элементов . 

         Узлы обозначаются цифрами синего цве-

та, элементы – цифрами черного цвета.  

        После выполнения данного этапа можно 

перейти к следующему пункту создания рас-

четной схемы балки – моделированию опор. 

     Рис. 4.11. Меню «Показать» 
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В меню «Связи в узлах» (рис. 4.13) указываются направления, 

по которым требуется запретить перемещения узлов. Линейные пере-

мещения вдоль осей координат – X, Y, Z и повороты вокруг осей ко-

ординат  UX, UY, UZ.  

Удаление связей производится аналогично во второй вкладке. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

На рисунках (4.14  4.17) представлены различные виды опор и 

соответствующая им настройка меню «Связи в узлах». 

 

 
 

Рис. 4.14. «Жесткая» заделка 

 

Рис. 4.12. Меню «Схема» 
 

Рис. 4.13. Диалоговое окно 

«Связи в узлах» 
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Рис. 4.15. Шарнирно-подвижная опора 

 

 
 

Рис. 4.16. Шарнирно-неподвижная опора 

 

 
 

Рис. 4.17. Шарнирно-подвижная опора 
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Рис. 4.18. Меню «Выбор» 

 
Рис. 4.19. Расчетная схема балки 

 

Применительно к нашей задаче: в узле № 1  шарнирно-

неподвижная опора, в узле номер 11 – шарнирно-подвижная опора.  

Предварительно необходимо «выбрать» узел, для этого нажимаем 

кнопку «Выбор» на панели инструментов. В меню ищем пункт «От-

метка узлов»  (рис. 4.18). Указываем курсором мыши на узел но-

мер 1. Выбранный узел приобретает красный цвет. Далее в меню 

«Связи в узлах» для первого узла простановкой галочек моделируем 
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опору. Данные действия повторяем для узла № 11. Узлы, в которых 

смоделированы опоры, окрашиваются синим цветом или выделяются 

специальным знаком  (рис. 4.19). 

После моделирования опор обычно переходят к следующему 

этапу создания расчетной схемы – назначение типов жесткости. 

 

4.5.3. Задание типов жесткости и их назначение 
 

В ПК «Лира  САПР» для расчета необходимо задать жесткост-

ные характеристики элементов и параметры материалов. Количество 

жесткостных характеристик зависит от типа конечных элементов. К 

ним относятся: площади поперечных сечений, моменты инерции се-

чений, толщина плитных и оболочечных элементов, модули упруго-

сти и сдвига, коэффициенты постели упругого основания [12, 13].  

Общая схема задания жесткостных характеристик такова: 

 – вводятся числовые данные жесткостных характеристик. Каж-

дый набор характеристик мы будем называть типом жесткости или 

просто жесткость. Каждому типу жесткости будет присвоен порядко-

вый номер; 

 вводятся параметры материала; 

– один из типов жесткости назначается текущим;  

– отмечаются элементы расчетной схемы, которым будет при-

своена текущая жесткость;  

– всем выделенным элементам присваиваются жесткостные ха-

рактеристики, содержащиеся в текущем типе жесткости. 

Для формирования типа жесткости, соответствующего металли-

ческой балке двутаврового сечения, необходимо выполнить следую-

щие действия: 

 Находим на панели инструментов кнопку «Жесткости», нажима-

ем и в появившемся меню ищем пункт «Жесткости и материалы» 

 (рис. 4.20). 
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Рис. 4.20. Меню «Жесткости» 

 

 Открываем меню «Жесткости и материалы» (рис. 4.21) нажатием 

на кнопку «Добавить», открываем встроенные библиотеки сечений. 

Выбираем библиотеку «База металлических сечений». Из предложен-

ных образцов выбираем двутавровое сечение и переходим в меню 

«Стальное сечение» (рис. 4.22). В окне «Сортамент» из выпадающего 

списка выбираем двутавр с непараллельными гранями полок,              

в окне  «Профиль» указываем № 14. Подтверждаем выбор. Теперь 

можно присвоить созданный тип жесткости элементам балки. Для 

этого необходимо предварительно с помощью кнопки «Отметка эле-

ментов»  в меню «Выбор» выбрать все элементы балки. В меню 

«Жесткости и материалы» ставим галочку в окне «Присвоить элемен-

там схемы» и подтверждаем. 
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Рис. 4.21. Меню «Жесткости и материалы» 

 

 
 

Рис. 4.22. Меню «Стальное сечение» 
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4.5.4. Задание нагрузок 

Нажимаем на кнопку «Нагрузки» на панели инструментов  

(рис. 4.23) и находим пункт меню «Нагрузка на узлы и элементы». В 

открывшемся меню «Задание нагрузок» (рис. 4.24) содержатся за-

кладки для задания нагрузок на узлы, стержни, пластины, объемные 

элементы и суперэлементы. Окно содержит также закладку для кор-

ректировки или удаления нагрузок текущего загружения. По умолча-

нию принимается, что нагрузки принадлежат одному и тому же теку-

щему загружению, номер которого был задан заранее. В окне содер-

жатся кнопки для задания систем координат – глобальной, местной 

(для элемента), локальной (для узла) и направления воздействия – X, 

Y, Z, а также кнопки для задания статической нагрузки (коричневый 

цвет), заданного смещения (желтый цвет) и динамического воздейст-

вия (розовый цвет) – меню этих кнопок изменяется в зависимости от 

типа загружаемого конечного элемента. При нажатии этих кнопок вы-

зывается диалоговое окно для задания параметров нагрузки. Прило-

женные нагрузки и воздействия заносятся в поле списка нагрузок – 

«Текущая нагрузка» [12, 13]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.23. Меню «Нагрузки» Рис. 4.24. Меню «Задание нагрузок» 
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По условиям задачи балка нагружена равномерно-

распределенной нагрузкой q и сосредоточенной силой F. Нагрузка q 

действует на участок балки длинной 3 м, поэтому зададим ее в виде 

равномерно-распределенной нагрузки на группу из 6 стержней. Сила 

F действует сосредоточенно в точку, в которой находится узел конеч-

но-элементной сетки. Поэтому силу F зададим действующей на узел. 

Заходим в меню «Задание нагрузок», переходим в третью 

вкладку «Нагрузки на стержни». Ставим отметку «Глобальная систе-

ма координат», направление действия нагрузки – вдоль оси Z. Нажи-

маем на кнопку «Равномерно-распределенная нагрузка»  и в 

меню «Параметры» (рис. 4.25) задаем величину нагрузки 15 Н/мм. 

Подтверждаем заданные величины. В меню «Задание нагрузок» в по-

ле «Текущая нагрузка» появляется запись о введенной нами величине 

и типе нагрузки. 

Нажимаем кнопку «Отметка эле-

ментов» в меню «Выбор» и выбираем 

элементы балки с первого по шестой. 

Выбранные элементы окрасились в 

красный цвет. Возвращаемся в меню 

«Задание нагрузок» и нажимаем кноп-

ку «Применить».  На расчетной схеме 

элементы балки окрасились в черный 

цвет, и появилось изображение нагруз-

ки (рис. 4.26). 

Для отображения  на расчетной 

схеме величины заданных нагрузок не-

обходимо включить в меню «Флаги 

рисования» отметку «Величины нагру-

зок» . 

Нажимаем кнопку «Отметка узлов» и выбираем узел номер 15. 

Заходим в меню «Задание нагрузок», переходим во вторую вкладку 

«Нагрузки в узлах». Ставим отметку «Глобальная система коорди-

нат», направление действия нагрузки – вдоль оси Z. Нажимаем на 

кнопку «Сосредоточенная сила»  и в меню «Параметры» за-

даем величину нагрузки 5 000 Н. Подтверждаем заданные величины. 

Рис. 4.25. Меню «Параметры» 

равномерно-распределенной 

нагрузки 
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Рис. 4.26. Нагрузки и их величины 

 

После задания нагрузок расчетная схема балки полностью 

сформирована. Далее  можно переходить к расчету балки. 

 

4.5.5.  Расчет балки 

          

        Для выполнения расчета необходимо нажать кнопку «Режим» на 

панели инструментов. В открывшемся меню выбираем пункт «Вы-

полнить полный расчет» . После завершения расчета в этом же 

меню выбираем пункт «Результаты расчета» . При переходе в ре-

жим «Результаты расчета» изменяются панели инструментов. Появ-

ляются инструменты, предназначенные для анализа и просмотра ре-

зультатов расчета конструкции. Расчетная схема балки отображается 

с учетом перемещения узлов от действия заданных нагрузок. Обрати-

те внимание, что величина перемещения узлов показана условно, не в 

масштабе (рис. 4.27). 

 
 

Рис. 4.27. Деформированная схема балки 

 

4.5.6.  Анализ результатов расчета 
 

Результатами расчета в данном случае будут: усилия в балке 

(напряжения) в поперечных сечениях балки, перемещения узлов схе-

мы, т.е. прогиб балки. 

ПК «ЛИРА – САПР» представляет результаты расчетов как в 

графической, так и в табличной  формах [12, 13].  
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Для вывода на экран эпюр внутренних усилий необходимо на-

жать кнопку «Усилия» на панели инструментов (рис. 4.28). В от-

крывшемся меню выбрать пункт «Эпюры». В представленном списке 

выбираем  необходимый  тип  эпюры  изгибающих  моментов  М  

(рис. 4.29) или поперечных сил Q (рис. 4.30). 

 

 
 

Рис. 4.28. Меню «Усилия» 

 

 
 

Рис. 4.29. Эпюра изгибающих моментов М 
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Рис. 4.30. Эпюра поперечных сил Q 

 

Наименование эпюры и единицы измерения внутренних усилий 

отображаются в левом верхнем углу рабочего пространства. Макси-

мальные и минимальные значения усилий показаны в нижнем левом 

углу рабочего пространства. 

ПК «Лира  САПР» предоставляет пользователю возможность 

получить результаты расчетов в табличной форме. Для вывода на эк-

ран таблиц усилий необходимо нажать кнопку «Окно» на панели ин-

струментов (рис. 4.31) и выбрать пункт меню «Стандартные табли-

цы». В меню «Стандартные таблицы» пользователю предоставляется 

выбор необходимой таблицы и ее формата (рис. 4.32).  

 

 
 

Рис. 4.31. Меню «Окно» 
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Рис. 4.32. Меню «Стандартные таблицы» 

 

 
 

Рис. 4.33. Таблица «Усилия/напряжения в элементах» 
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В  стандартной таблице  «Усилия/напряжения  в  элементах» 

(рис. 4.33) представлены все рассчитанные внутренние усилия в сече-

ниях в каждом конечном элементе расчетной схемы. По умолчанию 

усилия рассчитываются в двух сечениях стержневого конечного эле-

мента. Пользователь может настроить любое количество сечений с 

помощью меню «Расчетные сечения стержней». 

Для вывода на экран перемещений узлов конечно-элементной 

сетки  нажимаем  кнопку «Деформации»  на  панели  инструментов 

(рис. 4.34). Выбираем пункт «В глобальной системе», далее нажимаем 

«Узловые перемещения». Затем выбираем мозаику перемещений по 

оси Z или мозаику поворотов вокруг оси Y.  

На (рис. 4.35) представлена мозаика перемещений узлов вдоль 

оси Z. Каждый узел окрашен в соответствующий величине переме-

щения цвет. В верхней части рабочего пространства представлена 

цветная шкала, для определения величины перемещения каждого уз-

ла. 

Для просмотра информации о перемещениях узлов конечно-

элементной сетки в табличной форме (рис. 4.36) воспользуемся меню 

«Стандартные таблицы»/«Перемещения». 

 

 
 

Рис. 4.34. Меню «Деформации» 

 

 
 

Рис. 4.35. Мозаика перемещений узлов вдоль оси Z 
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Рис. 4.36. Таблица «Перемещения узлов» 
 

При формировании отчета о произведенных расчетах, сохране-

нии и передаче информации для дальнейшей работы в другие про-

граммы необходимо выполнить следующие действия: 

 Для сохранения сформированных таблиц нажимаем кнопку 

«Файл»/«Сохранить как». 

 Для сохранения графических материалов (расчетная схема, мо-

заики  перемещений,  изополя и т.д.)  нужно  зайти  в  меню  «Окно» 

(см. рис. 4.31) и нажать кнопку «Графический контейнер». В правой 

части рабочего пространства появится область «Графический контей-

нер» (рис. 4.37). В этой области нажимаем кнопку «Добавить изобра-

жение» . Создается копия экрана, которую можно сохранить и пе-

редать в другие программы. 

 
Рис. 4.37. «Графический контейнер» 
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Контрольные вопросы и задания к главе 4 

 

1. Какие методы расчета относятся к численным? 

2. В чем заключается суть метода конечных элементов? 

3. Перечислите основные типы конечных элементов. 

4. Структура матрицы жесткости конечного элемента. 

5. Чему равна размерность вектора узловых перемещений конечного 

элемента? 

6. Значения каких величин находятся в результате статического рас-

чета балки? 

7. Перечислите основные этапы алгоритма расчета конструкций в 

программе «Лира – САПР». 

8. Перечислите основные способы и инструменты для создания гео-

метрической модели конструкции в программе «Лира – САПР». 

9. Перечислите основные этапы моделирования опор в программе 

«Лира – САПР». 

10. Перечислите основные инструменты для задания нагрузок в про-

грамме «Лира – САПР». 

11. В какой форме программа «Лира – САПР» выдает результаты рас-

четов? 
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Приложение 1 

 
Автоматический ввод данных из сортаментов 

 

При расчетах строительных конструкций очень часто приходится пользо-

ваться табличными данными: сортаментами металлопроката, таблицами прочно-

стей и т.д. Как правило, из требуемой нам таблицы для расчета необходимо вы-

брать всего несколько значений. Эти значения приходится выискивать и вводить 

вручную, что значительно замедляет ход расчетов.  

В программном комплексе MS Excel существует способ вводить в расчет 

табличные данные автоматически. 

 

Создание раскрывающегося списка из диапазона ячеек 

 

Для упрощения ввода данных можно создать раскрывающийся список до-

пустимых записей, который составляется из любых ячеек в книге. При создании 

раскрывающегося списка для ячейки в ней отображается стрелка (рис. П.1.1). 

 

 
 

Рис.П.1.1. Раскрывающийся список 

 

Для создания раскрывающегося списка из диапазона ячеек используется 

команда «Проверка данных» в группе «Работа с данными» на вкладке «Данные». 

Рассмотрим пример создания списка на базе сортамента двутавров               

ГОСТ 8239‒89 (рис. П.1.2).  

Для создания раскрывающегося списка требуется диапазон данных, запи-

санных в столбец без пустых строк.  
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Рис.П.1.2. Сортамент двутавров по ГОСТ 8239  89. 

 

На рабочем листе MS Excel выбирается ячейка, в которой планируется соз-

дание раскрывающегося списка. 

На вкладке «Данные» нужно выбрать команду «Проверка данных» 

(рис.П.1.3).  

 

 
 

Рис.П.1.3. Вкладка «Работа с данными» 

 

После чего отобразится диалоговое окно «Проверка данных» (рис.П.1.4). 

Далее во вкладке «Параметры» в поле «Тип данных» нужно выбрать кнопку 

«Список».  

После этого в появившемся окне «Источник» указывается диапазон данных, 

которые необходимо вывести через раскрывающийся список. Перед ссылкой 

должен стоять знак равенства (=). Например, =$H$13:$H$29. 

Если же предварительно присвоить имя диапазону ячеек (для этого требует-

ся выделить диапазон ячеек и в поле «Имя», расположенного у левого края стро-

ки формул, ввести имя списка и нажать ввод), то в (рис.П.1.5) появившемся окне 

«Источник» требуется написать знак равенства (=) и затем нажать кнопку «F3». В 

этом случае перед вами откроется окно с перечнем всех созданных списков, из 

которого можно выбрать требуемый (рис.П.1.6). 
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Рис.П.1.4. Проверка вводимых значений 

 

 
 

Рис.П.1.5. Строка формул 

  
 

 

 
 

Рис.П.1.6. Вставка имени списка 

 

Автоматический ввод характеристик сечений из сортаментов 

 

Вывод характеристик сечений из сортаментов выполняется при помощи 

команд «ПОИСКПОЗ» и «ИНДЕКС». Сами по себе эти команды не являются 

особенно полезными. Однако, если их использовать совместно, они позволяют в 

значительной степени автоматизировать расчетные алгоритмы. 
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Команда «ПОИСКПОЗ» сравнивает заданную позицию в ячейке с массивом 

данных, и если в массиве встречается эта позиция, то она присваивает ему номер, 

равный порядковому номеру заданной позиции в массиве (рис.П.1.7).  

 

 
 

Рис.П.1.7. Команда «ПОИСКПОЗ» 

 

Таким образом, если в искомой ячейке указать номер двутавра 16 и выпол-

нить команду «ПОИСКПОЗ» (искомое значение; просматриваемый массив) на 

столбец с номерами двутавров C то в исходной ячейке будет стоять 4, т.к. 16 дву-

тавр идет четвертым по списку. 

Команда «ИНДЕКС» (просматриваемый массив; номер строки; номер 

столбца) позволяет вывести в ячейку данные из массива в соответствии с номе-

ром позиции. Команда «ИНДЕКС» может работать с одной или двумя перемен-

ными (рис.П.1.8). 

Пример вывода данных. 

Ввести в расчет следующие параметры двутаврового сечения в соответст-

вии от выбранного номера. 

 - момент сопротивления сечения Wx для проверки прочности изгибаемого сече-

ния; 

 - момент инерции сечения Ix для проверки прогибов изгибаемого элемента. 

Выделим на листе Excel ячейку, в которой будет указываться номер двутав-

ра A1, а также ячейку для поиска позиций A2 и ячейки, в которые будут выво-

диться данные A3, A4. 

 

 
 

Рис.П.1.8. Команда «ИНДЕКС» 
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Объединим номера двутавров (Ndvutavra) в список и создадим раскры-

вающийся список ячейке A1. 

Выполним команду «ПОИСКПОЗ» в ячейке A2; 

 = «ПОИСПОЗ» (A2;Ndvutavra). 

Выполним команду «ИНДЕКС» в ячейке A3; 

 = «ИНДЕКС» (столбец с характеристиками Wx ; A3). 

Выполним команду «ИНДЕКС» в ячейке A4; 

 = «ИНДЕКС» (столбец с характеристиками Ix ; A4). 

В итоге получается следующая картина (рис.П.1.9). В соответствии с вы-

бранным номером двутавра в расчет будут подставляться нужные нам данные. 

 

 
 

Рис.П.1.9. Автоматический ввод данных 



100 

                                                                                                    Приложение 2 

 
 Значения модулей продольных упругостей Е, модулей сдвигов G и ко-

эффициентов Пуассона µ (при температуре 20
o
C) 

 

Материал 

Модули, кгс/м
2
 

Коэффициент 

Пуассона 
Е G 

Сталь (1,86÷2,1)*10
10

 (7,8÷8,3)*10
9
 0,25‒0,33 

Чугун серый (0,78÷1,47)*10
10

 4,4*10
9
 0,23‒0,27 

Чугун серый модифициро-

ванный 
(1,2÷1,6)*10

10
 (5÷6,9)*10

9
 - 

Медь техническая (1,08÷1,3)*10
10

 4,8*10
9
 - 

Бронза оловянная (0,74÷1,22)*10
10

 - 0,32‒0,35 

Бронза безоловянная (1,02÷1,2)*10
10

 - - 

Латунь алюминиевая (0,98÷1,08)*10
10

 (3,6÷3,9)*10
9
 0,32‒0,34 

Алюминивые сплавы (0,69÷0,705)*10
10

 2,6*10
9
 0,33 

Магнивые сплавы (0,4÷0,44)*10
10

 - 0,34 

Никель технический 2,5*10
10

 7,35*10
9
 0,33 

Свинец технический (0,15÷0,2)*10
10

 0,7*10
9
 0,42 

Цинк технический 0,78*10
10

 3,2*10
9
 0,27 

Кладка из кирпича (0,24÷0,3)*10
9
 - - 

Бетон  (1,48÷2,25)*10
9
 - 0,16‒0,18 

Древесина всех пород: 

вдоль волокон 
(8,8÷15,7)*10

9
 (4,4÷6,4)*10

7
 - 
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Древесина всех пород: по-

перек волокон 
(3,9÷9,8)*10

9
 (4,4÷6,4)*10

7
 - 

Фанера авиационная 1-го 

сорта: вдоль волокон 
12,7*10

8
 - - 

Фанера авиационная 1-го 

сорта: поперек волокон 
6,4*10

8
 - - 

Текстолит (ПТ, ПТК, ПТ-1) (5,9÷9,8)*10
8
 - - 

Гетинакс (9,8÷17,1)*10
8
 - - 

Винипласт листовой 3,9*10
8
 - - 

Стекло (4,9÷5,9)*10
9
 (2,05÷2,25)*10

8
 0,24‒0,27 

Органическое стекло (2,8÷4,9)*10
8
 - 0,35‒0,38 

Бакелит без наполнителей (1,96÷5,9)*10
8
 (6,86÷20,5)*10

7
 0,35‒0,38 

Целлулоид (1,47÷2,45)*10
8
 (6,86÷9,8)*10

7
 0,4 

Каучук 0,07*10
9
 2*10

8
 - 

Стеклопласт 3,4*10
9
 (3,5÷3,9)*10

8
 - 

Капрон (1,37÷1,96)*10
8
 - - 

Фторопласт Ф-4 (4,6÷8,3)*10
7
 - - 
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