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Практическое занятие №1.  Формализация описания структуры методами теории графов

Принцип представления структуры в виде графа чрезвычайно прост. Чаще всего элементам системы ставят в соответствие вер​шины графа, а связям - ребра. Рассмотрим некоторые основные определения, непосредс​твенно связанные с задачами структурного анализа АСУ.

1.1. Способы формализованного задания графа

А. Графическое представление. Это наиболее наглядный способ представления отношений между элементами, его недостаток - относительная сложность использования ЭВМ для анализа.

Б. Матричное представление. Матрица смежности вершин для неориентированного графа имеет вид: 
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где 
[image: image2.wmf]n

 - число вершин графа, aij=1, если существует связь между i, j вершинами; aij=0 в противном случае.

Для ориентированного графа матрица смежности: aij=1, если из вершины i можно перейти в вершину j; aij=0, в противном случае.

Матрица инциденций 
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 где n - число вершин, m - число ребер, определяется следую​щим образом: для неориентированного графа: bij=1, если i-ая вершина инцидентна j-ому ребру; bij=0 в противном случае.

для ориентированного графа: bij=1, если i-ая вершина - начало j-ого ребра; bij=-1, если i-ая вершина – конец j-ого ребра; bij=0, если i-ая вершина не инцидентна j-ому ребру. Рис. 4.1. иллюстрирует это положение.

В. Множественное представление. В этом случае для ориентированного графа G(V) задается мно​жество вершин V и соответствие G, которое показывает, как свя​заны между собой вершины. Для каждой вершины i соответствие G определяет множество вершин G(i), в которые можно непос​редственно попасть из вершины i. Это множество называется множеством правых инциденций. Множество G-1(i) определяет все вершины, из которых можно непосредственно попасть в вершину i. Это множество называется множеством левых инциденций. Таким образом, ориентированный граф задается перечисле​нием (списком) множеств вида G(i), либо множеств вида G-1(i) всех вершин графа. Такой способ оказывается наиболее компак​тным и эффективным при задании исходной информации о структуре для решения задач синтеза, особенно для иерархичес​ких структур.

Пример. Пусть структура системы имеет вид, показанный на рис. 4.2. Необходимо представить ее рассмотренными спо​собами. Строим граф системы (рис. 4.3), матрицы смежности (табл. 4.1) и инциденций (табл. 4.2). Множественной задание структуры: G(1)=(2,3), G(2)=0, G(3)=(5,4), G(4)=(2), G(5)=(1,2). Или G-1(1)=(5), G-1(2)=(1,5,4), G-1(3)=(1), G-1(4)=(3), G-1(5)=(3).

Таблица 4.1

	i(j(
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	0
	1
	1
	0
	0

	2
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	0
	1
	1

	4
	0
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	1
	0
	0
	0


Таблица 4.2

	i(j(
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	1
	1
	-1
	0
	0
	0
	0

	2
	-1
	0
	0
	-1
	-1
	0
	0

	3
	0
	-1
	0
	0
	0
	1
	1

	4
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	-1

	5
	0
	0
	1
	1
	0
	-1
	0


Определение цепи, пути, цикла, контура. Цепью называется та​кая последовательность ребер E0 ,..., Em , когда каждое [image: image1250.png]y1(B)
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ребро Ek, соприкасается одним из концов с ребром Ek-1. Цепь можно обозначить последовательностью вершин, которые она содержит. Например, для графа, представленного на рис. 4.4, це​пью будет (1, 4, 3, 5) или (1, 3, 4) (рис. 4.5). Понятие цепи обычно используется для неориентированных графов.

Путем называется такая последователь​ность дуг, когда конец каждой предыдущей дуги совпадает с началом последующей. Например, для графа (рис. 4.3) последова​тельность дуг (1, 3), (3, 4), (4, 2) является путем (рис. 4.6). Понятие пути обычно ис​пользуется для ориентированных графов.

Циклом называется такая конечная цепь, которая начинается и заканчивается в одной вершине. Например, на рис. 4.5 цепь (1, 4, 3) является циклом. Понятие цикла имеет смысл только для неориентированных графов.

Контуром называется такой конечный путь, у которого начальная вершина первой ду​ги совпадает с конечной вершиной последней дуги. Например, для графа (рис. 4.3) последо​вательность дуг (1, 3), (3, 5), (5, 1) есть контур (рис. 4.7).

[image: image1251.png]Yposuu rpacpa

Puc. 4.12. Bud ynopadouennozo Puc. 4.13. Bud neynopsdouennoeu
epaga epaga



Длиной цепи (пути) называют число ребер (дуг), входящих в цепь (путь) графа. Матрица смежности вершин графа A является матрицей не​посредственных путей графа, имеющих длину, равную единице. Общее число транзитных путей длиной A, может быть получено в результате возведения в -ую степень матрицы A: A. Элемент матрицы A определяет число путей длиной  от вершины i к вершине j.

На рис. 4.8 приведен пример определения элементов матрицы.
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Степень вершины. Число ребер, инцидентных вершине i не​ориентированного графа, называют степенью вершины i и обозна​чают 
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. ля графа, представленного на рис. 4.4: 
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 Или в общем виде 
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, где n - число вершин, m - число ребер графа.

Число дуг ориентированного графа, которые имеют началь​ной вершиной вершину i, называют полустепенью исхода верши​ны i и обозначают через 
[image: image7.wmf](
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. Аналогично, число дуг, которые имеют своей конечной вершиной вершину j, называют полусте​пенью захода вершины 
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. Для графа, представленного на рис. 4.3: 
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К понятию связности графа. Для неориентированных гра​фов вводится понятие слабой связности или просто связности. Граф G(V) называется слабо связным (связным), если для любых вершин графа i, j существует цепь из вершины i в вер​шину j. Для ориентированных графов вводится дополнительное по​нятие сильной связности. Граф G(V) называется сильно связным, если для любых вершин графа i, j существует путь из вершины i в вершину j.

Граф на рис. 4.4 является слабо связным. На рис. 4.9 представ​лен сильно связный граф, на рис. 4.10 - несвязный, распадаю​щийся на два сильно связных подграфа.

1.2. Порядковая функция на графе

Целью введения порядковой функции на графе без контуров является разбиение множества вершин графа на непересекающи​еся подмножества, упорядоченные таким образом, что если вер​шина входит в подмножество с номером i, то следующая за ней вершина - в подмножество с номером, большим i. Полученные непересекающиеся подмножества называются уровнями.

Алгоритм упорядочения (или алгоритм введения порядковой функции) сводится к следующему: ( в подмножество нулевого уровня N0 включаются все вер​шины i, для которых 
[image: image13.wmf]0
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 (иначе говоря, для которых не существует множества левых инциденций, или, еще про​ще, - вершины, в которые ниоткуда нельзя попасть). Про​водится последовательная нумерация этих вершин: 1,2,..., i; ( в подмножество первого уровня N1 включаются все верши​ны i, для которых 
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, т.е. для которых вершины уровня N0 являются множеством левых инциденций. Про​водится последовательная нумерация этих вершин: i+1, i+2, ..., i+r; ( в подмножество второго уровня N2, включаются все верши​ны i, для которых 
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. Проводится последова​тельная нумерация вершин: i+r+1, i+2, ..., i+r+p; ( в подмножество третьего уровня N3 включаются все вер​шины i, для которых 
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. Проводится последовательная нумерация вершин и т. д.

Данный процесс повторяется до тех пор, пока не будут про​нумерованы все вершины графа.
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Рассмотренный алгоритм нумерации приводит к тому, что в матрице смежности вершин графа aij=0; i>j, т. е. матрица становится треугольной.

Для графов, имеющих контуры, сначала необходимо выделить сильно связные подграфы (см. ниже «Топологическая декомпози​ция структур»). И, рассматривая эти выделенные подсистемы как элементы системы, для них вводить порядковую функцию.

Пример введения порядковой функ​ции. В результате обследования неко​торой организационной системы был получен граф информационно-логи​ческой взаимосвязи между решаемы​ми задачами, представленный на рис. 4.11. Необходимо определить, в какой последовательности следует решать эти задачи, решение каких за​дач следует начинать одновременно, необходимое число копий решений, сколько тактов следует хра​нить результаты решения задачи.

Составляем матрицу смежности анализируемого графа (табл. 4.3).

Таблица 4. 3

	
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	A=
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0


В соответствии с рассмотренным алгоритмом переходим к множественному представлению графа. (Напомним, что множес​тво левых инциденций (
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Таблица 4.4

	Уровень
	Условия включения
	Включаемые вершины
	Новая нумерация

	N0
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На основании табл. 4.4 строим преобразованный граф. Его вершины в новом обозначении размещаем по найденным уров​ням (внутри кружков помещаем новые обозначения, рядом - старые). Соединяем старые обозначения вершин дугами в соот​ветствии с ранее найденной матрицей смежности.

Строим матрицу смежности упорядоченного графа (табл. 4.5). Убеждаемся в том, что она оказывается треугольной.

Табл. 4.5
	
	*
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	
	0
	*
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	*
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	
	0
	0
	0
	*
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	*
	0
	0
	0
	0
	1

	A=
	0
	0
	0
	0
	0
	*
	0
	1
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	*
	0
	1
	1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	*
	1
	1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	*
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	*
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Если рассматривать уровни как такты движения информа​ции, то рис. 4.12 непосредственно дает ответы на вопросы, сфор​мулированные в начале примера.

Примечание. Задача упорядочения может быть решена с помощью матрицы инциденций. Алгоритм упорядочения в этом случае выглядит следующим образом:

1. Составляется матрица инциденций по правилам, изложенным выше.

2. Из матрицы вычеркиваются строчки, состоящие только из 0 и +1, и столбцы, соответствующие +1.

3. Отмечается порядок вычеркивания.

4. На последнем этапе на соответствующем уровне размещаются ос​тавшиеся вершины.

5. Уровень будет равен порядку вычеркивания минус единица.

В качестве примера рассмотрим граф, представленный на рис. 4.13. На основании рис 4.13 строим матрицу инциденций 

Табл. 4.6.

	
	+1
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	-1
	0
	-1
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	0
	+1
	+1
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	-1
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	-1
	-1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	+1
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	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	+1
	+1
	0

	
	0
	-1
	+1
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	+1
	+1
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	-1
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	+1
	0
	+1
	+1
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Первое вычеркивание. Вычеркнуты вершины 1 и 10 (табл. 4.7). * - обозначение пустой клетки.

Табл. 4.7

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	-1
	*
	-1
	*
	*
	*
	0
	0
	+1
	+1
	0
	0
	0

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	0
	0
	0
	-1
	-1
	0
	0

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	-1

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	+1

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	0
	-1
	0
	0
	+1
	+1
	0

	*
	*
	+1
	*
	-1
	*
	*
	*
	-1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	+1
	+1
	0
	0
	0
	0
	0

	*
	*
	0
	*
	+1
	*
	*
	*
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*


Второе вычеркивание. Вычеркнуты вершины 5, 8 и 9 (табл. 4.8).

Табл. 4.8

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	-1
	*
	-1
	*
	*
	*
	*
	*
	+1
	+1
	0
	0
	*

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	*
	*
	0
	-1
	-1
	0
	*

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	*
	*
	-1
	0
	0
	-1
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	0
	*
	0
	*
	*
	*
	*
	*
	0
	0
	+1
	+1
	*

	*
	*
	+1
	*
	-1
	*
	*
	*
	*
	*
	0
	0
	0
	0
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*


Третье вычеркивание. Вычеркнуты вершины 6 и 7 (табл. 4.9)

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	+1
	+1
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	0
	-1
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	-1
	0
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*


Результат четвертого вычеркивания. Вычеркнута вершина 2 (табл. 4.10). 

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*

	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*


Оставшиеся вершины 3 и 4 размещаются на следующем уровне. Полученный результат использования алгоритма вычеркива​ния сводим в табл. 4.10 (а).

	Порядок вычеркивания
	1
	2
	3
	4
	5

	Вершины
	1,10
	5,8,9
	6,7
	2
	3,4

	Уровни
	0
	1
	2
	3
	4


Практическое занятие №2. Числовая функция на графе
1.3. Числовая функция на графе

Числовую функцию на графе задают обычно либо на верши​нах, либо на дугах (ребрах) графа. Числовая функция на вершинах графа считается заданной, если каждой i-ой вершине аi графа G(V), 
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 ставится в со​ответствие некоторое число 
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из некоторого множест​ва L. Числовая функция на дугах (ребрах) для ориентированного (неориентированного) графа считается заданной, если каждой дуге (aiaj) или ребру ставится в соответствие число q=q(aiaj) из некоторого множества Q. В некоторых случаях числовая функция на графе задается комбинированным способом как на вершинах, так и на дугах.

Значение функции на пути S через вершины 
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 при задании числовой функции на вершинах графа опре​деляется либо в соответствии с аддитивной формой 
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, либо в соответствии с мультипликативной формой 
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. Аналогичным образом определяется значение функции на пути через вершины 
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 при задании числовой функции на дугах (ребрах) графа: 
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В соответствии с данными определениями может быть пос​тавлена задача нахождения путей через множество вершин (дуг), обладающих определенным свойством, с максимальным (мини​мальным) значением числовой функции. Такие пути называются максимальными (минимальными). Определение максимальных (минимальных) путей на графе чаще всего формализуется в виде задачи динамического программирования. При этом предполага​ется, что все вершины в графе упорядочены, и контура в графе отсутствуют. Рассмотрим пример.

Пример нахождения максимального пути. Пусть в задаче ка​лендарного планирования возникла необходимость определения максимального пути из вершины a1 в вершину a7 для графа, представленного на рис. 4.13а.

Для вершины a1 принимаем 
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. Для вершин a2, a3, a4 : 
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 Для вершины a5 : 
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. Для вершины a6 : 
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. Для вершины a7: 
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. Значение функции на максимальном пути для данного при​мера равно девяти. Этот путь выделен жирными стрелками.
Практическое занятие №3. Топологическая декомпозиция структур АСУ

Проведение топологической структуры АСУ, представлен​ной в виде ориентированного графа G(V), связано с выделением в этой структуре сильно связных подсистем. Напомним, что ориентированный граф G(V) называется сильно связным, если для любых вершин i,j существует путь из вершины i в вер​шину j. Для рассмотрения основного алгоритма декомпозиции целе​сообразно ввести следующие понятия.

Множество вершин, достижимых из вершины i, называется достижимым множеством R(i). Достижимое множество опреде​ляется следующим образом: 
[image: image64.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

 ...,

i

G

 ...

i

G

i

G

i

i

R

Ú

Ú

Ú

Ú

Ú

=

l

2

 (4.1) где G(i) - множество вершин, достижимых из вершины i с ис​пользованием пути длиной, равной единице; G - множество вершин, достижимых из вершины i с помощью путей длиною . При этом предполагается, что сама вершина i достижима с помощью пути, длиною 0 и включена во множество R(i). Это предположение отражается в соотношении (4.1) введением (i).

В соответствии с выражением (4.1) множество R(i) может быть получено последовательным слева направо объединением множеств до тех пор, пока текущее множество R(i) не переста​нет увеличиваться по размеру при выполнении очередной опе​рации объединения. Число объединений, естественно, зависит от вида графа, но, очевидно, всегда 
[image: image65.wmf]n
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, где n - число вершин графа.

Контрдостижимым множеством Q(i) графа G(V) называется множество таких вершин, когда из любой вершины этого мно​жества можно достигнуть вершину i. Аналогично построению R(i) можно построить Q(i), исполь​зуя следующее выражение: 
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 (4.2) где 
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 - множество вершин, из которых можно достигнуть i-ую вершину с помощью путей, длина которых равна единице, 
[image: image68.wmf](
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 - то же самое, но с помощью путей, длина которых равна двум и т.д. (рис. 4.14).

Так как R(i) является множеством вершин, достижимых из i-ой вершины, а Q(j) - множеством вершин, из которых можно до​стичь вершину j, то множество R(i)( Q(j) является множеством таких вершин, каждая из которых принадлежит по крайней мере одному пути, идущему от i-ой вершины к j-ой, что иллюстри​руется рис. 4.15. Эти вершины называются существенными или неотъемлемыми относительно двух кольцевых вершин i, j. В свою очередь, множество R(i)( Q(j) (4.3) определяет сильно связный подграф графа G(V), содержащий i-ую вершину, поскольку все существенные вершины, принадлежащие множеству (4.3), достижимы из i-ой вершины и, кро​ме того, из каждой такой вершины достижима вершина i, т.е. все эти вершины взаимодостижимы (рис. 4.16).

Из введенных выше определений имеем следующий алгоритм декомпозиции:

1. В исходном графе G(V) производим нумерацию вершин.

2. Для i-ой вершины (i=1) определяем множество R(j) и множество Q(1).

3 Находим сильно связный подграф G1 включающий мно​жество вершин V1=R(1)( Q(1).

4 Все вершины, принадлежащие G1(V1), удаляются из исход​ного графа G(V).

Далее пункты 2,3,4 повторяются для i=2,3,4,... до тех пор, пока все вершины исходного графа не будут сгруппированы в со​ответствующие сильно связные подграфы.

Пример топологической декомпо​зиции. Пусть в распределенной АСУ пункты обработки информацией об​мениваются данными так, как это изображено с помощью графа, пред​ставленного на рис. 4.17. Возникла необходимость в сокращении числа этих пунктов, исходя только из струк​турных свойств анализируемой систе​мы. (Объединение будем производить без учета производительности, надеж​ности и т. п., учитывая только струк​турные свойства схемы.)
[image: image69.png]



В соответствии с рассмотренным алгоритмом определяем множества R(j) и Q(j). Полагаем i=1 и находим, используя формулы (4.1) и (4.2), достижимое R(1) и контрдостижимое Q(1) множества: R(1)=(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), Q(1)=(1, 2, 3, 5, 6). Используя соотношение (4.3), находим сильно связный под​граф, содержащий вершину 1: V1=R(1)( Q(1), V1=(1, 2, 5, 6).

После удаления сильно связного подграфа G1(V1) исходный граф G(V) имеет вид (рис. 4.18).

Полагаем i=2, но вершина 2 входит в выделенный подграф V1 следовательно, i=3. R(3)=(3, 4, 7, 9), Q(3)=(3), V2=(3). Затем удаляем сильно связный подграф G2(V2) (рис. 4.19).

Полагаем i=4, тогда R(4)=(4, 7, 9), Q(4)=(4, 7, 8, 9, 10), V3=(4, 7, 9). Удаляем сильно связный подграф G3(V3) (рис.4.20). Полагаем i= 8, тогда R(8)=(8, 10), G(8)=(8, 10), V4=(8, 10). 
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Практическое занятие №4. Модели описания и анализа потоков информации
2.1. Модели описания и анализа потоков информации в АСУ
Основным носителем информации в организационных систе​мах является документ. Как для всей системы в целом, так и для ее отдельных подсистем, все документы можно разделить на сле​дующие группы: входные документы, возникающие вне системы и поступающие на ее входы; выходные документы, т. е. докумен​ты, покидающие систему; промежуточные документы, которые используются для целей управления и учета, а также для форми​рования выходных документов. Между документами существуют отношения вхождения и по​рядка.

Отношение вхождения 
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 означает, что документ 
[image: image76.wmf]j
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 формируется из до​кументов 
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.

Отношение порядка. 
[image: image78.wmf]ij
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 «
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 следует за 
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» озна​чает, что документ 
[image: image81.wmf]i
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 может быть сформирован только тогда, ког​да закончится формирование документа 
[image: image82.wmf]j
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.

Потоки информации в организационных системах образуют​ся не только движением документов, но и движением элементов документов (реквизитов, показателей), а также различных сооб​щений, данных и т. п. Будем поэтому говорить об элементах по​токов информации, имея в виду все перечисленные объекты.

Если элементам потока информации 
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 поставить в соответствие вершины графа 
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 и каждую пару вершин 
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, соединить дугой, идущей от 
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 к 
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, в том и только том слу​чае, если 
[image: image88.wmf]i
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 является входом для 
[image: image89.wmf]j
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, то полученный граф называ​ют информационным графом.

Для использования формальной методики анализа информа​ционных потоков необходимо провести реальное обследование этих потоков на объекте автоматизации и затем представить по​лученные результаты в виде матрицы смежности информацион​ного графа 
[image: image90.wmf]ij
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. Будем формально возводить эту матрицу в степень до тех пор, пока 
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Определяем матрицу достижимости А(В) как сумму одно​именных элементов всех предыдущих матриц.

Полученная последовательность матриц позволяет формаль​но определить все свойства анализируемого графа.

Рассмотрим эти свойства.

1. Порядком j элемента Xj (для краткости в дальнейшем прос​то j) называется длина наибольшего пути, связывающего j-ый элемент с i-ым. Формально j определяется с помощью следующего соотношения: 
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 (4.4) В этом соотношении 
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 - сумма элементов j-ого столбца матрицы А.

Например, пусть мы хотим найти элементы первого порядка, стало быть, полагаем j=1. Обращаемся к 1-й строке соотноше​ния (4.4), то есть =1, и далее к матрице А1. Пусть фрагмент мат​рицы А1 имеет следующий вид (табл. 4.11):

	i(j(
	1
	2
	3
	4
	5

	
	
	
	
	
	

	i
	0
	0
	1
	3
	2


В соответствии со второй строчкой соотношения (4.4) выпи​сываем такие j, для которых j>0 (3, 4, 5). Теперь обращаемся ко 2-й строке соотношения (4.4). Добавля​ем 1, следовательно, =2 и нам следует обратиться к матрице А2. Пусть фрагмент матрицы А2 имеет вид (табл. 4.12):

	i(j(
	1
	2
	3
	4
	5

	
	
	
	
	
	

	j
	0
	0
	0
	1
	2


В соответствии со второй строчкой соотношения (4.4) выпи​сываем такие j, для которых j=0 (1, 2, 3). Совместно со​отношение (4.4) выполняется только для j=3. Стало быть, в данном примере элемент 3 есть элемент первого порядка. Для того чтобы найти элементы второго порядка, надо положить j=2 и, обратив​шись к матрицам А2 и А3, проделать те же самые процедуры.

Физический смысл j - это номер такта, к которому «готовы» все составляющие элемента xj.

2. Число 
[image: image94.wmf](
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 называют порядком информационного графа. Если для N справедливо соотношение 
[image: image95.wmf]1
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 (4.5) то соответствующая схема называется N-тактной.

Записанное условие возможно только в случае отсутствия контуров.

3. Признаком контура является появление ненулевых элемен​тов на главной диагонали любой из матриц 
[image: image96.wmf]A

l

. Наличие контура свидетельствует либо об ошибке в обследовании, либо о неправильно спроектированном документообороте. В любом случае необходим содержательный экономический анализ с целью уст​ранения контура.

4. Равенство нулю суммы элементов j-ого столбца матрицы смежности, т.е. 
[image: image97.wmf](1)0;
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 является формальным признаком для выделения входных элементов потока. Значение 
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 равняется числу элементов, участвующих в формировании элемента j.

Пусть фрагмент матрицы А имеет вид, представленный в табл. 4.13.

	i(j(
	1
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	i
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	4
	


Из матрицы следует, что элементы 1,2,3 - входные элементы и, например, для формирования элемента 5 требуется четыре других элемента.

5. Аналогично свойству 4, равенство нулю суммы элемен​тов i-ой строки матрицы смежности информационного графа 
[image: image99.wmf](1)0

i

sl

==

 служит формальным признаком для выделения вы​ходных элементов потока, а число 
[image: image100.wmf](1)0
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 равно числу элементов, в которые входит элемент i. Например, судя по пре​дыдущей матрице, элемент 1 используется дважды.

6. Если при некотором i=j одновременно 
[image: image101.wmf][
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, то к анализируемой схеме этот элемент не имеет отношения (ошибка обследования).

7. Число путей длиною  от элемента i к элементу j определя​ется элементом aij() матрицы А.

8. Число всевозможных путей от i к j опре​деляется элементом aij() матрицы 
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9. По аналогии со свойствами 4 и 5 отличные от нуля эле​менты j-ого столбца матрицы достижимости A() указывают все элементы потока, которые участвуют в формировании у, а отличные от нуля элементы i-ой строки этой матрицы указы​вают все элементы, при формировании которых используется элемент i.

10. Максимальное значение порядка элементов i-ой строки матрицы смежности А, которые не равны нулю, определяет номер такта i, после которого элемент i уже не используется и он может быть «погашен» в памяти системы. 

Пример. Пусть задан фрагмент матрицы А (табл. 4.14).

	j
	0
	0
	3
	2
	1

	i(j(
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	0
	0
	0
	1
	1


Из табл. 4.14 следует, что j поразрядно равняется 00321. Тогда для элемента 1 искомый номер такта 1=3.

11. Число тактов, в течение которых элемент 1 должен храниться в памяти системы определяется соотношением 
[image: image103.wmf]iii
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. Для нашего примера t1=3-0.

12. Анализ структуры всех путей, связывающих элементы i,j, позволяет выявить как дублирующие связи, так и избыточные элементы. Это позволяет улучшить свойства анализируемого ин​формационного потока.

Пример анализа потоков информации. Пусть схеме движения оперативной отчетности в подсистеме оперативного управления производством соответствует информационный граф, представ​ленный на рис. 4.27. Необходимо формально выявить все свойс​тва данного информационного графа. Прежде всего, необходимо составить матрицу смежности ис​ходного графа А. Последовательность матриц А и A() позволяет выяснить свойства анализируемого потока.

Итак, имеем граф (рис 4.27). Составляем его матрицу смежности А (табл. 4.15).
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Определяем матрицу А2:
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Определяем матрицу А3:
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Матрица А4 = 0.

Находим j и определяем матрицу достижимости 
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 (табл. 4.18). 

Таблица 4.18
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Последовательность вычисленных матриц позволяет фор​мально определить все свойства анализируемого информацион​ного потока. Рассмотрим эти свойства в той же последовательности, в ко​торой они излагались в теории.

1. Определение порядка элементов. Для этого используется система 
[image: image105.wmf](
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 Определяем элементы нулевого порядка 
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 для j=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, так как любая матрица в степени 0 дает 1. 
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 для j=1, 2, 3, 4 - это следует из матрицы А. Совместно указанное соотношение выполняется для j=1, 2, 3, 4. Следовательно элементы 
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 есть элементы нулевого порядка.

Определяем элементы 1-го порядка
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 для j=5,6,7,8,9,10 (из матрицы A1) 
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 для j=1,2,3,4,5,6 (из матрицы A2); Совместно заданные условия выполняются для j=5,6. Сле​довательно, 
[image: image113.wmf]56
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 - элементы первого порядка.

Определяем элементы 2-го порядка, полагая 
[image: image114.wmf]2
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 для j=7,8,9,10); 
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 для j=1,2,3,4,5,6,7,10. Совместно заданные условия выполняются для j=7, 10. Сле​довательно, 
[image: image117.wmf]710
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 - элементы второго порядка. 

Полагаем 
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 для j=8,9; 
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 для j=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.

Совместно заданные условия выполняются для j=8, 9. Сле​довательно, 
[image: image121.wmf]89
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 - элементы третьего порядка. 

2. Определение «тактности» системы. 
[image: image122.wmf](
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. Данная схема является трехтактной.

3. Отсутствие ненулевых элементов на главной диагонали лю​бой из матриц свидетельствует о том, что в анализируемом документообороте контуров нет. 

4. Определение входных элементов потока. 
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 для j=1,2,3,4. Следовательно, элементы 
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 - входные элементы. Например, 
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. Это означает, что в 
[image: image126.wmf]6
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 входят два эле​мента, и т.д.

5. Определение выходных элементов потока. 
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 для i=8,9,10. Следовательно, элементы 
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 - выходные элементы. Например, 
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. Это означает, что 
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 используется для формирования 3-х других элементов.

6. Определение висящих вершин. Ситуация 
[image: image131.wmf](
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 отсутствует, т.е. висящих вершин нет.

7. Определение числа путей длиной . Например, 
[image: image132.wmf](
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. Это означает, что от 
[image: image133.wmf]2

X

 к 
[image: image134.wmf]8
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 имеются два различных пути длиною два.

8. Определение всевозможных путей между двумя элементами. Например, 
[image: image135.wmf](
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. Это означает, что от 
[image: image136.wmf]1
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 к 
[image: image137.wmf]8
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 имеются три различных пути длиною 1.

9. Определение всех элементов, участвующих в формировании данного. Например, отличные от нуля элементы 8-го столбца матрицы 
[image: image138.wmf](
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 указывают все элементы потока, участвующие в формирова​нии 
[image: image139.wmf]8
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 т.е. 
[image: image140.wmf]123457
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, причем, например, 
[image: image141.wmf]5
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 - дважды; а, например, ненулевые элементы 5-й строки матрицы 
[image: image142.wmf](
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 ука​зывают все элементы, при формировании которых используется 
[image: image143.wmf]5
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, т.е. 
[image: image144.wmf]78910
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, причем для формирования 
[image: image145.wmf]8
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 элемент 
[image: image146.wmf]5
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 используется дважды.

10. Определение номера такта, после которого данный элемент может быть «погашен» в памяти системы. Например, 
[image: image147.wmf]1
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 уже не используется после 1=3, так как, судя по А, для формирования 
[image: image148.wmf]1
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 используется 
[image: image149.wmf]5
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 с 5=1 и 
[image: image150.wmf]8
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 с 8=3. Максимум равен 3.

11. Определение числа тактов хранения. Например, для 
[image: image151.wmf]1
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: 
[image: image152.wmf]0
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12. Рассмотрим столбцы матрицы А(В), соответствующие вы​ходным элементам. Например, столбец, соответствующий 
[image: image153.wmf]8

X

. Как указывалось, эта матрица задает число всех связей между элементами. В формировании 
[image: image154.wmf]8
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 участвуют элементы 
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, причем 
[image: image156.wmf]12
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 - трижды, а 
[image: image157.wmf]5
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 - дважды. Наличие большого числа ненуле​вых и неединичных элементов в столбце j=8 свидетельствует о необ​ходимости проведения содержатель​ного анализа фрагмента общей схе​мы потока, связанной с формированием 
[image: image158.wmf]8
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 (рис. 4.28). Быть мо​жет, удастся упростить фрагмент за счет исключения излишних связей или промежуточных элементов.

Практическое занятие №5. Дифференцирование графа
В математическом анализе в основу понятия произ​водной положено понятие предела. В дискретной мате​матике понятие предела отсутствует, поэтому невозмож​но механически перенести в нее понятие производной из непрерывной математики. Понятие производной в ди​скретной математике основано на использовании поня​тия частоты (интенсивности) участия элементов в собы​тиях некоторой модели.

Интенсивность участия элементов можно характери​зовать, например, числами вхождения каждого элемента. в события. Для графа полного алгоритма вычислитель​ного процесса интенсивность будем характеризовать чис​лом вхождения каждого частного алгоритма в вычис​лительные пути.

Интенсивность может характеризоваться числами вхождения в события не одного, а нескольких элемен​тов. Например, интенсивность пары частных алгоритмов 
[image: image159.wmf]i
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 и 
[image: image160.wmf]j
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 определяется отношением числа путей, которые содержат частный алгоритм 
[image: image161.wmf]i
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 или 
[image: image162.wmf]j
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 к числу путей, содержащих как 
[image: image163.wmf]i
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, так и 
[image: image164.wmf]j
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[image: image165.wmf](
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, где i - число путей графа полного алгоритма вычисли​тельного процесса, в которые вошел частный алгоритм 
[image: image166.wmf]i
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; j - число путей графа, в которые вошел частный алгоритм 
[image: image167.wmf]j
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; ij - число путей графа, в которые вошли частные алгоритмы 
[image: image168.wmf]i
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 и 
[image: image169.wmf]j
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 одновременно.

Это отношение показывает степень неравномерного участия пар частных алгоритмов в образовании путей графа.

Каждое событие (путь) определяет некоторую двухвходовую двоичную матрицу Q=[qij]max каждому столбцу которой взаимно однозначно соответствует эле​мент (частный алгоритм), входящий в событие (путь), каждой строке - совокупность элемента (частных алго​ритмов), при наличии которых событие (путь) имеет ме​сто (при наличии которых событие истинно): qij =1, если j элемент входит в i совокупность элементов, при наличии которых событие истинно; 0 в противном случае.

Для определения интенсивности участия частных ал​горитмов в путях введем частотную матрицу отношений F=[ij]n(n, матрица смежности которой есть Q=[qij]m(n.

Частотной матрицей отношений F[ij] называется матрица, каждой строке (каждому столбцу) которой взаимно - однозначно соответствует частный алгоритм, а элемент ij равен числу путей, в которые входят частные алгоритмы 
[image: image170.wmf]i
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 и 
[image: image171.wmf]j
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 если i(j, и числу путей, в кото​рые входит частный алгоритм 
[image: image172.wmf]i
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, если i=j. При этом если i=j, то i называется собственной частотой част​ного алгоритма, если же i(j, то ij называется взаим​ной частотой частных алгоритмов 
[image: image173.wmf]i
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 и 
[image: image174.wmf]j
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Из определения частотной матрицы отношений F[ij] следует, что она симметрична относительно главной диагонали и собственная частота любого част​ного алгоритма не меньше взаимной частоты этого алго​ритма и любого другого частного алгоритма: ij =ji, i (ij.
Частотная, матрица отношений F, матрица смежно​сти которой есть Q, удовлетворяет соотношению 

[image: image175.wmf]T
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Производная графа G есть степень неоднородности компонент графа относительно заданного события S. Бу​дем характеризовать эту неоднородность производной 
[image: image176.wmf]дG
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 графа G по событию S.

Эта производная определяется выражением  
[image: image177.wmf](
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причем 
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)

,

ij

AAS

Î

, если 
[image: image181.wmf] (,) 

ij

дG

AA

дS

¹¥

.

Производная является конечной величиной, отличной от нуля, и 
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Значение 
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 называется значением производной на дуге, соединяю​щей частные алгоритмы 
[image: image185.wmf]i
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 и 
[image: image186.wmf]j
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Аналогично можно рассмотреть равномерность уча​стия троек, четверок, ..., k частных алгоритмов в пути S.

Каждый путь в вычислительном процессе будем оце​нивать средним значением производной на частных алго​ритмах, образующих этот путь:
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, где k - число частных алгоритмов пути.

Совокупности частных алгоритмов Si и Sj состав​ляющие пути вычислительного процесса, называются эквивалентными, если результаты их решения приводят к одному и тому же финальному собы​тию на заданном наборе входной информации.

Тогда, используя эквивалентность путей и их произ​водные, можно разбить множество путей вычислитель​ного процесса полного алгоритма на классы. Классы путей вычислительного процесса будем оце​нивать суммарным значением производной по всем экви​валентным его путям: 
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, где 
[image: image189.wmf]n

 - число эквивалентных путей в классе, или сред​ним значением производной путей, составляющих класс: 
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 В некоторых случаях классы эквивалентных путей удоб​нее оценивать нормированным значением суммарной производной класса 
[image: image191.wmf](
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, где 
[image: image192.wmf]N

 - общее число путей в графе вычислительного процесса, или нормированным
значением среднего зна​чения производной: 
[image: image193.wmf](
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Таким образом, при алгоритмическом синтезе полно​го алгоритма вычислительного процесса составляются матрица смежности, транспонированная матрица, матрица частотных отношений и таблица классов. Определя​ются параметры синтезируемого графа: , ,  и , ко​торые используются при определении технических пара​метров вычислительных машин, размещения постоянной и переменной информации, констант и программ в памя​ти вычислительных машин и для рациональной органи​зации вычислительного процесса.
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Практическое занятие № 6 Структурно-топологические характеристики систем и их применение
2.2. Структурно-топологические характеристики систем и их применение

При проведении анализа системы целесообразно оценить количественно качество структуры системы и ее элементов с позиций общесистемного подхода. Рассмотрим основные структурно-топологические характеристики. Сначала выделим основные виды структур с точки зрения топологии внутренних связей.

Виды топологических структур. Виды топологических струк​тур рассмотрим на примере пяти элементов: последовательная структура; кольцевая структура; радиальная структура; древовидная струк​тура; структура типа полный граф; несвязная структура

Связность структуры. Данная характеристика позволяет выде​лить наличие обрывов, висячие вершины и т.д. Для неориентированных графов связность всех элементов в структуре соответс​твует выполнению условия: 
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[image: image195.wmf]ij
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 - элемент матрицы смежности. Пра​вая часть (4.6) определяет необходимое минимальное число свя​зей в структуре неориентированного графа, содержащего n вер​шин. Коэффициент 0,5 берется в силу того, что одна и та же связь 
[image: image196.wmf]ij

a

 и 
[image: image197.wmf]ji

a

 учитывается дважды. Соотношение (4.6) можно переписать в виде 
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 т.е. это не что иное, как число ребер в неориентированном графе.

Определим m как функцию от n для основных типов структур в общем виде: 
( Последовательная структура: 
[image: image199.wmf]1
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( Кольцевая структура: 
[image: image200.wmf]mn
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( Радиальная структура 
[image: image201.wmf]1
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( Древовидная структура. Трудно сказать в общем виде, так как параметр определяется видом дерева. 
( Структура полный граф.  Для первого элемента число связей n-1, у второго элемента n-2 связей, у третьего - n-3 и т.д.: 
[image: image202.wmf](
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( Для несвязной структуры эта характеристика не имеет смысла.

Структурная избыточность. Это структурный параметр, отра​жающий превышение общего числа связей над необходимым ми​нимальным числом связей. Разделим в соотношении (4.6) все члены на n-1 и разность обозначим через R - структурная избыточность тогда будем иметь 
[image: image203.wmf]11

0,511

1

1

nn

ij

ij

m

a

R

n

n

==

=-=-

-

-

åå

 (4.7, 8)

Найдем структурную избыточность для рассмотренных типо​вых структур в общем виде, учитывая ранее найденную зависи​мость 
[image: image204.wmf](
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1. Последовательная структура: 
[image: image205.wmf]1; 0
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2. Кольцевая структура: 
[image: image206.wmf](
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3. Радиальная структура: 
[image: image207.wmf]1; 0 
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4. Структура полный граф: 
[image: image208.wmf](
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Данная структурная характеристика используется для косвен​ной оценки экономичности и надежности исследуемой системы. Для систем с избыточностью - R > 0, для систем с минимальной избыточностью - R = 0, для несвязных, систем - R < 0. Очевидно, что чем больше R, тем потенциально более надежна систе​ма, но структурная избыточность мо​жет быть достигнута за счет увеличе​ния связности только одних вершин.

Поэтому вводят параметр 
[image: image209.wmf]2
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, учитывающий неравномерность распределе​ния связей или их несимметричность. Вспомним понятие «степень вершины» 
[image: image210.wmf]i
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, т. е. число ребер, инцидентных вершине 
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 Было показано, что 
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(4.9) Если связи распределены равномерно, то, очевидно, все 
[image: image213.wmf]i
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 одинаковы. Тогда 
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. Теперь можно определить квадратичные отклонения распре​деления степеней вершин от равномерного. 
Среднеквадратичное отклонение равно 
[image: image215.wmf](
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[image: image216.wmf](
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(4.9); Показатель 
[image: image217.wmf]2
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 характеризует недоиспользованные возмож​ности заданной структуры, имеющей m ребер и n вершин. Рассмотрим структурную неравномерность для типовых схем: 
1. Последовательная структура: m=n-1; 
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2. Кольцевая структура: m=n; 
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3. Радиальная структура: m=n-1; 
[image: image220.wmf]n

n

n

2

2

)

2

)(

1

(

-

-

=

e

 
4. Структура полный граф: m=n(n-1)/2; 
[image: image221.wmf]0
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Структурная компактность. Для ее оценки вводится параметр, отображающий близость элементов между собой. Близость 2-х элементов i и j определяется через минимальную длину пути для ориентированного графа (цепи - для неориентированного) - 
[image: image222.wmf]ij
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. Тогда сумма всех минимальных путей (цепей) между всеми эле​ментами отражает общую структурную близость элементов в ана​лизируемой структуре. Обозначим эту величину через Q и, в со​ответствии с определением, будем иметь: 
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Рассмотрим этот параметр для основных структур. 

1. Последовательная структура. Для 1-го элемента: 
[image: image224.wmf]1
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; для 2-го: 
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; для 3-го: 
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2. Кольцевая структура. Имеем для 1-го элемента (i=1): 
[image: image229.wmf]12
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 EMBED Equation.3  [image: image230.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image233.wmf]6
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Для n - нечетного имеем 
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Для n - четного имеем 
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[image: image237.wmf]3
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3. Радиальная структура. Непосредственно из ее изображения (см. п. 4.6.1) имеем для центрального элемента 
[image: image238.wmf]1
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 Для второго и, в силу симметричности, любого из оставшихся элементов, имеем 
[image: image239.wmf]22
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Первый член в последнем выражении 1 - это путь до 1-го элемента, второй 2 - для любого другого, а их (n-2), так как нет связи с самим собой, а связь с первым уже учтена. И таких свя​зей, очевидно, (n-1). Тогда 
[image: image240.wmf]2
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4. Структура полный граф. У каждого элемента есть связи со всеми, кроме себя. Это (n-1), а всего вершин n. Итак, имеем 
[image: image241.wmf](1)
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. Для оценки структурной компактности часто используется относительный показатель 
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 (4-16) где 
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 - минимальное значение компактности для структуры типа полный граф.

Структурную компактность можно характеризовать и другим параметром - диаметром структуры: 
[image: image244.wmf],
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. У полного графа указанная величина равна единице, поэтому он и обладает максимальной компактностью. Учитывая преобладающий информационный характер связей в АСУ, можно сказать, что как величина 
[image: image245.wmf]отн

Q

, так и d интегрально оценивают инерционность процессов в системе, а при равных значениях 2 и R (равномерность и структурная избыточность) их возрастание отражает увеличение числа разделяющих связей в структуре, характеризуя тем самым снижение общей надежности.

Степень централизации структуры.

1. Наименее «централизованными» и наиболее «размытыми» с этих позиций являются структуры кольцевая и полный граф, в которых элементы нагружены абсолютно одинаково. Для этих двух структур структурная компактность 
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 -сумма расстояний от i -того элемента до всех остальных. Рассмотрим отношение - 
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Для кольцевой структуры 
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 равны между собой. Доля таких структур 
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[image: image251.wmf]max
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 Для того чтобы эта величина для кольцевой структуры и пол​ного графа (один крайний случай) начиналась с нуля, вычтем из нее n: 
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Проведем нормализацию. Для этого рассмотрим другой край​ний случай - радиальную структуру. Было получено 
[image: image253.wmf]2
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. Тогда для радиальной структуры 
[image: image254.wmf]21
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. Это максимальное значение 
[image: image255.wmf]'
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. У всех других структур 
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 бу​дет меньше. Потребуем, чтобы эта величина не превышала еди​ницу. Тогда 
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2. Но, с другой стороны, чем более компактна структура, тем легче центру управлять ею. Поэтому введем новый параметр 
[image: image258.wmf]'
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, выражаемый через zmax и возрастающий с ростом компактности. В соответствии с определением 
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 Для нашего предельного случая (радиальная структура), как указывалось, 
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. Тогда 
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. Потребуем также, чтобы в этом предельном случае эта вели​чина равнялась бы единице: 
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Теперь введем понятие индекса центральности, определив его как 
[image: image264.wmf](
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Для структур с максимальной степенью централизации (ради​альная) =1, для структур с равномерным распределением свя​зей (кольцевая и полный граф) =0.

Сравнительный анализ топологических структур. Результаты вычисления топологических характеристик для типовых структур (для случая 5-ти элементов) сведены в таблицу 4.16. Параметры этой таблицы для всех структур, кроме древовидной, вычисля​лись по приведенным выше формулам (4.8 - 4.17). Для древовид​ной структуры расчеты произведем непосредственно исходя из определений параметров.

Таблица 4.16

	Параметр( Структура(
	R(избыточность)
	2(неравномерность)
	Q(компактность)
	Qотн
	d
	

	Последовательная
	0
	1,2
	40
	1,0
	4
	0,7

	Кольцевая
	0,25
	0
	30
	0,5
	2
	0

	Радиальная
	0
	7,2
	32
	0,6
	2
	1,0

	Древовидная
	0
	3,2
	36
	0,8
	3
	0,81

	Полный граф
	2,5
	0
	20
	0
	1
	0

	Несвязанная
	-0,25
	-
	-
	-
	-
	-


Анализ табл. 4.16 показывает следующее.

1. Для несвязных структур структурная избыточность R<0, для структур без избыточности (последовательная, радиальная, древовидная) R=0; для структур с избыточностью по связям (кольцевая, полный граф) R>0.

2. Структуры (последовательная, радиальная, древовидная) с R=0 различаются по показателю 2, наибольшую неравномер​ность связей имеет радиальная структура.

3. Наибольшую близость элементов (показатель Qотн) име​ет структура типа полный граф, наименьшую - последовательная.

4. Радиальная и древовидная структуры, имеющие оди​наковые или близкие значения R, Qотн, d, значительно отлича​ются по показателям 2 и , что соответствует физическому смыслу, ибо отход от полной централизации в структуре ве​дет к большей равномерности распределения связей по эле​ментам.

Рассмотренные выше структурные характеристики были по​лучены только на основе информации о составе элементов и их связях. Дальнейшее развитие методологии структурных парамет​ров для решения задач структурного анализа может быть основа​но на учете неструктурной информации за счет введения число​вых функций на графах. Это позволяет, наряду с составом эле​ментов и направленностью их взаимодействия, учитывать при решении задач другие стороны их функционирования (времен​ные, надежностные, стоимостные и т. п.)

Рассмотрим далее третий уровень формализации задач струк​турного анализа, когда учитывается состав сигналов взаимосвязи элементов и их вид.

Напомним, что на первом уровне учитывалось лишь наличие связи между элементами, на втором - наличие и на​правление этой связи.

Пример расчета структурно-тополо​гических характеристик. Пусть необхо​димо для структуры, представленной на рис. 4.31, вычислить все ее структурно-топологические характеристики, по по​лученным результатам охарактеризовать структуру.

Таблица 4.17

	Структура( Параметр( 
	R
	2
	Q
	Qотн
	d
	

	Последовательная
	0
	1,6
	330
	2,67
	9
	0,18

	Кольцевая
	0,1
	0
	250
	1,78
	2
	0

	Радиальная
	0
	57,6
	162
	0,8
	2
	1,0

	Древовидная
	0,33
	7,6
	257
	1,85
	5
	0,76

	Полный граф
	4
	0
	90
	0
	1
	0

	Анализир. структ.
	0,33
	10,4
	210
	1,3
	5
	0,643


Из табл. 4.17 следует, что по своим параметрам анализируемая структура ближе всего к древовидной структуре.

Если заранее изучить свойства типовых структур, то можно с большой степенью уверенности судить о свойствах анализируе​мой структуры по близости соответствующих параметров.
Практическое занятие 7 Лапласианы графов

2.2.1 Взвешенные графы
Если вместе с наборами ребер и вершин задана функция 
[image: image265.wmf]:
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, которая связывает значение с каждым ребром, результирующий граф 
[image: image266.wmf](
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 является взвешенным графом. На таких графах можно рассматривать кратчайшие пути или геодезические между вершинами с помощью понятия длины пути, определяемого как сумма всех весов вдоль пути. В частности, если позволить 
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 быть множеством всех путей, соединяющих 
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, геодезическая (не обязательно уникальная) между 
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 будет минимизировать 
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.  Точно так же диаметр взвешенного связного графа - это длина любой из его самых длинных геодезических.

2.2.2 Орграфы

[image: image271.jpg]v
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Figure 2.8: A dircected graph over 4 vertices that is not strongly connected




Когда ребрам в графе заданы направления, например, как показано на рис. 2.8, результирующее соединение больше не считается не исправленным графом. Ориентированный граф (или орграф), обозначаемый 
[image: image272.wmf](

)

,

VE

=

D

, на самом деле может быть получен двумя разными способами. Первый - просто отказаться от требования, чтобы множество ребер 
[image: image273.wmf]E

 содержало неупорядоченные пары вершин. Это означает, что если упорядоченная пара 
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, то 
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 называется хвостом (где начинается стрелка) ребра, а 
[image: image276.wmf]j
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 - его головой. Другой способ, которым может быть построен ориентированный граф, состоит в том, чтобы связать ориентацию o с неупорядоченным множеством ребер 
[image: image277.wmf]E

. Такая ориентация назначает направление ребрам в том смысле, что 
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. Говорят, что ребро 
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 берет начало в 
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 (хвосте) и оканчивается в 
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 (голова), если 
[image: image283.wmf](

)

,1

ij

ovv

=

, и наоборот, если 
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Понятия смежности, соседства, подграфов и связности можно расширить в контексте орграфов. Например, направленный путь длины 
[image: image285.wmf]m

 в 
[image: image286.wmf]D

 задается последовательностью различных вершин 
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 вершины 
[image: image289.wmf](
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. Орграф называется сильно связным, если для каждой пары вершин существует ориентированный путь между ними. Орграф называется слабо связным, если он связан, если рассматривать его как граф, то есть дезориентированный орграф. Как и в случае графов, подграф орграфа 
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На рис. 2.8 представлен пример орграфа. Фактически, этот орграф 
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, а множество ребер 
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 - это множество упорядоченных пар 
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. На этом рисунке ребрам также присвоены метки, и если мы предположим, что такая разметка была при условии (возможно, произвольно) набор ребер можно записать как 
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 - общее количество ребер в графе. Например, 
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 на рисунке 2.8.

2.3 ГРАФЫ И МАТРИЦЫ

Как мы уже видели, графы - это конструкции для представления отношений между конечным числом объектов, допускающие простое графическое представление в терминах вершин и ребер. Графы также допускают представление в терминах матриц. Некоторые из этих матриц будут рассмотрены позже.

2.3.1 Смежность и степень

Для неориентированного графа  
[image: image300.wmf]G

  степень данной вершины 
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 - это кардинальность множества окрестностей 
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, то есть она равна количеству вершин, смежных с вершиной 
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 в  
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. Следовательно, для графа, показанного на рисунке 2.1, степени вершин равны 
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Последовательность степеней графа - это набор степеней его вершин, часто записываемых в порядке возрастания. Основываясь на понятиях степени и смежности, можно связать определенные матрицы с графами. Матрица степеней  
[image: image306.wmf]G

 - это диагональная матрица, содержащая степени вершин 
[image: image307.wmf]G

 на диагонали, то есть 

[image: image308.wmf](
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 (2.6), где 
[image: image309.wmf]n

 - количество вершин.

Матрица смежности 
[image: image310.wmf](
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 является симметричной матрицей размера nxn, кодирующей отношения смежности в графе 
[image: image311.wmf]G

, где 
[image: image312.wmf](
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Возвращаясь к примеру на рисунке 2.1, соответствующие матрицы степени и смежности: 

[image: image313.wmf](
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 и 
[image: image314.wmf](
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2.3.2 Матрица инциденций
В предположении, что метки были связаны с ребрами в графе, чьи ребра были ориентированы произвольно, матрица инцидентности 
[image: image315.wmf](
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 размера 
[image: image316.wmf]nm
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 определяется как 

[image: image317.wmf](
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Интерпретация здесь такова, что 
[image: image318.wmf](

)

o

D

G

 фиксирует не только отношения смежности в графе, но и ориентацию, которой теперь обладает граф; матрица инцидентности, связанная с графом 
[image: image319.wmf]G

, который был ориентирован как 
[image: image320.wmf]o
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, показанный на рисунке 2.8, составляет 
[image: image321.wmf](
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Как видно из этого примера, эта матрица инцидентности имеет сумму столбцов, равную нулю, что является фактом, который справедлив для всех матриц инцидентности, поскольку каждое ребро должно иметь ровно один хвост и одну головку. Отметим, что матрица инцидентности для орграфа 
[image: image322.wmf]D

 может быть определена аналогично, пропустив предварительную ориентацию, которая необходима для графов. В этом случае мы обозначим матрицу инцидентности через 
[image: image323.wmf](
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Линейные алгебраические свойства матрицы инцидентности графов и диаграмм позволяют понять их многие структурные аспекты. Мы развиваем эту связь с помощью понятия пространства циклов для слабосвязного орграфа 
[image: image324.wmf]D

, который определяется как нулевое пространство матрицы инцидентности, то есть множества векторов 
[image: image325.wmf]z

 таких, что 
[image: image326.wmf](
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Определение 2.5. Учитывая матрицу инцидентности 
[image: image327.wmf](
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, вектор пути со знаком - это вектор 
[image: image328.wmf]z

, соответствующий пути в  
[image: image329.wmf]D

, такой, что 
[image: image330.wmf]i

-й индекс 
[image: image331.wmf]z

 принимает значение +1, если ребро 
[image: image332.wmf]i

 проходит положительно, -1, если оно пройдено отрицательно, и 0, если край не используется в пути.

Следующие два наблюдения указывают на удобные средства выражения теоретических фактов графов с помощью линейной алгебры.

Лемма 2.6. Для данного пути с различными начальными и конечными вершинами, описанными вектором пути 
[image: image333.wmf]z

 со знаком в орграфе  
[image: image334.wmf]D

, вектор 
[image: image335.wmf](
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 таков, что его 
[image: image336.wmf]i

-й элемент принимает значение +1, если вершина 
[image: image337.wmf]i

 является начальная вершина пути, -1, если конечная вершина пути, и 0 в противном случае.

Теорема 2.7. Для слабо связного орграфа 
[image: image338.wmf]D

 нулевое пространство 
[image: image339.wmf](
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 натянуто на все линейно независимые векторы путей со знаком, соответствующие циклам 
[image: image340.wmf]D

.

Таким образом, естественно называть нулевое пространство  
[image: image341.wmf](
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 пространством циклов орграфа. С другой стороны, ортогональное дополнение к пространству циклов называется разрезанным пространством  
[image: image342.wmf]D

, которое характеризуется пространством значений  
[image: image343.wmf](
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2.3.3 Лапласиан графа
Еще одно матричное представление графа 
[image: image344.wmf]G

, которое играет важную роль в этой книге, - это лапласиан графа 
[image: image345.wmf](
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. Эта матрица может быть определена по-разному, что приведет к одному и тому же объекту. Наиболее прямое определение лапласиана графа, связанного с неориентированным графом 
[image: image346.wmf]G

, это 

[image: image347.wmf](

)

(

)

(

)

LA

=D-

GGG

, (2.9) 

где 
[image: image348.wmf](
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 - матрица степеней графа 
[image: image349.wmf]G

, а 
[image: image350.wmf](
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 - это его матрица смежности. Из этого определения следует, что для всех графов сумма строк лапласиана равна нулю. Например, лапласиан графа, связанный с графом на рисунке 2.1, равен 
[image: image351.wmf](
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В качестве альтернативы, учитывая (произвольную) ориентацию множества ребер 
[image: image352.wmf](
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, лапласиан графа группы 
[image: image353.wmf]G

 можно определить как 
[image: image354.wmf](
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[image: image355.wmf](
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 - соответствующая матрица инцидентности для ориентированного графа 
[image: image356.wmf]G

. Это определение прямо показывает, что лапласиан графа на самом деле является симметричной и положительно полуопределенной матрицей.

Следует отметить, что, поскольку два определения (2.9) и (2.10) эквивалентны и поскольку в (2.9) не требуется понятие ориентации, лапласиан графа не зависит от ориентации. Поэтому мы примем соглашение об использовании 
[image: image357.wmf](
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 в качестве матрицы инцидентности графа, когда ориентация 
[image: image358.wmf]G

 произвольна. Независимо от этого факта, иногда бывает полезно использовать одно из этих двух определений для лапласиана графа. В качестве примера можно сформировать лапласиан взвешенного графа, связанный с взвешенным графом 
[image: image359.wmf](
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[image: image361.wmf]W

 - диагональная матрица размера mxm , с 
[image: image362.wmf](
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, на диагонали. Обратите внимание, что для набора ребер была принята разметка, которая также необходима для определения матрицы инцидентности 
[image: image363.wmf](
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2.3.4 Лапласиан ребер
Реберный лапласиан для произвольного ориентированного графа 
[image: image364.wmf]G

 определяется как 

[image: image365.wmf](
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Два ключевых линейных алгебраических свойства 
[image: image366.wmf](
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 следующие: (1) множество ненулевых собственных значений 
[image: image367.wmf](
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 равно множеству ненулевых собственных значений 
[image: image368.wmf](
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, и (2) ненулевые собственные значения 
[image: image369.wmf](
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 и 
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 равны квадрату ненулевых особых значений 
[image: image371.wmf](
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. Кроме того, рассмотрим граф 
[image: image372.wmf]G

 с 
[image: image373.wmf]p

 связными компонентами 
[image: image374.wmf]i
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 и ассоциированными матрицами инцидентности 
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. Тогда лапласиан ребер 
[image: image377.wmf]G

 имеет блочно-диагональную форму 

[image: image378.wmf](
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Таким образом, лапласиан ребер можно рассматривать как «матрицу смежности ребер», в которой ребра, не имеющие общей вершины, считаются несмежными, и соответствующее значение в 
[image: image379.wmf](
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 становится равным нулю. С другой стороны, ребра, которые имеют общую вершину, считаются смежными, и знак соответствующей записи в 
[image: image380.wmf](
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 дает информацию о направлении обоих ребер относительно общей вершины. Наконец, каждое ребро всегда считается смежным самому себе; Таким образом, число общих вершин между ребром и самим собой равно двум. Следовательно, все диагональные элементы краевого лапласиана 
[image: image381.wmf](
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 имеют значение 2.

2.3.5 Лапласиан для орграфов

Сначала мы определим понятия матриц смежности и степеней для ориентированных взвешенных графов. Пусть 
[image: image382.wmf]D

 обозначает нижележащий орграф; для матрицы смежности положим 

[image: image383.wmf](
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в противном случае, а для диагональной матрицы степеней 
[image: image384.wmf](
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где 
[image: image386.wmf](
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 - взвешенная внутренняя степень вершины 
[image: image387.wmf]v

, то есть 
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Отметим, что 
[image: image389.wmf](
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. Соответствующий (in-степени) взвешенный лапласиан теперь определяется как 
[image: image390.wmf](
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.  Обратите внимание, что по построению для каждого орграфа 
[image: image391.wmf]D

 один имеет 
[image: image392.wmf](
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, то есть вектор всех единиц является собственным вектором, связанным с нулевым собственным значением 
[image: image393.wmf](

)

L

G

. Наш выбор «внутренней степени» вместо «исходящей степени» для определения матриц смежности и лапласа для орграфов в первую очередь мотивирован тем, как они будут использоваться в контексте сетевых систем. По сути, версии этих матриц «в градусах» более точно отражают, как на динамику агента влияют другие.

2.4 АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ И СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ГРАФОВ

Алгебраическая теория графов связывает алгебраические объекты, такие как матрицы и многочлены, с графами, и тем самым делает доступным ряд алгебраических методов для их изучения. Примеры объектов, которые могут представлять графы и которыми можно алгебраически управлять, включают матрицы и их собственные значения. Таким образом, матрицы степени, смежности, инцидентности и лапласиана, связанные с графом, являются примерами объектов в алгебраической теории графов. Фактически, изучение собственных значений, связанных с этими матрицами, относится к отдельной дисциплине теории графов, а именно к спектральной теории графов.

В качестве примера того, что может быть достигнуто путем связывания матриц с графами, рассмотрим лапласиан графа 
[image: image394.wmf](

)

L

G

. Эта матрица, как известно, является симметричной и положительно полуопределенной; следовательно, его действительные собственные значения могут быть упорядочены как 
[image: image395.wmf](

)

(

)

1

n

l££l

K

GG

, с 
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Теорема 2.8. Граф 
[image: image397.wmf]G

 связен тогда и только тогда, когда 
[image: image398.wmf](
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Еще один классический результат алгебраической теории графов - теорема о матричном дереве. Мы излагаем его в двух частях без доказательств; см. примечания и ссылки. Во-первых, пусть 
[image: image399.wmf]1
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 обозначает матрицу, полученную после удаления строки и столбца, индексирующих вершину v из 
[image: image400.wmf](
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Предложение 2.9. Рассмотрим граф 
[image: image401.wmf]G

 на n вершинах с 
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 ребром. Тогда 
[image: image403.wmf](
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[image: image404.wmf]G

 - остовное дерево.

Теорема 2.10. Пусть 
[image: image405.wmf](
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 - количество остовных деревьев в 
[image: image406.wmf]G

. Тогда 
[image: image407.wmf](
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Обобщение теоремы о матричном дереве для взвешенных орграфов выглядит следующим образом; сначала определение.

Определение 2.11. Орграф 
[image: image408.wmf]D

 является корневым ветвлением, если (1) он не содержит ориентированного цикла и (2) имеет вершину 
[image: image409.wmf]r
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 (корень) такую, что для каждой другой вершины 
[image: image410.wmf]v
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 существует направленный путь от 
[image: image411.wmf]r

v

 до 
[image: image412.wmf]v

. В этом случае мы называем исходящее ветвление отклонением от 
[image: image413.wmf]r
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, или, короче, исходящим ветвлением 
[image: image414.wmf]r
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.

Ветвление в 
[image: image415.wmf]D

 называется остовным, если его множество вершин совпадает с множеством вершин  
[image: image416.wmf]D

.

Теорема 2.12. Пусть 
[image: image417.wmf]v

 - произвольная вершина взвешенного орграфа  
[image: image418.wmf]D

. Тогда 
[image: image419.wmf](
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[image: image420.wmf]v
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 - множество покрывающих 
[image: image421.wmf]v

 ветвлений в  
[image: image422.wmf]D

, 
[image: image423.wmf](
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 - произведение весов на ребрах ветвления 
[image: image424.wmf]T

, а 
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 - матрица, полученная из 
[image: image426.wmf](
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 удалив строку и столбец, индексирующие вершину 
[image: image427.wmf]v

.

Пример нахождения лапласина в Matlab
DG=[-1,-1,0;0,1,0;1,0,1;0,0,-1] % матрица инцидентности
DGT=DG' % транспонированная матрица инцидентности
LG= DG*DG' % лапласиан (матрица) вершин
lamLG=eig(LG) % собственные числа лапласиана вершин
LGE=DG'* DG % лапласиан (матрица) ребер
lamLGE=eig(LGE) % собственные числа лапласиана ребер
W=[1,0,0; 0,1,0; 0,0,1] % единичная матрица весов 
[image: image428.wmf]33

´


LGW= DG*W*DG' % лапласиан вершин с учетом единичной матрицы весов
lamLGW=eig(LGW) % собственные числа лапласиана вершин с учетом един матрицы весов
W=[1,0,0; 0,2,0; 0,0,3] % матрица весов
LGW= DG*W*DG' % лапласиан вершин с учетом весов
lamLGW=eig(LGW) % собственные числа лапласиана вершин с учетом весов

WW=[1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0;0,0,0,1] % единичная матрица весов 
[image: image429.wmf]44

´


LGEW=DG'*WW*DG % лапласиан ребер с учетом единичной матрицы весов
lamLGEW=eig(LGEW) % собственные числа лапласиана ребер с учетом един матрицы весов
WW=[1,0,0,0; 0,2,0,0; 0,0,3,0;0,0,0,4] % матрица весов 
[image: image430.wmf]44

´


LGEW=DG'*WW*DG % лапласиан ребер с учетом весов
lamLGEW=eig(LGEW) % собственные числа лапласиана ребер с учетом весов
Задания. 

1. Постройте граф с 7-10 вершинами, найдите матрицу инцидентности, лапласиан вершин и лапласиан ребер,  собственные числа лапласиана вершин и лапласиана ребер (по примеру Matlab).

2. Постройте взвешенный ориентированный граф с 7-10 вершинами (каждая дуга должна иметь вес), найдите матрицу инцидентности, лапласиан вершин и лапласиан ребер,  собственные числа лапласиана вершин и лапласиана ребер (по примеру Matlab).
Практическое занятие № 8 Модели функционирования организационной системы
2.3. Модели функционирования организационной системы

Основные допущения и определения. Для построения матема​тической модели структурного сопряжения элементов в системе введем ряд допущений:

1. Входной сигнал x(t), поступающий к элементу в момент времени t, будем рассматривать как совокупность элементарных сигналов x1(t), , ..., xm(t), одновременно возникающих на входах элемента.

2. Выходной сигнал y(t) аналогично может рассматриваться как совокупность элементарных выходных сигналов y1(t), , ..., yn(t).

3. Элементарные сигналы передаются в системе независимо друг от друга по элементарным каналам.

4. К входному контакту любого элемента может быть подклю​чен не более чем один элементарный канал.

5. К выходному контакту любого элемента может быть под​ключено любое количество элементарных каналов.

Итак, пусть система S состоит из N элементов. Для i-ого эле​мента, обозначим его через Сi, в соответствии с введенными до​пущениями мы имеем: 
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 - множество входных контактов элемента; 
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 - множество входных сигналов этого элемента; 
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 - множество выходных контактов элемента; 
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 - множество выходных сигналов этого элемента.

Графически это выглядит следующим образом (рис. 4.31). Взаимодействие системы с внешней средой рассматривается как обмен сигналами между внешней средой и элементами сис​темы, причем для всех этих сигналов справедливы все отмечен​ные выше допущения. В соответствии с этим внешнюю среду можно представить в виде фиктивного элемента системы C0, причем сигнал, выдаваемый нашей системой, воспринимается вне​шней средой как входной сигнал 
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, а сигнал, поступающий на нашу систему из внешней среды, яв​ляется выходным сигналом элемента С0, имитирующего вне​шнюю среду, и он состоит из элементарных сигналов 
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. Он воспринимается одним или несколькими элементами на​шей системы.
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Одноуровневая схема сопряжения. Введем некоторый опера​тор R так, чтобы 
[image: image437.wmf](
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. В этом соотношении i, k - номера элементов, j, l - номера контактов. Причем 
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 - есть один из множества входных контактов. Совершенно аналогично: 
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 - есть один из множества выходных контактов. В последних записях mi - число входных контактов i-ого элемента и соответствен​но число входных сигналов, ni - число выходных контактов i-ого элемента и соответс​твенно число выходных сигналов.

Оператор R называют оператором сопряжения. Он ставит в соответствие входному контакту 
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- выходной контакт 
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, свя​занный с ним элементарным каналом. Причем, если к контакту не подключен никакой элементарный канал, то оператор R счи​тается неопределенным на этом 
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. Обычно оператор R задается в виде таблицы, в которой на пе​ресечении строк с номерами элементов i и столбцов с номерами контактов j располагается пара чисел (k, l), указывающая номер элемента k и номер контакта l, с которым соединен контакт 
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Рассмотрим пример. Пусть структура некоторой системы отображена на рис. 4.32. Необходимо разработать ее оператор со​пряжения.

Оператор сопряжения составляется только по входу, именно поэтому возникло требование подключения к входу только одно​го элементарного канала.

Для простоты составления оператора сопряжения представим отдельно входы всех элементов системы (рис. 4.33). В таблице 4.18 представлен разработанный оператор сопряжения анализируемой системы.
Таблица 4.18
	
	1
	2
	3

	0
	(3, 1)
	(4, 1)
	(4,2)

	1
	(0, 1)
	(0, 2)
	(3,2)

	2
	(0, 3)
	(0, 4)
	

	3
	(1, 1)
	(1, 2)
	

	4
	(1, 3)
	(2, 1)
	


Если ввести двойную нумерацию контактов, учитывающую как номер элемента, так и номер контакта, то полученная матри​ца, отражающая связи в данной схеме, будет представлять собой не что иное, как матрицу смежности ориентированного графа, вершинами которого являются контакты, а дугами - элементар​ные каналы. Достоинством такого представления оператора со​пряжения является то, что к нему может быть применен весь рас​смотренный выше аппарат, связанный с матрицей смежности. Недостаток - чрезвычайная громоздкость этой матрицы.

Многоуровневая схема сопряжения. Задание оператора R рас​смотренным способом определяет одноуровневую схему сопря​жения. Однако точно такой же формальный подход может быть применен и для построения многоуровневых схем сопряжения. Для этого надо учесть тот факт, что любая подсистема S, с одной стороны, сама является системой, содержащей некоторое число элементов, с другой стороны, ее же можно рассматривать как не​который элемент системы S более высокого уровня.

Подсистема S как самостоятельная система должна иметь контакты 
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, характеризующие источники и потреби​тели внешней для нее среды (рис. 4.34).

С другой стороны, как элемент системы S подсистема S должна содержать входные 
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 и выходные 
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 контакты для свя​зи ее с другими подсистемами (рис. 4.35). Соответствующие контакты 
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 при j=l, объединяются в «двойные» контакты на границах подсистемы S.

Объединяя рис. 4.34 и рис. 4.35, получим рис. 4.36.

Введем некоторый оператор R так, чтобы 
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. Этот оператор данному входному контакту 
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 элемента Ci подсистемы S ставит в соответствие выходной контакт 
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 той же подсистемы, соединенный с 
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 элементарным каналом (ес​ли такое соединение в подсистеме S существует). Операторы 
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 называются внутренними операторами сопряже​ния подсистем S. Способы задания 
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 такие же, как и у обычного оператора сопряжения. Операторы 
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 называют операторами сопряже​ния первого уровня.

Рассмотрим теперь подсистему S как элемент системы S. С этих позиций она характеризуется множеством входных и вы​ходных контактов: 
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. Элемент С0, представляю​щий внешнюю среду системы S, будем интерпретировать как подсистему S0 с входными контактами 
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. Введем оператор 
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 реализующий отображение множества всех входных контак​тов подсистем S ,..., S системы S в множество всех выходных контактов, который данному контакту 
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 ставит в со​ответствие контакт 
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, если такое соединение в S существует. Оператор 
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 будем называть оператором сопряжения второго уровня.

Совокупность внутренних одноуровневых схем сопряжения всех подсистем S вместе со схемой сопряжения второго уровня называется двухуровневой схемой сопряжения системы S.

Рассмотрим пример многоуровневой схемы сопряжения. Пусть, например, система S состоит из двух подсистем S1 и S2 и пусть в S1 входят элементы C1, C2, а в подсистему S2 входят элементы C3, C4. Структура этой системы представлена на рис. 4.37. В соответствии со сказанным выше подсистема S1 как самостоятельная система имеет контакты 
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, , а как элемент системы S имеет контакты 
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, (рис. 4. 38). Аналогичным образом соответствующие множества могут быть построены и для подсистемы S2.

В соответствии с введенными определениями разрабатываем внутренние операторы сопряжения. Для облегчения разработки (1) ,(1) внутренних операторов 
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 подсистемы S1 и S2 как само​стоятельные системы представлены на рис. 4.39 и рис. 4.40. Внут​ренние операторы 
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 представлены в таблицах 4.19 и 4.20 соответственно.

Таблица 4.19

	i( j(
	1
	2
	3
	4

	0
	(1,1)
	(1,2)
	(1,3)
	(2,1)

	1
	(0,1)
	(0,2)
	(0,3)
	-

	2
	(0,4)
	(0,5)
	-
	-


Таблица 4.20
	i( j(
	1
	2
	3
	4

	0
	(3,1)
	(3,2)
	(4,1)
	(4,2)

	3
	(0,1)
	(0,2)
	-
	-

	4
	(0,3)
	(0,4)
	-
	-


Для облегчения разработки оператора сопряжения второго уровня R(2) на рис. 4.41 изображены входы подсистем S1 и S2, и внешней среды. 

В табл. 4.21 представлен оператор сопряжения второго уров​ня R(2). Нулевая строка соответствует внешней среде, первая строка - подсистеме S1; вторая строка - подсистеме S2
Таблица 4.21
	i( j(
	1
	2
	3
	4
	5

	0
	(2,1)
	(2,3)
	(2,4)
	-
	-

	1
	(0,1)
	(0,2)
	(2,2)
	(0,3)
	(0,4)

	2
	(1,1)
	(1,2)
	(1,3)
	-
	-


Совокупность внутренних одноуровневых операторов сопряжения всех подсистем вместе с оператором сопряжения второю уровня называется двухуровневой схемой сопряжения системы. Развитие подобного подхода легко обобщить на создании многоуровневых структурных моделей.

Оператор преобразования. Итак, в соответствии с введенны​ми выше определениями имеем: 
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 - один из множества элементарных входных сигналов, воздействующих на i-ый элемент системы; 
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 - один из множества элементарных выходных сигналов i-ого элемента системы. Введем некоторый оператор 
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. Назовем его оператором преобразования системы. Он ставит в соответствие входному сигналу 
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 выходной сигнал 
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, свя​занный с ним некоторым преобразованием.

Рассмотрим оператор преобразования i-ого элемента 
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. Его можно задать указаниями следующих 3-х параметров: ( операции или команды, т. е. указания, что надо делать, 
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; ( адреса, т.е. указания номера элемента и номера входного контакта, над которым выполняется команда 
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; ( номера такта, на котором выполняется команда, 
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Тогда оператор преобразования системы 
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 (табл. 4.22) мо​жет быть задан с помощью матрицы, у которой по строкам пере​числены все используемые команды 
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 (проще в порядке их ис​пользования), а по столбцам - такты, на которых используется данная команда 
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 (проще в порядке возрастания номера такта); на пересечении соответствующих строк, и столбцов указывается адрес элемента и входного контакта 
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, над которым выполня​ется команда.

Таблица 4.22

	
	t1
	t2
	

	f1
	
	
	

	f1
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Перед разработкой 
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 граф, отображающий принципиаль​ную схему, должен быть упорядочен по тактам (с помощью одной из методик, изложенных выше). Примеры команд: сложить, вычесть, начислить %, ввести до​кумент в систему и т. п.

 Алгоритм разработки модели функционирования организацион​ной системы. Введем допущения: 1. Будем считать, что любой документ, циркулирующий в системе, состоит из элементарных частей, содержащих только один параметр - реквизит. 2. Назовем эту элементарную часть документа полем доку​мента. 3. Будем считать, что связь между документами осуществля​ется через связь между полями. 4. Будем считать, что формирование любого поля осущест​вляется за два полутакта: ( подача выходной информации к данному полю данного документа; ( преобразование входной информации в соответствии с некоторой функцией.

При этом данное преобразование может осуществляться как с учетом уже содержащейся в этом поле информации, так и без этого учета, но всегда результирующая информация остается в данном поле (рис. 4.42).

Таким образом, одно и то же поле до выполнения второго по​лутакта является входным, после выполнения второго полутак​та - выходным. В этом смысле можно считать, что поле имеет несколько независимых в пространстве входов, поскольку в одно и то же поле может вноситься информация как из других полей данного документа, так и из других полей других документов, и только один выход.

5. Будем рассматривать поле Р как элемент системы D, D документ. В соответствии с материалом предыдущего параграфа: 
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 - один из множества входов i-ого документа; 
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 - один из множества выходов i-ого документа.

В заключение приведем обобщенный алгоритм разработки формальной модели функционирования. Исходные данные: а) схема документооборота; б) функциональные обязанности операторов системы. Эти данные получаются либо в результате обследования уже функционирующей организационной структуры, либо при ее проектировании.

В соответствии с функциями организационной системы раз​рабатывается алгоритм обработки информации: 1. Производится нумерация элементов системы. 2. Для каждого элемента системы нумеруются все его входы и выходы. 3. Производится упорядочение элементов системы. 4. Разрабатывается оператор сопряжения R. 5. Разрабатывается оператор преобразования F(t) 6. Разрабатывается моделирующий алгоритм.

Подобное описание может быть использовано для любого уровня: ( первый уровень - уровень полей документов, тогда поле является элементом системы, документ - системой; ( второй уровень - уровень документов, тогда документ яв​ляется элементом, комплект документов - системой; ( третий уровень - уровень комплектов документов, тогда комплект документов будет элементом, организация в це​лом (например, банк) - системой.

3.4. Пример разработки модели функционирования организационной системы

Словесное описание процесса функционирования. Пусть у некоторого пользователя домашней локальной сети, именуемого впоследствии клиентом, возникла необходимость продлить свой абонемент пользования Интернетом на какой-то срок. С этой це​лью он прибывает в офис администраторов сети, где производят эту операцию.

Введём следующие допущения, не снижающие общности постановки задачи: ( клиент располагает требуемой суммой, ( очередь клиентов отсутствует.

На время обслуживания клиента формируется система, со​стоящая из клиента, администратора и ЭВМ-администратора. Рассмотрим функции всех элементов системы.

Функции клиента: ( Передача администратору удостоверения пользователя се​ти (УПС), в котором, в числе прочего, содержится логин этого пользователя. ( Словесное указание, на какой месяц нужно оформить або​немент. ( Оплата стоимости абонемента. ( Получение УПС и чека.

Функции администратора: ( Идентификация клиента по данным УПС. ( Ввод в ЭВМ оплаченного срока действия абонемента и суммы, которую заплатил клиент. ( Передача клиенту УПС и чека об оплате.

Функции ЭВМ: ( Активирование пользования Интернетом для данного клиента на оплачиваемый срок. ( Выдача чека, в котором указываются фамилия админист​ратора, принявшего платеж, логин клиента, оплаченный срок действия абонемента, сумма, которую заплатил клиент, дата.

Организационная схема системы. Организационная схема со​ставляется на основе словесного описания, приведенного в пре​дыдущем разделе.

Итак, на время обслуживания клиента формируется система клиент, администратор, ЭВМ, структурная схема которой представлена на рис. 4.44.

Описание документов системы. Описание документооборота составляется на основе материала двух предыдущих параграфов. Как следует из них, документооборот включает в себя два доку​мента: УПС и чек.

Рассмотрим упрощенную схему документооборота (рис.4.45), на которой отразим только те взаимосвязи между документа​ми, которые используются для реализации рассматриваемой операции.

На рис. 4.46 и 4.47 представлены стилизованные, но очень близкие к подлиннику формы указанных документов. Содер​жание этих документов раскрывается в словесном описании. Поля данных документов пронумерованы в произвольном по​рядке.

Укрупненный алгоритм обработки информации. На рис. 4.48 представлен алгоритм обработки информации, составленный на основе словесного описания процесса функционирования сис​темы.

На рис. 4.48 обозначены: ti – i-ый такт движения документов; Fi - обозначение i-ой процедуры, содержание которой рас​крыто в названии i-ого блока алгоритма; ji - i-ая команда условного перехода.

В отличие от Fi она не изменяет содержимого документов. Такт движения документов не учитывает команды условного пе​рехода, а такт работы алгоритма учитывает их.

Конкретные условия:

j1 - есть ли у клиента потребность оформить абонемент ни пользование Интернетом на следующий месяц;

j2- проверка существования в сети пользователя, соответствующего данному УПС.

Разработка принципиальной схемы документооборота. Для этого необходимо перенумеровать все документы и все поля этих документов. Это сделано в разделе «Описание документов» Принципиальная схема разрабатывается на основе всего предыдуще​го материала. На схеме знаком «*» обозначены операции над всем документом в целом. Для удобства чтения схемы внешняя среда, обозначим ее через 0, будет состоять из 3-х составляющих: 01 -клиент; 02 - администратор; 03 - ЭВМ.

Изобразим все документы, участвующие в документообороте. Сначала изображаем со всеми входными и выходными контакта​ми внешнюю среду и все документы, участвующие в обработке информации. Слева - выходы внешней среды, справа - входы внешней среды. На каждом документе слева - входы, а справа - выходы. Нумеруем по порядку все выходные контакты внешней среды от 1 до 6. Затем нумеруем по порядку, начиная с 7, все вы​ходы документов. Заводим все входные и выходные контакты, как внешней среды, так и всех документов в общую шину. Затем реализуем блоки алгоритма [t1, F1; t2, F2; t3, F3; t4, F4; t5, F5] (рис. 4.49).

Оператор сопряжения. На основе принципиальной схемы и алгоритма обработки информации разрабатываем оператор со​пряжения R (табл.4.23).
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	03/6
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	02/3
	02/4
	05/5
	
	
	
	


Оператор преобразования F(t). На основе алгоритма обработ​ки информации и принципиальной схемы документооборота раскрываем все операторы F(t). На каждой такте tj (j=1 - 5) вы​полняется один оператор F(t).

t1, F1 - передача оператору УПС. Вводим элементарную ко​манду/, - передача документа. F1=f1(D1/*).

t2, F2 - ввод в память ЭВМ логина, срока и суммы. Вводим элементарную команду f2 - ввод документа в целом или полей документа. F1=f1(D1/2, 02/3, 02/4).

t3, F3 - перенос поля логин документа D1 в соответствующее поле документа D2. Вводим элементарную команду f2 - перенос. F3=f3(D1/2(D2/2). 

t2, F4 - ввод в чек полей: фамилия адми​нистратора, оплаченный срок, сумма, дата. F4=f2(D2/l, D2/3, D2/4, D2/5).

t5, F5 - передача клиенту D1/* и D2/*. F5=f1(D1/*, D2/*).

Результаты сводим в табл. 4.24 - оператор преобразования системы.

Примечание. В операции «Перенос», очевидно, необходимо указы​вать два адреса: откуда брать и куда направлять. В табл. 4.24 это показано с помощью стрелки.

Таблица 4.24

	fi( tj(
	t1
	t2
	t3
	t4
	t5

	f1
	D1/*
	
	
	
	D1/*

D2/*

	f2
	
	D1/2

02/3

02/4
	
	D2/1

D2/3

D2/4

D2/5
	

	f3
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Моделирующий алгоритм. Разработаем некоторый автомат А, состояниями которого были бы такты документооборота tj, где j=1, 2, 3, 4, 5, а выходным алфавитом этого автомата - элемен​тарные команды fi, i=1, 2, 3. Как отмечалось выше, на каждом такте tj выполняется одна или несколько команд fi, имеющих не​нулевой список аргументов. Эта информация определяется на основе оператора преобразования F(t) (табл. 4.24). На такте t0 ни​какие элементарные команды не выполняются. Данный автомат моделирует переходы системы из одного состояния в другое только в зависимости от условий 
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. Причем если «да», то 
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; если «нет», то 
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. Поведение автомата описывается табл. 4.25, которая составляется на основе алгоритма обработки информации. В отличие от команд fi, jl также переводит систему из одного состоя​ния в другое, но она не изменяет содержимого ни одного из до​кументов.

Таблица 4.25

	№ перехода
	Текущее состояние
	Условие
	Следующее состояние

	1
	t0
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	t0

	2
	-
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	t1

	3
	t0
	
[image: image512.wmf]2

j


	t3

	4
	-
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	t4

	5
	t2
	-
	t5

	6
	t3
	-
	t4

	7
	t4
	-
	t5

	8
	t5
	-
	t0


Таким образом, модель функционирования организационной системы представлена автоматом, оператором преобразования F(t), оператором сопряжения R и моделирующим алгоритмом (автоматом).

Для ее реализации необходимо закодировать элементарные команды fi в виде подпрограмм, а сам автомат - в виде главного модуля. При работе автомата необходимо пользоваться операто​ром F(t), чтобы определять элементарную команду, выполняемую в текущем такте, и оператором R, чтобы устанавливать источники информации, подаваемой на входы документов, обрабатываемых с помощью fi.
Задание к занятию 8
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Дано

Система, состоящая из элементов:  
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Внешняя подсистема (i=0) 
[image: image516.wmf](

)

(

)

(

)

00

0

,

CXY


Подсистема (i=1) из элементов 
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Подсистема (i=2) из элементов 
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Построить таблицы сопряжения для системы 
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Таблицы сопряжения для подсистемы 
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Таблицы сопряжения для подсистемы 
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Таблица 4.18
	
	1
	2
	3

	0
	(3, 1)
	(4, 1)
	(4,2)

	1
	(0, 1)
	(0, 2)
	(3,2)

	2
	(0, 3)
	(0, 4)
	

	3
	(1, 1)
	(1, 2)
	

	4
	(1, 3)
	(2, 1)
	


Практическое занятие № 9.   Задачи синтеза оптимальной структуры АСУ

Сложность синтеза оптимальной структуры АСУ приводит к тому, что на практике ставят и решают более частные задачи син​теза, такие, например, как оптимальное распределение возлагае​мых на АСУ функций по заданным уровням и углам системы, оп​ределение оптимальной реализации функций в АСУ, выбор ком​плекса технических средств, обеспечивающего качественную реализацию функций, и т.д. Рассмотрим некоторые частные постановки задач формализованного распределения множества решаемых задач между узла​ми АСУ при различных критериях и ограничениях.

3.1. Частные критерии оптимизации

а) Минимизация затрат на реализацию задач в АСУ 
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где i - множество функциональных задач, решаемых АСУ, j - множество обслуживающих узлов системы управления, 
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 - затраты на реализацию i-ой задачи в j-ом узле. Кроме того, пусть 
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, если i-ая задача выполняется в j-ом узле и 
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 - в противном случае.

б) Минимизация общего времени решения всех задач АСУ 
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где 
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 - время решения i-ой задачи в j-ом узле.

в) Минимизация максимального времени решения задач в АСУ 
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Возможна оптимизация по более сложным критериям, включающим (5.5) - (5.7), а также использование критериев боле общего типа, таких, как получение максимальной прибыли, обеспечение требуемого времени готовности системы и т. д.

3.2. Ограничения в частных задачах синтеза

а) На связи между задачами, т.е. задан граф 
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б) На связи между узлами, т. е. задан граф 
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в) На общие затраты на реализацию задач в АСУ 
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г) На затраты на реализацию задач в узлах 
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д) На загрузку каждого узла 
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 (5.12), где 
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 - интенсивность поступления i-ой задачи на решение. Воз​можны дополнительные требования к равномерности загрузки узлов, 

е) На общее время решения всех задач 
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ж) На время решения отдельных задач 
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3.3. Первая частная задача синтеза оптимальной структуры АСУ

Необходимо так распределить i задач, между j узлами, чтобы обеспечить минимум общих затрат (5.5) или ми​нимум общего времени решения (5.6) при исполнении огра​ничений на загрузку каждого из узлов (5.12), или на затраты в каждом i-ом узле (5.11). Математическая модель этой задачи может быть записана следующим образом: найти 
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В этих соотношениях: aij - затраты (время решения) i-той задачи в j-том узле; bj - допустимые затраты (загрузка) j-ом узле; xij - переменная, равная 1, если i-ая задача решается в j-ом узле, и равная 0 - в противном случае. Условие (5.17) означает, что каждая задача должна решаться только в одном узле.

Наиболее удобным для решения данного класса задач являет​ся метод «ветвей и границ». Применительно к данной задаче он заключается в направленном движении по вершинам дерева, полученного путем фиксирования части переменных 
[image: image540.wmf]{

}

1

,

0

=

ij

x

. Вершины первого уровня получают, поочередно закрепляя первую задачу за первым узлом, вторым и т.д., т.е. фиксируя 
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 для j=1,2,3, ... при i=1. Вершины второго уровня получают, фиксируя 
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 (5.18) где i* - число рассмотренных уровней ветвления; 
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Стратегия ветвления может быть улучшена за счет использо​вания специфических свойств рассматриваемой задачи, что су​щественно при решении задач большой размерности. Вначале из матрицы коэффициентов 
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 системы (5.15) исключаем все элементы, для которых выполняется условие 
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. При этом для любой строчки возможны следующие варианты: ( исключены все элементы 
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, тогда решение отсутствует; остался лишь один элемент 
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, он обязательно входит в оп​тимальное решение, если оно существует. Значение 
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 за​меняется на 
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, и этот элемент в дальнейшем поиске не участвует; ( осталось несколько элементов, они участвуют в дальней​шем поиске оптимального решения. 

3.4. Вторая частная задача синтеза оптимальной структуры АСУ

Необходимо так распределить / задач i = 1,1 между j узлами j= I, J, чтобы обеспечить минимум общих затрат (5.5) или ми​нимум общего времени решения (5.6) при выполнении ограниче​ний на общее время решения (5.13) или общие затраты (5.10) со​ответственно.

Математическая модель этой задачи может быть записана следующим образом: найти 
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В этих соотношениях: 
[image: image554.wmf]ij
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 - затраты (время решения) i-ой задачи в j-ом узле; 
[image: image555.wmf]ij
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 - время решения (затраты); B - общее время решения (затраты) всех задач.

Для решения этой задачи прежде всего берутся минимальные элементы в каждой строке матрицы коэффициентов 
[image: image556.wmf]ij
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 и про​веряется выполнение условия (5.20) для соответствующих эле​ментов матрицы коэффициентов 
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.

Если условие (5.20) выполняется, это и будет оптимальным решением.

Если условие (5.20) не выполняется, то из матрицы коэффи​циентов 
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 и 
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 исключают те элементы, которые не могут войти не в одно допустимое решение. Для этого просматриваются все элементы матрицы 
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[image: image561.wmf]B

b

b

b

I

l

i

ij

lj

l

i

ij

£

+

+

å

å

+

=

-

=

1

1

1

, где 
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 - минимальный элемент в соответствующей строке; 
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 - рассматриваемый элемент, 
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Иначе говоря, каждая задача последовательно закрепляется за каждым из узлов и проверяется выполнение условия (5.20) в луч​шем случае.

Если условие (5.22) нарушается, то соответствующий эле​мент 
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 не входит в допустимое решение и исключается из мат​рицы 
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. Из матрицы 
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 исключается соответствующий эле​мент 
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Из условия (5.21) следует, что в каждой строке может быть только один элемент. Поэтому 
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 без учета выражения (5.18) равен 
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. Отсюда, если для элементов одновременно выполняются условия 
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, то эти элементы могут быть исключены из рассмотрения.

Хотя исключение элементов не всегда приводит к опти​мальному решению, однако объем вычислений резко сокраща​ется.

Далее используется метод «ветвей и границ». В отличие от предыдущей задачи, ветвление осуществляется с учетом ограни​чения (5.20), что существенно сокращает число рассматриваемых вариантов. Оценка для каждой вершины находится по элементам матрицы (5.19) аналогично предыдущей задаче (5.18). Ограниче​ние при этом имеет вид 
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 (5-23), где i* - уровень ветвления.

3.5. Третья частная задача синтеза оптимальной структуры АСУ

Необходимо так распределить i задач i=1..I между j узлами j=1..J, чтобы обеспечить минимум общих затрат (5.5) или мини​мум общего времени решения (5.6) при выполнении ограниче​ний на общее время решения (5.13) и загрузку узлов (5.12), либо на общие затраты (5.10) и загрузку узлов (5.12) соответственно. Математическая модель этой задачи может быть записана в следующем виде: найти 
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Для решения этой задачи прежде всего из матриц коэффици​ентов 
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, исключаются элементы, которые заведомо не могут войти в оптимальное решение. Исключение элементов 
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 и 
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 из матриц систем (5.25) и (5.26) осуществляется аналогич​но рассмотренной выше, т. е. исключаются все элементы, для ко​торых не выполняется условие (5.22). Оценка для матрицы коэф​фициентов (5.24) находится аналогично оценке системы (5.18) в первой задаче.

3.3. Примеры частных задач синтеза оптимальной структуры АСУ

Пример 1. Сначала решим методом «ветвей и границ» следу​ющую задачу: найти минимум 
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Условие (5.29) означает, что каждый узел может решать толь​ко одну задачу. Условие (5.30) означает, что каждая задача может решаться только в одном узле. Будем изображать множество вариантом кружками, в верхней части которых проставлен номер множества, а в нижней - зна​чение нижней границы (рис. 5.1).

Для вычисления нижней границы используется соотношение 
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, i* - число рассмотренных уровней ветвления. Для исходного множества (обозначим его через «0») соотношение (5.3.6) имеет вид 
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, т.е. из матрицы (5.32) выбираются минимальные числа, причем условие (5.29) может нарушаться Итак, 
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Вершины первого уровня получим, поочередно закрепляя первую задачу за первым, вторым, третьим и четвертым узлами. Соответствующие значения нижней границы представлены в табл. 5.1. Вершины второго уровня получим, закрепив первую задачу за четвертым узлом. Соответствующие значения нижней границы представлены в табл. 5.2. Из табл. 5.2. следует, что вторую задачу следует закрепить за третьим узлом. Вершины третьего уровня получим, закрепив первую задачу за четвертым узлом и вторую за третьим. Соответствующие значения нижней границы представлены в табл. 5.3. Из табл. 5.3 следует, что задача 3 должна быть закреплена за уз​лом один. Четвертая задача однозначно закрепляется за узлом два.

Таблица 5.1
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Таблица 5.2
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Таблица 5.3
i=3
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Окончательный ответ представлен в матрице 
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 Значение целевой функции равно 10.

Пример 2. Рассмотрим решение первой частной задачи синте​за оптимальной структуры. Найти 
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В соответствии с ранее рассмотренным алгоритмом производим упрощение матрицы 
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, для чего исключаем элементы, для которых выполняется условие 
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. Первая строчка после ис​ключения не содержит ни одного элемента, т.е. первая задача не может быть решена: решение отсутствует.

Пусть 
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 имеет. Тогда после исключения имеем 
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Первая строчка содержит только один элемент a12=5, сле​довательно, он обязательно войдет в решение. В отличие от рас​смотренного ранее примера, мы сняли условие, согласно которо​му один узел может быть загружен только одной задачей. Ресурс на второй узел равен 6, следовательно, остается резерв: 6 - 5 = 1,

Далее процедура аналогична рассмотренной выше, но каж​дый раз ищутся минимальные элементы в столбцах и проверяет​ся, не нагружен ли данный узел.

Итак, x12=1. Имеем 
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Выбираем минимальные элементы в каждой строке. Загрузка не превышает заданную. Окончательно 
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 Значение целевой функции в первом случае 5+2+1+2=10, во втором 5+2+1+2=10. Варианты равнозначны.

Пример 3. Рассмотрим числовое решение задачи минимиза​ции общих затрат при ограничениях на общее время решения, т. е. будем искать 
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Сначала находим минимальные элементы в каждой строке матрицы 
[image: image618.wmf]ij
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и проверяем, удовлетворяется ли условие (5.35) по одноименным элементам матрицы 
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Условие (5.35) не выполняется, и задачу «в лоб» решить не удается. Приступим к упрощению матрицы. Для матрицы 
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 последовательно для всех элементов проверяется условие 
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 (5.38) где 
[image: image623.wmf]ij
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 - минимальные элементы строк; 
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 - рассматриваемый элемент. Элемент 
[image: image625.wmf]14
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 не удовлетворяет (5.8), он исключается из матрицы 
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, и одноименный элемент 
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 исключается из матрицы 
[image: image628.wmf]ij

a

. Для i=5 все элементы удовлетворяют усло​вию (5.38).

Поскольку в каждой строчке может быть только один элемент и в обеих матрицах осуществляется минимизация, то при одно​временном выполнении условия: 
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 эти элемент могут быть исключены из рассмотрения.

После соответствующих упрощений матрицы имеют вид 
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. Из матрицы 
[image: image632.wmf]ij
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 выбираем минимальные элементы и под​считываем время решения: 2+5+3+4+5= 19 < 20. Задача решена. Если бы это не удалось, пришлось бы вести ветвление и каждый минимальный вариант проверять на условие (5.35). 
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Задание 2. Найти минимум 
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Задание 3. Найти минимум 
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Практическое занятие № 10. Решение задач линейного программирования
11. Методы решения задач линейного программирования
11.1. Симплекс-метод Данцига 317

11.1.1. Решение канонической задачи 317 Постановка задачи Найти максимум функции 
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 (11.1-3) 

Задача (11.1-3) называется канонической, а искомое решение 
[image: image665.wmf]*
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 называется оптимальным.

Стратегия поиска Стратегия метода Данцига [Dantzig G.B.] решения задачи (11.1-3) основана на особенностях постановки этой задачи. Множество 
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 допустимых решений задачи, определяемое ограничениями (11.2-3), есть выпуклое множество, которое геометрически представляет собой выпуклый политоп, имеющий конечное число крайних точек.

Крайней точкой выпуклого множества X называется точка 
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, которая не может быть выражена в виде выпуклой комбинации других точек 
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. Классический метод Гаусса-Жордана решения систем линейных уравнений (11.2) состоит в приведении их к виду 
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 (11.4)

Переменные 
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 входящие только в одно из уравнений системы (4) с коэффициентами 1, а во все остальные уравнения с коэффициентами, равными нулю, называются базисными, в то время как остальные 
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 переменных называются небазисными (свободными). Базисным решением системы (11.4) называется решение 
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. Базисное решение называется допустимым, если 
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. Базисное решение называется невырожденным, если 
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. Множество крайних точек политопа X , определяемого ограничениями (11.2), (11.3), соответствует множеству допустимых базисных решений системы (11.2), и при этом одному базисному решению соответствует одна крайняя точка. 

Утверждение 11.1. Если функция 
[image: image675.wmf](
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 в задаче (11.1-3) достигает максимума на политопе X, определяемом ограничениями (11.2), (11.3), то она достигает его по крайней мере в одной крайней точке этого политопа. Если она достигает его в нескольких крайних точках, то она достигает его на любой выпуклой комбинации этих крайних точек.

Способы нахождения начального базисного решения.

Первый способ. Начальное базисное решение в симплекс-методе Данцига определяется по следующему правилу: за начальные базисные переменные берутся те 
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 переменных, при которых коэффициенты в уравнениях (11.2) образуют единичную матрицу. Такой ситуации можно добиться, используя преобразования Гаусса-Жордана, приводя систему (11.2) к виду (11.4), и тогда начальное базисное решение имеет вид 
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Второй способ. Осуществляется переход к M-задаче. Задача (11.1-3) записывается в расширенной форме, когда в каждое из уравнений (11.2) записывается по одной новой переменной, которые называются искусственными: 
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 (11.5-7) где 
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. Верхняя черта в (6) поставлена с целью унификации обозначений с (4). Задача (11.5-7) называется М-задачей. Целевая функция (11.5) содержит дополнительное слагаемое 
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, где М > 0 - достаточно большое число. Назначение этого слагаемого состоит в том, чтобы в ходе решения задачи (11.5-7) вывести искусственные переменные из состава базисных. Если в результате решения задачи окажется, что искусственные переменные входят в состав базисных и их значения не равны нулю, то это означает, что ограничения (11.2) несовместны. Переменные 
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 являются базисными и начальное базисное решение имеет вид 
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 (11.8) Геометрически решению (11.8) соответствует начало координат в пространстве Rn исходных переменных задачи (11.1) - (11.3). Переход от одного базисного решения к другому. Он соответствует переходу от одной вершины политопа к другой в направлении возрастания функции 
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. Процедура расчетов связана с использованием симплекс-таблиц, каждая из которых соответствует текущему базисному решению (табл. 11.1). Пропуск вершины при описанном переходе будет исключен, если состав базисных переменных нового и старого решения будет отличаться только на одну координату. Выбор координаты, которая должна быть введена в число базисных, определяется из требования максимального прироста функции при переходе от одного решения к другому. Прирост целевой функции при введении в базис координаты 
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 из числа небазисных характеризуется относительной оценкой 
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 - коэффициент целевой функции при переменной 
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- индекс базисной переменной, расположенной в 
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-м уравнении (
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-й строке симплекс- таблицы); 
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 - коэффициенты целевой функции при текущих базисных переменных; 
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 - элементы столбца коэффициентов при переменной 
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 в системе уравнений, соответствующей текущему базису.

Таблица 11.1
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Обозначения имеют следующий смысл: БП - базисные переменные, БР - базисное решение. При переходе в базис вводится та переменная 
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, для которой 
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 - множество индексов небазисных переменных. Столбец, соответствующий выбранной оценке, в таблице помечается знаком 
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 (11.9) где 
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 - значение координаты текущего базисного решения, соответствующей i-й строке; 
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 - коэффициент при координате 
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 в i-й строке. Рассматриваются только неотрицательные отношения (если коэффициент 
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 отрицателен или равен нулю, то отношение не подсчитывается и на его месте в приведенных далее таблицах ставится знак "--"). Строка, соответствующая выбранному отношению, в таблице помечается знаком 
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 называется разрешающим и выделяется в таблице прямоугольником. Координата 
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 становится небазисной и равной нулю. Новое базисное решение определяется на основании текущего базисного решения по формулам 
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Процесс перехода заканчивается, когда найдено такое базисное решение, что все относительные оценки 
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, становятся неположительными. Это базисное решение и является оптимальным.

11.1.2. Решение основной задачи 324 Постановка задачи. Найти максимум функции 
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Задача (12-15) называется основной. Предполагается, что 
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Стратегия поиска Для решения основной задачи симплекс-методом она должна быть приведена к канонической задаче путем введения в каждое ограничение по одной дополнительной переменной: в каждое ограничение-неравенство со знаком 
[image: image748.wmf]£

 вводится дополнительная переменная со знаком "+" (она становится базисной), а в каждое ограничение-неравенство со знаком 
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 вводится дополнительная переменная со знаком "-". Каноническая задача записывается следующим образом 
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Так как в общем случае в уравнениях (11.17) нет базисных переменных, то для того, чтобы можно было применить симплекс-метод, делается переход к М-задаче. В каждое из 
[image: image754.wmf]m

 уравнений (11.17) вводится искусственная переменная со знаком "+" (она становится базисной), а к целевой функции добавляется сумма искусственных переменных, умноженная на "-М". В результате получаем задачу в расширенной форме: 
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Пример 11.2 Найти максимум и минимум в задаче 
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Решим поставленную каноническую задачу симплекс-методом.

1. Найдем начальное базисное решение:

а) согласно п.1 замечаний 11.2 нет необходимости вводить искусственные переменные, так как в каждом уравнении уже есть базисная переменная;

б) подчеркнем базисные переменные х3 и х4 в уравнениях, описывающих ограничения;

в) свободными переменными являются 
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г) начальное базисное решение находится при приравнивании нулю свободных переменных: 
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. Начальное базисное решение 
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2. Заполняем табл. 11.2 согласно алгоритму с учетом результатов п.1.

Таблица 11.2
	
	
	
	-1
	2
	-1
	-1
	
[image: image764.wmf]j

c



	
[image: image765.wmf]B

i

c


	БП
	БР
	
[image: image766.wmf]1

x


	
[image: image767.wmf]2

x


	
[image: image768.wmf]3

x


	
[image: image769.wmf]4

x


	
[image: image770.wmf]ir

БР

a



	-1
	
[image: image771.wmf]3

x


	2
	-1
	1
	1
	0
	
[image: image772.wmf]2

2

1

=

(

	-1
	
[image: image773.wmf]4

x


	4
	1
	1
	0
	1
	
[image: image774.wmf]4

4

1

=



	
	
	
	0
	-2
	-1
	-1
	
[image: image775.wmf]j

z



	
	
	
	-1
	4(
	0
	-1
	
[image: image776.wmf]j

D




3. Вычислим относительные оценки: 
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и занесем их в табл. 11.3.
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4. Проанализируем относительные оценки и, как следствие, текущее  базисное решение 
[image: image789.wmf]2134
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. Так как все 
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, на текущем базисном решении достигается максимум. Так как число нулевых оценок равно числу базисных переменных, то решение единственное. Найдем минимум в поставленной задаче. Используем табл. 11.3, т.е. будем считать, что шаги 1-3 алгоритма реализованы (табл. 11.10).
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6. Вычисляем новое базисное решение. Результаты пересчета табл. 11.7 приведены в табл. 11.8.

В табл. 11.8 в столбец БП на место 
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 введена переменная 
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x

. Первой пересчитывается строка, соответствующая введенной переменной 
[image: image805.wmf]1

x

. Она   получается в результате деления каждого элемента разрешающей строки табл. 11.7, помеченной (, на разрешающий элемент, равный 2. Остальные элементы пересчитываются по "правилу прямоугольника". Для первой строки имеем: 
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 Переходим к шагу 3. Вычисляем относительные оценки 
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. Строка 
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 пересчитывается по табл. 11.7 по "правилу прямоугольника” (табл. 11.9): 
[image: image809.wmf](

)

1234

31

32305313

30;00;4;0

222212

×-

×××

D=-=D=-=D=--=D=-=-


Таблица 11.9
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4. Проанализируем относительные оценки. Поскольку ищется минимум, то согласно п.2 замечаний 11.2 условием окончания процесса является  неотрицательность всех относительных оценок, а при выборе разрешающего столбца  следует найти наименьшую отрицательную относительную оценку. Оценка 
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 - наименьшая отрицательная. Анализируем столбец 
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. Среди коэффициентов есть положительный, поэтому 
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r

=

. Вводим в базис переменную 
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5. Определяем переменную, которая должна быть выведена из базиса. Для  этого вычислим наименьшее из неотрицательных отношении 
[image: image826.wmf]ir
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. Оно  единственно и равно 4 (табл. 11.10). Следовательно, 
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 и в базисе переменная 
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 заменяется переменной 
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, расположенной во второй строке.

6. Вычисляем новое базисное решение. Результаты пересчета табл. 11.10 приведены в табл. 11.11.

В табл. 11.11 в столбец БП на место 
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x

 введена переменная 
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x

. Первой пересчитывается строка, соответствующая введенной переменной 
[image: image832.wmf]1

x

. Она  получается в результате деления каждого элемента разрешающей строки табл. 11.10, помеченной (, на разрешающий элемент, равный 1. Остальные элементы пересчитываются по "правилу прямоугольника". Для первой строки имеем: 
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3. Вычисляем относительные оценки 
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. Строка 
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 пересчитывается по "правилу прямоугольника" (табл. 11.12): 
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Таблица 11.12
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4. Проанализируем относительные оценки и, как следствие, текущее  базисное решение 
[image: image848.wmf]3124

6,4,0

хххх

====

. Так как все оценки 
[image: image849.wmf]0

j

D³

, на  текущем базисном решении достигается минимум. Так как число нулевых оценок равно числу базисных переменных, то решение единственное.
Практическое занятие № 11. Решение задач целочисленного линейного программирования
12.2. Метод Гомори 379

Постановка задачи. Найти максимум функции 
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 Стратегия состоит в формировании путем построения  дополнительных ограничений нового множества 
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  допустимых решений, которое содержало бы все целочисленные точки множества допустимых решений 
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 и нe содержало бы оптимальное нецелочисленное решение 
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Например, в задаче 
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 (12.8) Метод Гомори [Gomory R.] позволяет построить множество 
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, последовательно добавляя к ограничениям по одному новому дополнительному ограничению. 

2. Решим симплекс-методом задачу 
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. Приводя задачу к расширенной форме, получим 
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 Процедура решения приведена в табл.
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Оптимальное решение 
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 - нецелочисленное. Переходим к  построению дополнительного ограничения.

3. Нецелочисленной оказалась координата 
[image: image877.wmf]1
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. Выписываем из табл. уравнение, которому удовлетворяет координата 
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. Обозначим переменную 
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, принимающую целочисленные значения 
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. Тогда на основании (12.11) для целочисленных 
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 (12.12). Поскольку в (12.12) 
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 - целые числа, то прибавление к коэффициентам при них и к свободному члену выражения каких-нибудь целых чисел не нарушит целочисленное выражения. Значит 
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 (12.13)

4. Будем в выражении (12.13) производить такие изменения его коэффициентов и свободного члена, что в результате получатся наименьшие неотрицательные числа, т.е. 
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 Тогда из (12.13) получим 
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 Но в выражении (12.15) х'3>09 следовательно, целое число int в правой части может быть равно 0,1,2,.. . Значит, вместо A2Л5) можно записать Ограничение (12.16) и есть новое дополнительное ограничение на   координату хз > 0. Если рассмотреть ограничения 
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 Переходя от (12.6) к ограничению типа равенств и опуская штрихи, получаем 
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5. Ограничение (12.17) может быть использовано для решения задачи начиная с табл. 12.11, которая должна быть увеличена на одну строку и расширена на один столбец. В результате получается табл. 12.12, из которой находится   базисная переменная для ограничения (12.17).
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Включим в число базисных переменную 
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 из числа старых небазисных переменных, так как она входит в дополнительное ограничение с  положительным коэффициентом в отличие от переменной 
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x

. Заметим, что переменной 
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 соответствует наименьшая по модулю отрицательная оценка 
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, так как поиск целочисленного решения связан с движением внутрь множества допустимых  решений (убыванием функции). Осуществляя пересчет, получаем табл. 12.13.
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Получено целочисленное решение 
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Практическое занятие № 12. Принятие решений в условиях неопределенности

Прежде всего отметим принципиальное различие между стохастическими факторами, приводящими к принятию решения в условиях риска, и неопределенными факторами, приводящими к принятию решения в условиях неопределенности. И те, и дру​гие приводят к разбросу возможных исходов результатов уп​равления. Но стохастические факторы полностью описываются известной стохастической информацией, эта информация и поз​воляет выбрать лучшее в среднем решение. Применительно к не​определенным факторам подобная информация отсутствует.

В общем случае неопределенность может быть вызвана либо противодействием разумного противника, либо недостаточной осведомленностью об условиях, в которых осуществляется выбор решения.

Принятие решений в условиях разумного противодействия является объектом исследования теории игр. Мы здесь не будем касаться этих вопросов.

Рассмотрим принципы выбора решений при наличии недо​статочной осведомленности относительно условий, в которых осуществляется выбор. Такие ситуации принято называть «игра ми с природой».

В терминах «игры с природой» задача принятия решений может быть сформулирована следующим образом. Пусть лицо, принимающее решение, может выбрать один из m возможных вариантов своих решений: x1, … , xm и пусть относительно условий, в которых будут реализованы возможные варианты, можно сде​лать n предположений: y1, … , ym . Оценки каждого варианта ре​шения в каждых условиях (xi, yj) известны и заданы в виде матри​цы выигрышей лица, принимающего решения: A=||aij||.

Предположим вначале, что априорная информация о вероят​ностях возникновения той или иной ситуации yj отсутствует.

Теория статистических решений предлагает несколько крите​риев оптимальности выбора решений. Выбор того или иного критерия неформализуем, он осуществляется человеком, прини​мающим решения, субъективно, исходя из его опыта, интуиции и т. п. Рассмотрим эти критерии.

Критерий Лапласа. Поскольку вероятности возникновения той или иной ситуации у, неизвестны, будем их все считать рав​новероятными. Тогда для каждой строки матрицы выигрышей подсчитывается среднее арифметическое значение оценок. Оп​тимальному решению будет соответствовать такое решение, ко​торому соответствует максимальное значение этого среднего арифметического, т. е. 
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Критерий Вальда. В каждой строчке матрицы выбираем мини​мальную оценку. Оптимальному решению соответствует такое решение, которому соответствует максимум этого минимума, т.е. 
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 Этот критерий очень осторожен. Он ориентирован на наихуд​шие условия, только среди которых и отыскивается наилучший и теперь уже гарантированный результат.

Критерий Сэвиджа. В каждом столбце матрицы находится максимальная оценка 
[image: image920.wmf]j
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 составляется новая матрица, элементы которой определяются соотношением 
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. Величину 
[image: image922.wmf]ij
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 называют риском, под которым понимают раз​ность между максимальным выигрышем, который имел бы мес​то, если бы было достоверно известно, что наступит ситуация yj, и выигрышем при выборе решения xв условиях yj. Эта новая матрица называется матрицей рисков. Далее из матрицы рисков выбирают такое решение, при котором величина риска принима​ет наименьшее значение в самой неблагоприятной ситуации, т.е. 
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Сущность этого критерия заключается в минимизации риска. Как и критерий Вальда, критерий Сэвиджа очень осторожен. Они различаются разным пониманием худшей ситуации: в пер​вом случае - это минимальный выигрыш, во втором - макси​мальная потеря выигрыша по сравнению с тем, чего можно было бы достичь в данных условиях.

Критерий Гурвица. Вводится некоторый коэффициент , на​зываемый «коэффициентом оптимизма», 0<<1. В каждой строке матрицы выигрышей находится самая большая оценка 
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 самая маленькая 
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. Они умножаются соответственно на  и (1-) и затем вычисляется их сумма. Оптимальному решению будет соответствовать такое решение, которому соответствует максимум этой суммы, i.e. 
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При =0 критерий Гурвица трансформируется в критерий Вальда. Это случай крайнего «пессимизма». При =1 (случай крайнего «оптимизма») человек, принимающий решение, рас​считывает на то, что ему будет сопутствовать самая благоприят​ная ситуации. «Коэффициент оптимизма» а назначается субъек​тивно, исходя из опыта, интуиции и т.п. Чем более опасна ситуация, тем более осторожным должен быть подход к выбору решения и тем меньшее значение присваивается коэффициенту .

Примером принятия решений в условиях неопределенности может служить рассмотренная выше задача выбора метода коди​рования картографической информации, когда вероятности по​явления того или иного вида этой информации известны.
Пример 3.7. Одно из предприятий, занимающихся обслуживанием населения, должно определить уровень предложения услуг так, чтобы удовлетворить потребности клиентов в течение предстоящих праздников. Точное число клиентов неизвестно, но ожидается, что оно может быть равным одному из четырех значений: 
[image: image927.wmf]1234

200,250,300,350

zzzz

====

. Для каждого из этих возможных значений 
[image: image928.wmf]i
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 существует наилучший уровень предложения (с точки зрения возможных затрат). Отклонения от этих уровней приводят к дополнительным затратам либо из-за превышения предложения над спросом, либо из-за неполного удовлетворения спроса. Затраты 
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  приведены в табл. 3.8, где 
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 означают варианты уровней предложения, среди которых надлежит найти оптимальный. 

Таблица 3.8. Матрица затрат 
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Заметим, что все отраженные в табл. 3.8 уровни предложения оказываются наилучшими для соответствующих значений 
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. Так, 
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 оказывается наилучшим при 
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 – при 
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. Применение минимаксного критерия к выбору решения позволяет получить гарантированное значение 
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. Критерий Сэвиджа приводит к матрице сожалений: 
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В результате минимаксной обработки матрицы 
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 получаем 
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, что соответствует "сожалению", равному 8. Критерий Гурвица при 
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 приводит к выбору решения 
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Таблица 3.9. Критерий Гурвица 
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Практическое занятие № 13. Многокритериальные задачи принятия решений

В примере, рассмотренном в предыдущем параграфе, имелся всего один критерий - F, но значительно чаще принимаемое ре​шение описывается совокупностью критериев 
[image: image970.wmf]k
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. Кроме того, каждый из этих критериев, назовем их локальными критериями, - характеризуется своим коэффициентом относительной важности. Обозначим эти коэффициенты через 
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. Итак, совокупность локальных или частных критериев образует интегральный или векторный критерий опти​мальности принимаемого решения. Обозначим это так: 
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, где 
[image: image973.wmf]F

 - интегральный критерий. В свою очередь, коэффициенты относительной важности образуют вектор важности: 
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Как и прежде, задача заключается в том, чтобы найти опти​мальное значение X из области допустимых значений 
[image: image975.wmf]x
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. Каждый локальный критерий характеризует одно какое-либо качество принимаемого решения. Например, в задаче выбора ЭВМ ло​кальными критериями могут быть: стоимость, быстродействие, объем оперативной памяти и т. п. Совокупность этих локальных критериев образует интегральный критерий, различный для каж​дого типа машины, и с помощью него можно производить срав​нение различных типов машин, или сравнение качества прини​маемого решения. Формально оптимальное решение 
[image: image976.wmf]X

 может быть условно записано следующим образом: 
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В этом соотношении, точнее говоря, в этой формальной записи: 
[image: image978.wmf]F

 - оптимальное значение интегрального критерия, 
[image: image979.wmf]X

 - оптимальные значения управляемых параметров задачи, opt - оператор оптимизации, который определяет выбранный при​нцип оптимизации, 
[image: image980.wmf]l

 - вектор важности.

Область допустимых значений 
[image: image981.wmf]X

W

 можно разбить на две не​пересекающиеся подобласти: 1) 
[image: image982.wmf]C
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 - область «согласия», в которой качество принимаемого решения может быть улучшено по одному или нескольким локальным критериям без ухудшения хотя бы одного из остав​шихся локальных критериев. 2) 
[image: image983.wmf]E

X

W

 - область «компромиссов», в которой улучшение ре​шения по одному или нескольким локальным критериям обяза​тельно приводит к снижению значений одного или нескольких оставшихся локальных критериев.

Пример. Пусть необходимо выбрать одну ЭВМ из двух раз​личных типов, и пусть локальными критериями являются стоимость и быстродействие.

Случай 1 - пусть ЭВМ-1 лучше и по стоимости и по быстро​действию, чем ЭВМ-2, и тогда, при переходе от ЭВМ-2 к ЭВМ-1 оба критерия «согласны» улучшить свои значения. Тогда гово​рят, что оба эти варианта лежат в области согласия, и очевидно, что выбирать следует первый вариант, а второй просто отбрасы​вается.

Случаи 2 - пусть у ЭВМ-1 лучше (меньше) стоимость, но худ​шее быстродействие, чем у ЭВМ-2. Выбирая ЭВМ-1, мы улучша​ем решение по стоимости, но ухудшаем его по быстродействию, выбирая ЭВМ-2, мы ухудшаем решение по стоимости, но улуч​шаем по быстродействию.

Для того, чтобы выбрать окончательно какой-либо вариант, мы должны найти некоторый компромисс, поэтому говорят, что эти два варианта лежат в области компромиссов.

Поэтому первый этап принятия решений - это разбиение об​ласти допустимых значений на область согласия и область комп​ромиссов. Это разбиение позволяет существенно сократим, чис​ло рассматриваемых вариантов.

Далее необходимо задаться некоторой «схемой компромисса», или, говоря иначе, раскрыть смысл оператора оптимиза​ции - opt - выражения (6.12).

В дальнейшем нам будет удобнее от допустимого пространства управляющих воздействий 
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 перейти к допустимому про​странству локальных критериев 
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 и тогда расписанная выше модель может быть формализована следующим образом: 
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Рассмотрим основные схемы компромисса, предполагая, что все локальные критерии нормализованы, т. е. все они имеют оди​наковую размерность, либо являются безразмерными величина​ми (это ограничение будет снято). Кроме того, все локальные критерии имеют одинаковую важность (и это ограничение будет снято). И лучшим будет считаться большее значение локального критерия (и это ограничение тоже будет снято).

Необходимо отметить следующее обстоятельство: нет фор​мальных правил выбора лучшей схемы компромисса, т.е. окончательное решение принимает человек.

Принцип равномерности. Он провозглашает целесообразным выбор такого варианта решения, принадлежащего области компромиссов, при котором достигалась бы некоторая «равномерность» показателей по всем локальным критериям. Используются следующие реализации принципа равномер​ности: принцип равенства, принцип квазиравенства и принцип максмина (maxmin).

Принцип равенства. Он провозглашает целесообразность вы​бора такого варианта, при котором все значения локальных кри​териев равны между собой. Пусть интегральный критерий F задан табл. 6.1.

	№вар.( Лок. кр.(
	f1
	f2
	f3

	1
	f11
	f12
	f13

	2
	f21
	f22
	f23

	3
	f31
	f32
	f33


1, 2, 3 - номера трех вариантов, один из которых надо вы​брать; 
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 - некоторые локальные критерии (к примеру, 
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 - быстродействие, 
[image: image989.wmf]2

f

 - объем оперативной памяти и т.д.); 
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 - зна​чение локального критерия 
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 для первого варианта и т.п.

Пусть, например, 
[image: image992.wmf]23
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, а остальные значения локаль​ных критериев для первого и второго вариантов не равны между собой. Тогда вариант 2 признается лучшим. В общем виде эта модель расписывается следующим образом: 
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Принцип квазиравенства. Практически достичь равенства ло​кальных критериев не удается, тогда лучшим признается вариант, в котором локальные критерии наиболее близки к этому равенству.

Принцип максимина - maxmin. Формально он может быть за​писан с помощью следующей записи: 
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Иначе говоря, для каждого варианта выбирается минималь​ное значение локального критерия, и окончательный выбор ос​танавливается на варианте, в котором этот минимум достигает своего максимума. В этом случае равномерность обеспечивается за счет «подтягивания» локального критерия с наименьшим зна​чением показателя.

Принцип справедливой уступки. Он основан на сопоставле​нии прироста и убыли величин локальных критериев. Когда два или более вариантов находятся в области компромиссов (а толь​ко такие ситуации мы и рассматриваем), то при переходе от од​ного варианта к другому один (или несколько) локальный кри​терий может возрастать, другой (другие) может убывать. Данный принцип и основан на сопоставлении суммарной прибыли и суммарной убыли. Если суммарная прибыль превышает суммар​ную убыль, то новый вариант предпочтительнее старого, старый вариант отбрасывается и ведется сопоставление оставшегося ва​рианта с новым вариантом. В том случае, если суммарная при​быль меньше суммарной убыли, то отбрасывается новый вари​ант, а старый вариант сравнивается со следующим вариантом. В том случае, если убыль равняется прибыли, то эти варианты равнозначны. При этом сравнение может вестись как по абсолютному зна​чению прибыли и убыли - тогда это принцип абсолютной уступ​ки, либо по относительной величине прибыли и убыли - тогда это принцип относительной уступки.

Принцип абсолютной уступки. Формально он может быть вы​ражен с помощью следующего выражения: 
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В этом выражении 
[image: image996.wmf])
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 - подмножество мажорируемых, т.е. увеличиваемых, критериев; 
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 - подмножество минорируемых, т.е. уменьшаемых, критериев. Причем, как следует из определе​ния, 
[image: image998.wmf];

0

;

0

<

D

>

D

i

j

f

f



 EMBED Equation.3  [image: image999.wmf];
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 - абсолютное значение величин при​ращения. Лучшим по принципу абсолютной уступки считается компромисс, при котором абсо​лютное значение суммы снижения одного или нескольких крите​риев не превышает абсолютного значения суммы приращений оставшихся критериев.

Пример: пусть, как и прежде, значения локальных критериев заданы табл. 6.1. Сравниваем между собой первый и второй варианты. При пе​реходе от первого варианта ко второму мы имеем: 
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 - прира​щение первого критерия, пусть эта величина оказалась положительной 
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. Сравниваем эти два варианта по второму критерию: 
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, и пусть эта величина оказалась отрицательной
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. Сравниваем между собой эти два варианта по третьему крите​рию: 
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 и пусть эта величина тоже оказалась отри​цательной 
[image: image1005.wmf]0

13

23

3

<

D

-

D

=

D

f

f

f

. Если выигрыш 
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 оказался больше проигрыша 
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, то лучшим следует признать второй вариант, если 
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 то лучшим следует признать первый вариант - проиграли боль​ше, чем выиграли.

После этого худший вариант отбрасывается и совершенно аналогично сравнение ведется выбранного варианта со следую​щим по порядку вариантом. Таким образом, необходимо про​смотреть все варианты.

Можно показать, что принципу абсолютной уступки соот​ветствует модель максимизации суммы локальных критериев:
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т.е. ищется сумма по строкам всех локальных критериев: 
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и та из этих сумм, которая окажется максимальной, соответствует лучшему варианту. Недостатком принципа абсолютной уступки является то, что он чрезвычайно чувствителен к значению каждого критерия и поэтому большая величина одного критерия может «погасить» значения других критериев.

Принцип относительной уступки. Формально он может быть записан с помощью следующего выражения: 
[image: image1011.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

³

=

=

å

å

-

+

Î

Î

Î

)

(

)

(

opt

I

i

i

J

j

j

F

x

x

F

F

F

k

F

w

 есть относительные значения приращения 
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В каждом столбце находится максимальное значение локально​го критерия. После этого необходимо перейти к новой таблице, по​делив все числа в столбцах предыдущей таблицы на максимальное значение в каждом столбце. Далее с этой новой таблицей выполня​ются те же процедуры, что и в принципе абсолютной уступки.

Можно показать, что при использовании этого компромисса оптимальному варианту соответствует модель максимизации произведения локальных критериев, формально: 
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Или, для случая трех критериев: для каждой строчки вычис​ляется произведение: 
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 EMBED Equation.3  [image: image1015.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image1016.wmf];
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 и среди этих произведений ищется максимум - это и будет луч​ший вариант по данному компромиссу.

Достоинством этого компромисса является то, что он не тре​бует предварительной нормализации критериев. Эта нормализа​ция осуществляется автоматически за счет деления на макси​мальные значения в каждом столбце.

Принцип выделения одного оптимизируемого критерия. Этот принцип является самым простейшим: один из локальных кри​териев объявляется главным и только по нему ищется наилучшее решение. На остальные локальные критерии могут накладывать​ся (или не накладываться) ограничения. Формально этот принцип может быть записан следующим образом: 
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Принцип последовательной уступки. Пусть теперь локальные критерии имеют различную важность и пусть, также, самым важ​ным является критерий f1, вторым по важности является крите​рий f2, третьим f3 и т. д.

Сначала отыскивается вариант, обращающий критерий f1 в максимум. После этого, исходя из некоторых соображений (на​пример, из точности, с которой мы знаем значение f1), на крите​рий f1 накладывается некоторая «уступка» f1, и при ограничении f1max-f1 выбирается вариант, обращающий в максимум второй по важности критерий f2. Совершенно аналогично на критерий f2, может быть наложена «уступка» f2, и при соблюдении условий f2max-f2 выбирается вариант, обращающий в максимум следуют ли важности критерий f3, и т. д.

Способ хорош тем, что здесь отчетливо видно, ценой какой уступки в одном критерии можно получить выигрыш в других критериях.

Пример. Пусть имеется табл. 6.2.

	№вар.( Лок. кр.(
	f1
	f2
	f3
	Оставшиеся варианты

	1
	21
	14
	
	+

	2
	13
	10
	
	+

	3
	30
	10
	
	+

	4
	7
	40
	
	-

	5
	28
	13
	
	+


f1max=30. Допустим, что мы согласны допустить уступку f1=20. Тогда, при условии f1>30-20=10, просматриваем варианты по пер​вому критерию. В столбце «оставшиеся варианты» знаком «-» от​мечен отбрасываемый вариант. Среди оставшихся вариантов на​ходится лучший вариант по второму критерию, стало быть, выби​раем первый вариант.

Свертка локальных критериев. Весь вышеизложенный мате​риал относился к случаю, когда лучшими считались большие зна​чения локальных критериев, или, иначе говоря, решалась задача максимизации интегрального критерия.

Пусть теперь лучшими будут считаться меньшие значения всех локальных критериев, т.е. пусть необходимо решать задачу минимизации интегрального критерия.

В этом случае исходную таблицу (все ее члены) необходимо умножить на - 1 и, используя весь предыдущий аппарат, отыски​вать максимум F=- F.

Пусть теперь ряд локальных критериев необходимо максими​зировать, а оставшиеся критерии необходимо минимизировать. В этом случае для выбора наилучшего варианта можно использо​вать любое из двух следующих соотношений: 
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В этих соотношениях 
[image: image1019.wmf]l
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 - локальные критерии, которые необходимо максимизировать; 
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 - локальные критерии, которые необходимо минимизировать.

Соотношение (6.14) соответствует принципу абсолютной ус​тупки, соотношение (6.15) - принципу относительной уступки. 

Способы нормализации локальных критериев. Проблема нор​мализации локальных критериев возникает во всех задачах век​торной оптимизации, когда локальные критерии имеют различ​ные единицы измерения (килограммы, метры, секунды, рубли и т. д.). Исключение составляет лишь метод относительной уступ​ки, в котором нормализация осуществляется автоматически. В основу нормализации положено понятие «идеального векто​ра», т. е. вектора с идеальными значениями локальных критериев 
[image: image1021.wmf]{
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 В нормализованном пространстве критериев вместо действи​тельного значения локального критерия рассматривается безразмерная величина 
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. Успешное решение проблемы нормализации во многом опре​деляется тем, насколько удачным окажется выбор параметров идеального вектора. Мы рассмотрим три основных способа зада​ния идеального вектора.

1-й способ. Идеальный вектор определяется некоторыми за​данными значениями локальных критериев. Эти заданные значе​ния может определить, например, заказчик разработки. Формальная запись: 
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 Недостаток этого способа - полнейший субъективизм выбора

2-й способ. Идеальным считается вектор, параметрами которого являются максимально возможные значения локальных критерием 
[image: image1024.wmf]{
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3-й способ. В качестве параметров идеального вектора прини​мается максимально возможный разброс значений соответствую​щих локальных критериев, т.е. 
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 (6.16)

Необходимо отметить, что нет формальных способов по вы​бору способа задания идеального вектора.

Способы задания и учета приоритета локальных критериев. Обычно используются три способа задания: с помощью ряда приоритета, вектора приоритета и весового вектора.

Ряд приоритета 
[image: image1026.wmf](
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 указывает на то, что ло​кальные критерии, записанные в скобках левее, более важны, чем локальные критерии, записанные правее, т.е. самым важным является критерий f1, вторым по важности является критерий f2, затем f3, и т.д.

В том случае, если имеются равноприоритетные критерии, они выделяются скобками 
[image: image1027.wmf](

)

(

)

, ..., k

,

,

,

,

R

5

4

3

2

1

=

, т. е. критерии 3, 4, 5 - равноприоритетны и занимают третье место по важнос​ти. Это чисто качественный способ задания приоритетов. При та​ком способе обычно используется принцип «жесткого приорите​та», т. е. не допускается ни малейшего снижения критерия, сто​ящего левее в ряду приоритета.

Вектор приоритета
[image: image1028.wmf](
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 - это способ количес​твенного задания приоритетов. Компоненты этого вектора X оп​ределяют степень относительного превосходства двух соседних критериев из ряда приоритета, т.е. q определяет, во сколько раз критерий fq важнее критерия fq+1, в том случае, если fq и fq+1, равны по важности, то q=1.

Весовой вектор 
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 представляет собой k-мерный вектор, компоненты которого связаны соотношениями: 
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 компонента 
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 показывает степень относительного превос​ходства критерия 
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 над всеми оставшимися критериями. Обыч​но если необходимо количественно задавать приоритет критери​ев, то его задают в виде ряда приоритета, поскольку там сравне​ние идет только между двумя соседними критериями; затем с помощью соотношения: 
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переходят к весовому вектору. И тогда выбор наилучшего вариан​та производится с помощью всего вышеописанного аппарата, только вместо компонент вектора 
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 используются ком​поненты 
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. Такой подход называют принципом гибкого приоритета.

Для случая 3-х локальных критериев соотношения (6.16) пе​реписываются в виде 
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Пример многокритериальной задачи принятия решений. Для отдела ЦКБ необходимо устройство для вывода на печать конструк​торских чертежей (плоттер). Имеются плоттеры трех моделей. Каждая модель характеризуется тремя локальными критериями: максимально возможный формат отпечатанного чертежа F (мм), разрешение чертежа R (dpi) и объем буфера V(КБайт). Конкрет​ные значение указанных локальных критериев для каждого из ва​риантов представлены в таб. 6.3.

	№ вар.
	F
	R
	V

	1
	4
	20
	64

	2
	8
	14
	128

	3
	10
	12
	256

	max
	10
	20
	256


Требуется, используя известные схемы компромисса, опреде​лить лучший вариант плоттера: а без учета приоритета локальных критериев; б) с учетом приоритета локальных критериев.

1. Нормализация исходных данных. Поскольку локальные критерии имеют различную размерность, прежде всего необходимо нормализовать исходную таблицу 6.3. Для этого используется соотношение 
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. В качестве параметров идеального вектора выбираем макси​мально возможные значения параметров: Fmax=10; Rmax=20; Vmax=256.

Переходим от табл. 6.3 к табл. 6.4, в которой записаны нор​мализованные значения локальных критериев.

	№ вар. 
	F
	R
	V

	1
	0,4
	1
	0,25

	2
	0,8
	0,7
	0,5

	3
	1
	0,6
	1

	
[image: image1038.wmf]l
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	0,2


2. Выбор наилучшего варианта без учета приоритета локальных критериев. Воспользуемся известными схемами компромисса.

2.1. Принцип равномерности. Известны три модификации этого принципа.

Принцип равенства. Формально он записывается следующим образом: 
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 где 
[image: image1040.wmf]F

 - оптимальный вариант, принадлежащий области компро​миссов 
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, fq - q-ый локальный критерий. Вывод: случай, когда все локальные критерии равны между собой, отсутствует, поэтому эта модификация применена быть не может.

Принцип квазинеравенства. Выбираем вариант, у которого в максимальной степени ло​кальные критерии равны между собой. Вывод: по принципу квазиравенства предпочтение следует отдать второму варианту.

Принцип максимина. Формально он записывается следующим образом: 
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, где 
[image: image1043.wmf]F

 - оптимальный вариант, принадлежащий области компро​миссов 
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, fq - q-ый локальный критерий. Рассматривая таблицу построчно, необходимо в каждой строке выделить минимальное значение критерия: 1-я строка - 0,25; 2-я строка - 0,5; 3-я строка - 0,6 (max). Просматривая выделенные числа среди них находим макси​мальное значение, оно соответствует варианту №3. Вывод: если воспользоваться принципом максимина, то предпочтение следует отдать варианту №3.

2.2. Принцип справедливой уступки. Известны две модификации этого принципа.

Принцип абсолютной уступки. Формально он записывается следующим образом: 
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. В этом выражении J(+)-подмножество мажорируемых, т.е. увеличиваемых критериев; I(-)-подмножество минорируемых, т.е. уменьшаемых критериев. Причем, как следует из определе​ния, 
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Лучшим, по принципу абсолютной уступки, считается комп​ромисс, при котором значение суммы снижения одного или не​скольких критериев не превышает абсолютного значения суммы приращений оставшихся критериев.

Можно показать, что этому принципу соответствует модель максимизации суммы локальных критериев: 
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 т.е. ищется сумма по строкам всех локальных критериев; та из этих сумм, которая окажется максимальной, соответствует лучшему варианту. Воспользуемся этими соотношениями:

1-й вариант - 0,4 + 1 + 0,25 = 1,65; 2-й вариант - 0,8 + 0,7 + 0,5 = 2,0; 3-й вариант - 1 + 0,6 + 1 = 2,6 (max).

Просматривая значения полученных сумм, выбираем макси​мальное значение, это и будет наилучшим вариантом. Вывод: если задаться принципом абсолютной уступки, то предпочтение следует отдать варианту три.

Принцип относительной уступки. Формально он записывается с помощью следующего соотно​шения: 
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 где 
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 - относительные значения приращения локальных критериев. В каждом столбце находится максимальное значение локаль​ного критерия. После этого необходимо перейти к новой таблице, поделив все числа в столбцах предыдущей таблицы на максималь​ное значение в каждом столбце. Далее, с этой новой таблицей вы​полняются те же процедуры, что и в принципе абсолютной уступ​ки. Можно показать, что при использовании этого компромисса оптимальному варианту соответствует модель максимизации произ​ведения локальных критериев. Формально: 
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. Или, для случая трех критериев: для каждой строчки вычис​ляется произведение и среди этих произведений ищется максимум - это и будет луч​ший вариант по данному компромиссу. Используя эти соотношения, получим: 1-й вариант - 0,4•1•0,25=0,1; 2-й вариант - 0,8•0,7•0,5=0,28; 3-й вариант - 1•0,6•1=0,6 (max). Вывод: если в качестве схемы компромисса выбрать принцип от​носительной уступки, то предпочтение следует отдать варианту три.

2.3. Принцип выделения одного оптимизируемого критерия. При выборе модели плоттера главным критерием является формат печатаемых материалов F, поэтому, просматривая первый столбец в табл. 6.4, необходимо найти максимальное значение соответствующего критерия: 0,4; 0,8; 1 (max). Максимальное значение соответствует третьему варианту, это и будет оптимальным вариантом. Вывод: оптимальным вариантом является третий при использо​вании принципа выделения одного оптимизируемого критерия.

2.4. Принцип последовательной уступки. Пусть важность локальных критериев соответствует их после​довательной записи в табл. 6.3, т. е. самым важным параметром является форма, менее важным - разрешение, и наименее важ​ным - объём памяти. Просматриваем первый столбец табл. 6.4 и выбираем вариант, в котором F достигает максимума: 0,4; 0,8; 1(max).

Пусть теперь мы согласны наложить «уступку» на критерий F и пусть эта «уступка» будет равна F=0,5; тогда имеем F1,max-f1=1-0,5=0,5; таким образом мы допускаем к рассмотрению все варианты, в которых F не хуже, чем 0,5. От табл. 6.4 переходим к табл. 6.5, где отображено это условие.

	№ вар.
	F
	R
	V

	1
	-
	-
	-

	2
	0,8
	0,7
	0,5

	3
	1
	0,6
	1


Из рассмотрения исключается первый вариант. Теперь в табл.6.5 выбираем наилучший вариант по критерию R - это 0,7. Таким образом, при наложении уступки на критерий F, равный 0,5, мы пришли к выбору варианта два. Совершенно аналогично можно наложить уступку и на то рой по важности критерий. Мы не будем этого делать. Вывод: при использовании принципа последовательной уступки выбирается второй вариант.

3. Выбор наилучшего варианта с учетом приоритета локальных критериев. Пусть приоритет критериев задан вектором 
[image: image1051.wmf]l

. Переходим к весовому вектору: 
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 И от табл. 6.4 переходим к табл. 6.6, в которую подставляем вместо 
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	№ вар.
	F
	R
	V

	1
	0,16
	0,4
	0,1

	2
	0,32
	0,28
	0,2

	3
	0,2
	0,12
	0,2


Теперь воспользуемся известными схемами компромисса.

3.1. Принцип равномерности.

Принцип равенства. Случай, когда все локальные критерии равны между собой, отсутствует, поэтому эта модификация применена быть не может.

Принцип квазиравенства. Выбираем вариант, у которого локальные критерии в макси​мальной степени равны между собой. Вывод: по принципу квазиравенства предпочтение следует отдать второму варианту.

Принцип максимина. Рассматривая табл.6.6 построчно, в каждой строке выделяем минимальное значение локального критерия: 1-я строка - 0,1; 2-я строка - 0,2 (max); 3-я строка - 0,12.

Просматривая эти числа, среди них находим максимальное значение, оно соответствует варианту два.

Вывод: если воспользоваться принципом максимина, то предпочтение следует отдать варианту два.

3.2. Принцип справедливой уступки. 

Принцип абсолютной уступки. Воспользуемся здесь и ниже материалом, изложенным в пер​вой части задачи. 1-й вариант - 0,16+0,4+0,1=0,66; 2-й вариант - 0,32+0,28+0,2=0,8(max); 3-й вариант - 0,2+0,12+0,2=0,52. Просматривая значения полученных сумм, выбираем макси​мальное значение, это и будет наилучшим вариантом. Вывод: если задаться принципом абсолютной уступки, то предпочтение следует отдать варианту два.

Принцип относительной уступки. 1-й вариант - 0,16(0,4(0,1=0,0064; 2-й вариант - 0,32(0,28(0,2=0,01792(max); 3-й вариант - 0,2(0,12(0,2=0,0048. Просматривая полученные значения, выбираем максималь​ное значение, это и будет наилучшим вариантом. Вывод: если в качестве принципа выбрать принцип относи​тельной уступки, то предпочтение следует отдать варианту два.

3.3. Принцип выделения одного оптимизируемого критерия. При выборе модели плоттера главным критерием является формат печатаемых материалов F, поэтому, просматривая первый столбец в табл.6.6, необходимо найти максимальное значение: 0,16; 0,32 (max); 0,2. Максимальное значение соответствует второму варианту, это и будет оптимальным вариантом. Вывод: оптимальным вариантом является второй при использо​вании принципа выделения одного оптимизируемого критерия.

3.4. Принцип последовательной уступки. Пусть важность локальных критериев соответствует их после​довательной записи в табл.6.6, т.е. важнейшим параметром явля​ется форма, менее важным - разрешение, и наименее важным - объём памяти. Просматриваем первый столбец табл. 6.6 и выби​раем вариант, в котором F достигает максимума: 0,16; 0,32; (max); 0,2. Пусть теперь мы согласны наложить «уступку» на критерий F и пусть эта «уступка» будет равна F=0,15, тогда имеем F1,max-f1=0,32-0,15=0,17, таким образом, мы допускаем к рассмотрению все варианты, в которых F не хуже, чем 0,17. От табл. 6.6 переходим к табл. 6.7, где отображено это условие:

	№ вар. 
	F
	R
	V

	1
	-
	-
	-

	2
	0,32
	0,28
	0,2

	3
	0,2
	0,12
	0,2


Из рассмотрения исключается первый вариант. Теперь в табл. 6.7 выбираем наилучший вариант по критерию R, это 0,28. Таким об​разом, при наложении уступки на критерий F, равный 0,17, мы пришли к выбору второго варианта. Вывод: при использовании принципа последовательной ус​тупки выбирается второй вариант.
Пример многокритериальной задачи принятия решений. Для отдела ЦКБ необходимо устройство для вывода на печать конструк​торских чертежей (плоттер). Имеются плоттеры трех моделей. Каждая модель характеризуется тремя локальными критериями: максимально возможный формат отпечатанного чертежа F (мм), разрешение чертежа R (dpi) и объем буфера V(КБайт). Конкрет​ные значение указанных локальных критериев для каждого из ва​риантов представлены в таб. 6.3.

	№ вар.
	F
	R
	V

	1
	4
	20
	64

	2
	8
	14
	128

	3
	10
	12
	256

	max
	10
	20
	256


Требуется, используя известные схемы компромисса, опреде​лить лучший вариант плоттера: а без учета приоритета локальных критериев; б) с учетом приоритета локальных критериев.

1. Нормализация исходных данных. Поскольку локальные критерии имеют различную размерность, прежде всего необходимо нормализовать исходную таблицу 6.3. Для этого используется соотношение 
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. В качестве параметров идеального вектора выбираем макси​мально возможные значения параметров: Fmax=10; Rmax=20; Vmax=256.

Переходим от табл. 6.3 к табл. 6.4, в которой записаны нор​мализованные значения локальных критериев.

	№ вар. 
	F
	R
	V
	J

	1
	0,4
	1
	0,25
	=0.37

	2
	0,8
	0,7
	0,5
	=0.71

	3
	1
	0,6
	1
	=0.88
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Практическое занятие № 14. Задача о замене вратаря
На последней минуте хоккейного матча при ничейном счете тренер команды должен принять решение о замене вратаря шестым полевым игроком. Статистика, имеющаяся у тренера, показывает, что в аналогичных условиях в предыдущих встречах замена вратаря в одной шестой части случаев привела к выигрышу, в половине случаев – к ничьей и в одной трети случаев – к поражению. Если же вратарь не заменялся, то в 7/8 случаев встреча заканчивалась вничью, а в 1/8 части случаев команда проигрывала. Построим для этой задачи граф связей альтернатив и исходов. Здесь имеются две альтернативы: 
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 – заменить вратаря, 
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 – не делать замены. В любом случае возможны три исхода: выигрыш (В), ничья (Н) и поражение (П). Принимая за вероятность каждого исхода частоту его появления в предыдущих матчах, получим граф, представленный на рис. 3.2. Решение задачи будет дано несколько позже. Сформулированная задача ПР в условиях риска и приведенный пример не позволяют пока понять, где же здесь состояние среды? Какой характер имеет функция реализации 
[image: image1062.wmf](
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 и возможно ли вообще ее построение? Оказывается, что язык функций реализации является достаточно общим и позволяет описывать различные ситуации неопределенности, в том числе и рассмотренную выше.

Обратимся снова к задаче о замене вратаря. Задание функции реализации означает, что при известном 
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 мы по каждому 
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 уже однозначно определяем исход 
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. Таким образом, зная состояние среды 
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, мы должны точно знать, что будет, если мы выберем альтернативу 
[image: image1067.wmf]1

x

, и каков будет исход при выборе 
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. Введем следующие шесть искусственных "состояний среды":
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В крайнем правом столбце указаны вероятности соответствующих событий. Теперь функция реализации может быть задана в виде табл. 3.2. Около каждого состояния среды указана вероятность его появления.
Таблица 3.2. Матрица решений с искусственными состояниями среды 

	X
	
	
	Z
	
	

	
	
[image: image1075.wmf](

)

1

7

48

z


	
[image: image1076.wmf](

)

2

7

16

z


	
[image: image1077.wmf](

)

3

7

24

z


	
[image: image1078.wmf](

)

4

1

48

z


	
[image: image1079.wmf](

)

5

1

16

z


	
[image: image1080.wmf](

)

6

1

24

z



	
[image: image1081.wmf]1

x


	B
	H
	П
	B
	H
	П

	
[image: image1082.wmf]2

x


	H
	H
	H
	П
	П
	П


Рассмотрим теперь задачу ПР в более общем случае, когда имеется 
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 альтернатив 
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 исходов 
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. в качестве "состояния среды" возьмем множество возможных согласно графу связей альтернатив и исходов отображений 
[image: image1087.wmf]:,1,...,

j

zXYjS

®=

. В случае конечных множеств 
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 и 
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 будем иметь 
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 – количество стрелок, исходящих из альтернативы 
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, на графе связей альтернатив и исходов. Таким образом, каждое "состояние среды" 
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 соответствует такому подграфу графа связей альтернатив и исходов (будем называть его подграфом состояния), в котором из каждой альтернативы 
[image: image1094.wmf]i

x

 исходит только одна стрелка, указывающая, какой исход будет реализован при выборе альтернативы 
[image: image1095.wmf]i

x

 (
[image: image1096.wmf]S

 – максимальное возможное число таких подграфов). Следовательно, выбор "состояния среды" 
[image: image1097.wmf]j

z

 и альтернативы 
[image: image1098.wmf]i

x

 полностью определяет исход – 
[image: image1099.wmf](
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. Далее, каждому состоянию среды 
[image: image1100.wmf]j
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 соответствует вероятность его наступления (вероятность реализации соответствующего подграфа состояния): 
[image: image1101.wmf](
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, где 
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 – заданная вероятность наступления исхода 
[image: image1103.wmf]j
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 при выборе альтернативы 
[image: image1104.wmf]i

x

. Таким образом, для вычисления 
[image: image1105.wmf](
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 достаточно перемножить числа, стоящие около стрелок, составляющих подграф состояния 
[image: image1106.wmf]j
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. 

Установленная выше возможность представления задачи ПР в условиях риска в форме функции реализации означает, что статистическую неопределенность, проявляющуюся в неоднозначной (вероятностной) связи между средством и результатом, всегда можно интерпретировать как существование некоторой среды, оказывающей влияние на результат. Методологическое значение этого факта состоит в том, что достаточно широкий класс задач ПР может быть приведен к указанной стандартной форме – функции реализации. Отметим также, что многие практические задачи ПР непосредственно формулируются в форме функции реализации.

Это, прежде всего, такие задачи, где реально существует среда, влияющая на результат принятия того или иного решения. В качестве примера могут быть указаны задачи принятия оптимальных проектных решений в условиях технологического разброса параметров изделия. Итак, пусть задана функция реализации 
[image: image1107.wmf](
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, где множества 
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 уже не будем предполагать конечными. В условиях полной определенности, как мы видели, задана однозначная связь 
[image: image1109.wmf](

)

yx

j

=

, которая, очевидно, и является Соответствующей функцией реализации ("состояние среды" 
[image: image1110.wmf]z

 задано и фиксировано). Основная задача ПР состоит в поиске ядра бинарного отношения 
[image: image1111.wmf]Y
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 в множестве исходов 
[image: image1112.wmf]Y

. Будем считать, что задана функция 
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. Бинарное отношение 
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 задается условием 
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. Тогда существует функционал 
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 и задача ПР эквивалентна задаче оптимизации 
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В данном случае у функционала 
[image: image1118.wmf]J

 появился новый аргумент 
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, т.к. вместо 
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 имеем в условиях риска в качестве функции реализации зависимость 
[image: image1121.wmf](
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Таким образом, мы использовали здесь критериальный язык для задания бинарного отношения предпочтения на множестве исходов 
[image: image1122.wmf]Y

. Более того, исходы у оцениваются в данном случае по однокритериальной схеме, т.к. задана одна функция 
[image: image1123.wmf](
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 (целевая функция), характеризующая "полезность" исходов. Таким образом, говоря о задаче ПР, сформулированной в виде (3.1), мы имеем в виду выбор решения (альтернативы) 
[image: image1124.wmf]x

 в условиях, когда целевая функция задана, но задана не совсем точно – она содержит неопределенный параметр 
[image: image1125.wmf]z

. Решая задачу (3.1), мы можем определить 
[image: image1126.wmf]x

 лишь как некоторую функцию параметра 
[image: image1127.wmf]z

: 
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. Если никакой информацией о факторе неопределенности 
[image: image1129.wmf]z

 мы не располагаем, то и результат максимизации 
[image: image1130.wmf]J

 произволен. При наличии статистической неопределенности мы предполагаем, что 
[image: image1131.wmf]z

 – случайная величина, закон распределения которой известен.

Методологически важно различать две основные ситуации:

1. Исход 
[image: image1132.wmf]yY

Î

, соответствующий принятому решению 
[image: image1133.wmf]x

, реализуется многократно.

2. Исход 
[image: image1134.wmf]y

 реализуется однократно.

Например, выбор конструктивных параметров 
[image: image1135.wmf]x

 изделия, выпускаемого серийно, дает пример многократной реализации исхода одного и того же выбора. Напротив, оптимальный выбор параметров уникального изделия – пример второй ситуации.

Обратимся к методам ПР при наличии многократно реализованного исхода. В этих случаях задачу (3.1) естественно заменить некоторой вероятностной задачей. Вполне разумным представляется выбор такой альтернативы 
[image: image1136.wmf]x

, которая максимизирует математическое ожидание критерия, т.е. является решением задачи 
[image: image1137.wmf](
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 (3.2) где черта сверху означает математическое ожидание случайной величины 
[image: image1138.wmf](
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. Правило выбора оптимальной альтернативы на основе решения задачи оптимизации (3.2) называется критерием математического ожидания (или критерием Байеса – Лапласа). Если предположить, что функционал 
[image: image1139.wmf]J

 характеризует "полезность" или "доход", полученный от решения 
[image: image1140.wmf]X

 и реализовавшегося исхода 
[image: image1141.wmf]y

, то математическое ожидание можно рассматривать как "средний доход", и, решая задачу (3.2), мы фактически максимизируем "средний доход".

Пример 3.4 (продолжение примера с задачей о замене вратаря). Будем численно оценивать исходы игры по получаемым очкам: В – 2 очка, Н – 1 очко, П – О очков. Тогда таблица, задающая функционал 
[image: image1142.wmf](
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, получается непосредственно из табл. 3.2 и имеет вид табл. 3.4. 

Таблица 3.4, Матрица доходов для задачи о замене вратаря 
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Вычисляем: 
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Имеем 
[image: image1152.wmf](
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 и поэтому, руководствуясь критерием числа ожидаемых очков, принимаем решение, что в подобных ситуациях нецелесообразно заменять вратаря. "В среднем" такая стратегия приведет к успеху, хотя в каждой конкретной игре, конечно, может реализоваться любой возможный исход.
Практическое занятие № 15. Экспертные системы
Пример прямой цепочки вывода. Пусть 
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Шаг 1. Просматриваем список продукций сверху вниз, сопоставляя левые части с элементами множества 
[image: image1155.wmf]1
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. В результате выполнения 
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 имеем: 
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Шаг 2. Снова просматриваем список правил сверху вниз. На этот раз соблюдаются условия для выполнения продукции 
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: 
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Шаг 3. Выполняется продукция 
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Основной результат: было выведено, что наряду с исходными фактами (ситуациями) существуют ситуации 
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Пример обратной цепочки вывода. Пусть 
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Шаг 1. Системе сообщается, чтобы она подтвердила существование ситуации 
[image: image1165.wmf]9
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. Сначала проверяется наличие 
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 во множестве 
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. Если его нет, то в списке правил имеется правило вида 
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. Система находит правило 
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 и решает, что теперь необходимо установить наличие фактов 
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, чтобы вывести 
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Шаг 2. Имеем 
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 и задача сводится к установлению 
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Шаг 3. Имеем 
[image: image1175.wmf]3141

;;

AA

aa

ÎÏ

. Находим правило 
[image: image1176.wmf]314

:

P

aa

®

 и задача сводится к установлению 
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. Но 
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 и поэтому задача установления 
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 решена.

ЭС ставит диагноз: 
[image: image1180.wmf]9
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. Основная цель – факт существования 
[image: image1181.wmf]9
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 – достигнута. Как уже указывалось, ЭС является диалоговой системой и поэтому получение начальных данных и сам процесс вывода сопровождаются диалогом с пользователем.

В только что рассмотренных примерах диалог присутствует (может присутствовать) на этапах установления наличия тех или иных фактов в базе знаний (во множестве 
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Пример 13.2. Пусть имеется список фактов и три продукции: 1
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Начальное состояние системы 
[image: image1185.wmf](
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. Рассмотрим изменение состояния системы при последовательном применении указанных продукций: 
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Указанный формализм позволяет трактовать процесс вывода заключений в продукционной ЭС как процесс эволюции некоторой динамической системы в дискретном времени 
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Предполагается, что на каждом шаге вывода перед поиском очередной продукции в базе процедурных знаний 
[image: image1189.wmf]P

 система имеет возможность задать вопрос пользователю для установления дополнительных фактов из 
[image: image1190.wmf]A

. Стратегия ведения диалога с пользователем определяется при создании конкретных ЭС, настроенных на ту или иную предметную область.
Практическое занятие № 16. Байесовский подход

Одним из исчислений неопределенностей в теории экспертных систем является теория вероятностей и теорема Байеса в частности. С помощью формулы Байеса удается накапливать информацию, поступающую из различных источников, с целью подтверждения или неподтверждения определенной гипотезы (диагноза). Пусть имеется некоторая гипотеза 
[image: image1191.wmf]H

 (hypothesis) и некоторая априорная вероятность того, что гипотеза 
[image: image1192.wmf]H

 истинна. Эта вероятность 
[image: image1193.wmf](
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 либо задается в самом начале как исходное данное, либо является результатом предыдущих преобразований. Далее предполагается, что появляется некоторое свидетельство 
[image: image1194.wmf]E

 (evidence), относящееся к данной гипотезе, и мы хотим на основе этой информации уточнить априорную вероятность истинности гипотезы 
[image: image1195.wmf]H

. Согласно формуле Байеса имеем: 
[image: image1196.wmf](
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Прокомментируем, следуя К. Нейлору (С. Naylor) [23], эту формулу на простом примере из области медицинской диагностики. Пусть некоторый человек подозревается в заболевании гриппом. Следовательно, в данном случае гипотеза 
[image: image1198.wmf]EH

 состоит в том, что он болен гриппом. Можно считать, что в медицинских учреждениях на основе статистических данных известна априорная вероятность 
[image: image1199.wmf](
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 того, что пациенты в данное время года и в данной местности заболевают гриппом. Пусть 
[image: image1200.wmf]E

 означает свидетельство высокой температуры у данного конкретного пациента. Легко видеть, что формула Байеса позволяет получить 
[image: image1201.wmf](
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 (вероятность гриппа при наличии высокой температуры). Чтобы воспользоваться формулой Байеса для этого случая, необходимо знать вероятности: 

• 
[image: image1202.wmf](
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 – вероятность высокой температуры при гриппе; 

• 
[image: image1203.wmf](
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 – вероятность высокой температуры при отсутствии гриппа.

Мы предполагаем, что обе эти вероятности нам известны. Они также получаются при обработке имеющихся статистических данных. Ясно, что все три числа 
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 могут быть получены заранее и имеют универсальный характер, не зависящий от данных по конкретному пациенту.

Теперь, замечая, что 
[image: image1207.wmf](

)

(

)

1

PHPH

=-

, мы можем воспользоваться формулой Байеса – все числа в правой части известны. Пусть 
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. Тогда по формуле Байеса получим 
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Таким образом, вероятность заболевания гриппом при поступлении свидетельства о высокой температуре увеличилась и составила 0,009 по сравнению с 0,001 (исходная априорная вероятность).

Принципиальная схема работы байесовской ЭС состоит в следующем.

Первоначально мы имеем априорную вероятность 
[image: image1212.wmf](
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, которая хранится в базе знаний. Но, получив свидетельство 
[image: image1213.wmf]E

 и пересчитав эту вероятность по формуле Байеса, мы можем записать ее на место 
[image: image1214.wmf](
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. Получение очередного свидетельства приводит к новому обновлению (увеличению или уменьшению) этой вероятности. Каждый раз текущее значение этой вероятности будет считаться априорным для применения формулы Байеса. В конечном итоге, собрав все сведения, касающиеся всех гипотез (например, диагнозов болезней), ЭС приходит к окончательному заключению, выделяя наиболее вероятную гипотезу в качестве результата экспертизы.

Разработанная К. Нейлором концепция построения ЭС основана на байесовской схеме. Основные принципы, реализованные в данной ЭС, включают: 

• введение верхних и нижних порогов для вероятностей гипотез; 

• учет неопределенностей, заключенных в реакции пользователей; 

• введение цен свидетельств, определяющих сценарий диалога с пользователем.

Первое усложнение, которое вводится в общую схему байесовского подхода, связано с использованием верхних и нижних порогов для вероятностей отдельных гипотез. Если вероятность 
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 после учета всех свидетельств превосходит верхний порог 
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,  то гипотеза 
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 принимается как основа для возможного заключения. Если же  
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, где 
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 — нижний порог, то гипотеза 
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 отвергается как неправдоподобная.

Есть основания устанавливать верхние и нижние пороги 
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 индивидуально для каждой гипотезы в соответствии с имеющейся в ЭС базой знаний и максимальных возможных уровней вероятностей гипотез с учетом всех принципиально возможных свидетельств. Например, можно полагать 
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,  где 
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 — максимальная возможная вероятность, достижимая для данной гипотезы, при условии, что все свидетельства, имеющиеся в базе знаний и связанные с этой гипотезой, будут подтверждены пользователем в пользу гипотезы 
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. 
Учет неопределенности, заключенной в ответах пользователя на вопросы ЭС, является важным моментом в организации диалога. В идеале мы могли бы предположить, что на вопрос ЭС пользователь отвечает либо "да", либо "нет", т. е. выполняется данное свидетельство 
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 или не выполняется.

Более реалистичной является ситуация, когда пользователь по какой-либо причине либо хочет уклониться от ответа, либо стремится дать не слишком определенный ответ. Например, если задается вопрос о наличии повышенной температуры у пациента, то необходимо дать пользователю возможность проранжировать степень повышения температуры, например, в соответствии с 11-балльной шкалой:

• -5 соответствует НЕТ;

• 0 соответствует НЕ ЗНАЮ;

• +5 соответствует ДА.

В результате каждое свидетельство 
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 будет оцениваться по этой шкале на основании ответа пользователя 
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В соответствии с байесовским подходом после обработки очередного свидетельства 
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 мы вычисляли вероятность 
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 и заменяли ею предыдущую вероятность 
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. Теперь мы должны предложить способ вычисления не 
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. Это может быть выполнено следующим образом. Во-первых, случай 
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 должен соответствовать вероятности 
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, вычисленной по формуле Байеса. Во-вторых, вариант 
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 должен соответствовать величине 
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. Последняя вероятность может быть найдена из соотношений: 
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В-третьих, случай 
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, очевидно, не должен изменять априорную вероятность 
[image: image1240.wmf](

)

PH

 и поэтому здесь имеем: 
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Мы получили три характерные точки на графике 
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 как функции 
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. Промежуточные значения 
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 предлагается восстанавливать с помощью линейной интерполяции. Таким образом, для любого 
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 мы получаем соответствующее значение 
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, что и требовалось. При этом максимальное значение 
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 будет равно 
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 и соответствовать случаю 
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