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Практическое занятие №1. 
Определение математического ожидания, дисперсии,  

корреляционной функции 
 

Теоретические сведения 
 

Пусть )(t – неслучайная функция, )(tX , )(tY – независимые слу-
чайные функции.  

Свойства математического ожидания: 
1) ).()]([ ttM   

2) ).()()]()([ tmttXtM x  

3) ).()()]()([ tmtmtYtXM yx   

4) ).()()]()([ tmtmtYtXM yx   

Пусть )(t  – неслучайная функция, )(tX , )(tY – независимые слу-
чайные функции, тогда дисперсия случайно величины )(tX : 

.)]([})]()({[)]([ 22 tXMtmtXMtXD x


  

 
Свойства дисперсии: 
1) .0)]([  tD  

2) ).()()]()([ 2 tDttXtD x  

3) ).()()]()([ tDtDtYtXD yx   

4) .0)]([ tXD  
Пусть )(t  –  неслучайная функция, )(tX  –  случайная функция. 
Корреляционной функцией называется математическое ожидание 

произведения значений случайной функции )(tX  для двух моментов вре-
мени 21, tt : 

 







 .),;,()]()([),( 212121212121 dxdxttxxfxxtXtXMttKx  

Свойства корреляционной функции: 
1. ).,(),( 1221 ttKttK xx   
Для стационарных процессов ),()(  xx KK  где .21 tt   

2. ).(),( tDttK xx   

3. Пусть ),()()( tXttY   тогда ).,()()(),( 212121 ttKttttK xy   

4. Пусть ),()()( tXttY   тогда ).,(),( 2121 ttKttK xy   

5. Пусть ),()()( tYtXtZ   тогда  

).,(),(),(),(),( 2121212121 ttKttKttKttKttK yxxyyxz   
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6. Пусть ),()()()()( tYtbtXtatZ   где )(),( tbta – неслучайные, 
тогда 

 
).,()()(),()()(

),()()(),()()(),(

21212121

2121212121

ttKtatbttKtbta

ttKtbtbttKtatattK

yxxy

yxz




 

 
Решение типовых задач 

 
Задача 1.1. Определить математическое ожидание произведения 

двух функций  tet sin , где .const  
Решение. Используем первое свойство математического ожидания, 

так как обе функции неслучайные .sin][sin tt etetM    
Задача 1.2. Определить математическое ожидания следующего вы-

ражения ),cos()sin()cos( ttet t    где ., const  
Решение. Сначала используем третье свойство математического 

ожидания: 

)].cos()[sin(])[cos(

)]cos()sin()[cos(

ttMetM

ttetM
t

t








 

Затем применим первое свойство математического ожидания 

).cos()sin()cos(

)]cos()[sin(])[cos(

ttet

ttMetM
t

t








 

Задача 1.3. Определить дисперсию следующего выражения: 

..1)sin()cos( constttt   

Решение. Используем первое свойство дисперсии, так как все четы-
ре слагаемых данного выражения неслучайные функции: 

.0]1)sin()[cos(  tttD  

Задача 1.4. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

).(
)cos(

1
)()sin()( tY

tw
tXtwtZ


  

Решение. Используем сначала пятое, затем третье свойства корреля-
ционной функции: 

),(
)cos(

)sin(
),(

)cos(

)sin(

)cos()cos(

),(
),()sin()sin(),(

21
1

2
21

2

1

21

21
212121

ttK
tw

tw
ttK

tw

tw

twtw

ttK
ttKtwtwttK

yxxy

y
xz
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Задача 1.5. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

),(
)cos(

1
)()sin()( tY

tw
tXtwtz


  если )(),( tYtX  –   независимые. 

Решение. Используем третье свойство корреляционной функции: 

.
)cos()cos(

),(
),()sin()sin(),(

21

21
212121 twtw

ttK
ttKtwtwttK y

xz 
  

Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 1.6. Определить математическое ожидание произведения 

двух функций ,)cos( tet   где ., const  
Задача 1.7. Определить математическое ожидание выражения: 

,
)sin(

1
)cos( tt e

t
te 


  где ., const  

Задача 1.8. Определить математическое ожидание выражения: 

),()cos( tXte t   где ., const  

Задача 1.9. Определить математическое ожидание выражения: 

),(
)sin(

1
)()cos( tY

t
tXt


  где ., const  

Задача 1.10. Определить дисперсию следующего выражения: 

),cos( te t   где ., const  

Задача 1.11. Определить дисперсию следующего выражения: 

),()cos( tXte t   где ., const  

Задача 1.12. Определить дисперсию следующего выражения: 

),()1)cos(( 2 tXtte t   где ., const  

Задача 1.13. Определить дисперсию следующего выражения: 

),()cos()( tYttXe t   где ., const  

Задача 1.14. Определить дисперсию следующего выражения: 

,)()cos()( 3ttYttXe t   где ., const  

Задача 1.15. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttK z . 

)(
)cos(

1
)sin()( tX

t
ttz


 . 
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Задача 1.16. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttK z . 

).()cos()sin()( tXtwtwtz   

Задача 1.17. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

.)()cos()sin()( tt eetXtttz    

Задача 1.18. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

.1)()cos()sin()(   teetXtttz tt  

Задача 1.19. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

).()cos()()sin()( tYtwtXtwtz   

Задача 1.20. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

),()()( tYbtXatz   YX ,  – стационарные процессы, .21 tt   
Задача 1.21. Определить корреляционную функцию ),( 21 ttKz . 

),()()( tYbtXatz   YX , –  стационарные процессы, .21 tt   
 

Практическое занятие №2. 
Определение вероятностных характеристик 

 интеграла от случайного процесса 
 

Теоретические сведения 

Пусть 
t

dttXtY
0

,)()(  где )(),( tYtX  – случайные процессы. 

Тогда математическое ожидание: 

  
t

xy dttmtm
0

)()(      (2.1) 

Корреляционная функция этого процесса: 

  212
0 0

121 ),(),(
1 2

tdtdttKttK
t t

xy                 (2.2) 

Дисперсия случайного процесса )(tY : 
  ),()( ttKtD yy  .     (2.3) 

 
Решение типовых задач 

 
Задача 2.1. Случайный процесс задан следующим выражением  

 
t

dXwttY
0

.)()1(sin)(  Определить математическое ожидание, корреля-

ционную функцию и дисперсию. 
Решение. Для определения математического ожидания воспользуем-

ся выражением (2.1) и вторым свойством математического ожидания: 
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t

x

tt

y

dmwt

dXMwtdXwtMtm

0

00

.)()1(sin

])([)1(sin])()1[(sin)(
 

Для определения корреляционной функции воспользуемся выражением 
(2.2) и третьим свойством корреляционной функции: 

 

.),()1)(sin1(sin),()()(),( 212
0 0

121212121

1 2

   ddKwtwtttKttttK
t t

xzy  

 
Для определения дисперсии заданного случайного процесса воспользуемся 
выражением (2.3) и вторым свойством дисперсии: 

  
t t

xxy ddKwttDttD
0 0

2121
22 .),()1(sin)()()(  

Задача 2.2. Случайный процесс задан следующим выражением 

.1cos)()1()(
0

 
 wtdXetY

t
t  

Опередить математическое ожидание, корреляционную функцию и дис-
персию, если заданы  

.),(,1)( 21
21

23 tt
xx eettKttttm    

Решение. Для определения математического ожидания воспользуем-
ся выражением (2.1), первым и вторым свойствами математического ожи-
дания: 

.1cos)1)(
234

(

1cos)1()1(1cos)()1(

1cos])([)1(]1cos)()1[()(

234

0

23

0

00

















wtet
ttt

wtdewtdme

wtdXMewtdXeMtm

t

t
t

t

x
t

t
t

t
t

y

 

Для определения корреляционной функции воспользуемся выражением 
(2.2) и третьим свойством корреляционной функции: 

).1)(1)(1)(1(
1

)1)(1(),()()(),(

2121

1 2
2121

2

21
0 0

212121

tttt

t t
tt

zy

eeee

ddeeeettKttttK
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Для определения дисперсии заданного случайного процесса воспользуемся 
выражением (2.3) и вторым свойством дисперсии: 

.)1()1(
1

)( 22
2

tt
y eetD  


  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 2.3. Случайный процесс задан следующим выражением 

 
t

ttdXwttY
0

2 .123)()1(sin)(  Определить математическое ожида-

ние, корреляционную функцию и дисперсию. 
Задача 2.4. Случайный процесс задан следующим выражением 

 
t

dXtY
0

.)()(  Определить математическое ожидание, корреляционную 

функцию и дисперсию, если заданы  

.sinsin),(,1)( 2121 wtwtttKttm xx   

Задача 2.5. Случайный процесс )(tX  имеет характеристики 

.),(;12)( )(
21

2 21 tt
xxx eDttKtttm   

Найти математическое ожидание, корреляционную функцию и дисперсию 
случайного процесса )(tY  







t
tetdX

t

wt
tY

0

2
2

.3)(
1

sin
)(  

 
Практическое занятие №3. 

Определение вероятностных характеристик 
производной от случайного процесса 

 
Теоретические сведения 

Пусть ,
)(

)(
dt

tdX
tY   где )(),( tYtX  – случайные процессы. 

Тогда математическое ожидание данного случайного процесса )(tY : 

  
dt

tdm
tm x

y
)(

)(  .         (3.1) 

Корреляционная функция данного случайного процесса )(tY : 

  
21

21
2

21
),(

),(
tt

ttK
ttK x

y 


 .             (3.2) 

Если ,21 tt   то корреляционная функция: 
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2

2 )(
)(





d

Kd
K x

y .           (3.3) 

 
Решение типовых задач 

 
Задача 3.1. Случайный процесс задан следующим выражением 

.1cos
)(

sin)(   t
dt

tdX
ettY t  Определить математическое ожидание 

этого процесса и корреляционную функцию. 
Решение. Используя свойства математического ожидания и выраже-

ние (3.1), определим математическое ожидание заданного процесса: 

.1cos
)(

sin)]([)(   t
dt

tdm
ettYMtm xt

y  

Используя свойства корреляционной функции и выражение (3.2), опреде-
лим корреляционную функцию: 

.
),(

sinsin),(
21

21
2

2121
21

tt

ttK
eettttK xtt

y 


   

Задача 3.2. Случайный процесс задан следующим выражением 

.
)(

)(
dt

tdX
tY   Корреляционная функция определена как .)(  eDK xx  

Определить корреляционную функцию заданного случайного процесса 
)(tY . 
Решение. Для 0  корреляционная функция имеет вид: 

.
)(

)( 2
2

2





 eD
d

Kd
K x

x
y  

Для 0  корреляционная функция имеет вид: 

.
)(

)( 2
2

2





 eD

d

Kd
K x

x
y  

Для любого   корреляционная функция имеет вид: 

.
)(

)( 2
2

2





 eD
d

Kd
K x

x
y  

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 3.3. Случайный процесс задан следующим выражением 

.
)(

)(
dt

tdX
tY   Определить математическое ожидание этого процесса и кор-

реляционную функцию, если заданы  
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,1sin)( 2  twttmx  ,),( )(
21

21 tt
xx eDttK   .constDx   

Задача 3.4. Случайный процесс задан следующим выражением 

.
)(

)(
dt

tdX
tY    Корреляционная функция определена следующим образом 

.)(
2

21 )( tt
xx eDK   Определить корреляционную функцию заданного слу-

чайного процесса ).(tY  
Задача 3.5. Случайный процесс задан следующим выражением 

.
)(

)(
dt

tdX
atY   Корреляционная функция определена следующим образом 

.)(  eDK xx  Определить корреляционную функцию заданного случай-
ного процесса ).(tY  

Задача 3.6. Случайный процесс задан следующим выражением 

.
)(

)( b
dt

tdX
atY   Корреляционная функция определена следующим обра-

зом .)(  eDK xx  Определить корреляционную функцию заданного 
случайного процесса ).(tY  

Задача 3.7. Определить корреляционную функцию производной 
случайного процесса ),(tX  если  

).1()(  eDK xx  

Задача 3.8. Дана корреляционная функция )(xK  стационарной слу-
чайной функции )(tX : 

.)(
222  eK xx  

Найти корреляционную функцию и дисперсию функции )(tY  вида: 

.,
)(

)( constb
dt

tdX
btY   

Практическое занятие №4. 
Определение спектральной плотности 

по корреляционной функции 
 

Теоретические сведения 
 

Спектральная плотность и корреляционная функция связаны между 
собой следующими соотношениями: 

  




 


 deKwS iw
xx )(

2

1
)(*               (4.1) 

и 
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 dwewSK iw
xx )()( *                   (4.2) 

где )(* wSx  – двусторонняя спектральная плотность случайного процесса 
)(tX , )(xK  – корреляционная функция случайного процесса )(tX ,  

.21 tt   

Решение типовых задач 
 
Задача 4.1. Корреляционная функция случайного процесса )(tX  за-

дана в виде  eDK xx )( , где 








0,

0,
. Определить спектральную 

плотность соответствующего случайного процесса. 
Решение. Спектральная плотность определяется по формуле (4.1): 

 








 





 .
2

1
)(

2

1
)(* deeDdeKwS iw

x
iw

xx  

Исходя из условий задачи представим этот интеграл в виде суммы двух 
интегралов: 

].[
2

)(
0

0

*
 


  


 dede
D

wS iwiwx
x  

Вычислим  

.
)()(

1

2)(

1

2
)(

220
0*

w

D
e

iw

D
e

iw

D
wS xiwxiwx

x 














 


  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 4.2. Корреляционная функция задана в виде  

.
1если,0

1если),1(
)(








 x
x

D
K  

Построить график )(xK , определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.3. Корреляционная функция задана в виде  

).1()(  aeK x  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.4. Корреляционная функция задана в виде  

.
   если,0

 если),1(
)(

0

0
0














 x

x

D
K  
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Найти спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.5. Корреляционная функция задана в виде  

.cos)( 0  weDK xx  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.6. Корреляционная функция задана в виде  

).1()(  eDK xx  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.7. Корреляционная функция задана в виде  

.
5если,0

5если,)5/1(1
)(








xK  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.8. Корреляционная функция задана в виде  

.)(  eK x  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.9. Корреляционная функция задана в виде  

).1,01(100)( 1,0  eK x  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
Задача 4.10.  Корреляционная функция задана в виде  

.)( 22  eaKx  

Определить спектральную плотность )(* wSx . 
 

Практическое занятие №5. 
Определение дисперсии случайного процесса 

на выходе динамической системы 
 

Теоретические сведения 
 
Рассмотрим схему на рис.5.1.  

 
 

Рис. 5.1 

)(tY

yD
)( jwW

)(tX

)(* wSx
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Здесь )( jwW  –  передаточная функция динамической системы; )(* wSx  –  
спектральная плотность случайного процесса )(tX ; yD  –  дисперсия слу-

чайного процесса )(tY . 
Дисперсия на выходе системы определяется по формуле: 

  



 dwwSD yy )(* ,            (5.1) 

где )(* wS y  –  спектральная плотность процесса )(tY . )(* wS y  определяется в 

виде: 

  ).()()( *2* wSjwWwS xy        (5.2) 

 
Чтобы вычислить интеграл (5.1), необходимо привести его к виду стан-
дартного интеграла: 

  


 
 ,

)()(

)(

2

1
dw

jwHjwH

jwG
I

nn

n
n        (5.3) 

где 


















n
nn

n

n
nn

n

hjwhjwhjwH

gjwgjwgjwG

...)()()(

...)()()(

1
10

1
42

1
22

0

.                  (5.4) 

 
Интеграл nI  при  n = 1,2,3 определяется соотношениями: 

  ;
2 10

0
1 hh

g
I            (5.5) 

  ;
2 10

1
2

0
0

2 hh

g
h

h
g

I


              (5.6) 

  .
)(2 21300

3

210
1002

3 hhhhh

h

ghh
ghgh

I



              (5.7) 

 
Математическое ожидание случайного процесса )(tY  вычисляется через 
математическое ожидание случайного процесса )(tX  и  передаточную 
функцию )0(W :  

  .)0( xy mWm       (5.8) 

 
 



15 

Решение типовых задач 
 
Задача 5.1. Дано 

  .
)(

)(;)(
222

2
*




w

a
wSjwjwW x  

Определить дисперсию yD  случайного процесса на выходе динамической 

системы. 
Решение. Имеем: 

  ).()()(
2

jwWjwWjwW     (5.9) 

Определим ).( jwW   Получим: 

.)( jwjwW   

Представим )(* wSx  в виде: 

.
)(

1

)(

1
)(

22
2*







jwjw
awSx  

Соотношение (5.1) с учетом (5.2), (5.9) примет вид: 

.
])(2)][()(2)[(

)(

2

2
2222

2

dw
jwjwjwjw

jwjwa
Dy 



 





      (5.10) 

Запишем полученное соотношение в виде: 
,2 2

2 IaDy   

где 




 



 .

])()(][)()([

)(

2

1

21
2

021
2

0

1
2

0
2 dw

hjwhjwhhjwhjwh

gjwg
I       (5.11) 

Соотношение (5.11) описывает стандартный интеграл порядка 2n . Об-
щее выражение для стандартного интеграла имеет вид соотношение (5.3), 
(5.4). 
Сопоставляя (5.10) и (5.11), получим: 

  







.0;1

;;2;1

10

2
210

gg

hhh
.      (5.12) 

Подставим (5.12) в (5.6). Имеем: 

.
4

1
2 
I  

Окончательно получим: 
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.
2

2
2

2
2





a

IaDy  

Задача 5.2. Линейная система описывается уравнением вида: 

  ).()()()( 0101 tXntXntYmtYm     (5.13) 

Случайная функция )(tX , действующая на входе системы, имеет спек-
тральную плотность вида: 

.
1

)(
22

*








w

D
wS x

x  

Определить дисперсию случайного процесса на выходе системы. 
Решение. Перейдем от уравнения (5.13) к передаточной функции 

динамической системы. Введем оператор дифференцирования .
dt

d
P   Пе-

репишем (5.13) в виде: 
  )()()()( 0101 tXnPntYmPm  .   (5.14) 

Из (5.14) имеем: 

,
)(

)(
)(

01

01

mPm

nPn

tX

tY
PW




  

откуда: 

.
)(

)(
)(

01

01

mjwm

njwn
jwW




  

Определим ).( jwW   Получим: 

.
)(

)(
)(

01

01

mjwm

njwn
jwW




  

Представим )(* wSx  в виде: 

.
]))[((

1
)(*








jwjw

D
wS x

x  

Соотношение (5.1) с учетом (5.2), (5.9) примет вид: 








































.
)]()()[]()([

])(][)([

2

2

])[(

1

)(

1

)(

)(

)(

)(

2

2

0101

0101

01

01

01

01

dw
jwmjwmjwmjwm

njwnnjwnD

dw
jwjwmjwm

njwn

mjwm

njwn
D

D

x

x
y
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или 




 










.
]))(()(][))(()([

)(

2

2

010
2

1010
2

1

2
0

22
1 dw

mjwmmjwmmjwmmjwm

njwn

D
D x

y

      (5.15) 

Запишем полученное соотношение в виде: 

,2 2IDD xy   

где  




 



 .

])()(][)()([

)(

2

1

21
2

021
2

0

1
2

0
2 dw

hjwhjwhhjwhjwh

gjwg
I      (5.16) 

Сопоставляя (5.16) и (5.15), получим: 








.;

;;;
2
01

2
10

0210110

ngng

mhmmhmh
             (5.17) 

Подставим (5.17) в (5.6). Имеем: 

.
)(2 101

2
0

0

12
1

2 





mmm

n
m

m
n

I  

Окончательное выражение для дисперсии yD  примет вид: 

.
)(

2
101

2
0

0

12
1

2 





mmm

n
m

m
n

DIDD xxy  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 5.3. На вход апериодического звена, описываемого уравнени-

ем: 
),()()(0 tXktYtYT   

поступает стационарный сигнал )(tX  со спектральной плотностью: 

.
)(

1
)(

222
*








w

D
wS x

x  

Найти дисперсию случайного процесса на выходе апериодического звена. 
Задача 5.4. Линейная система описывается уравнением вида 

  ).()()()()( 01012 tXmtXmtYTtYTtYT    
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Случайная функция )(tX , действующая на входе системы, имеет спек-
тральную плотность 

.)(* CwSx   
 
Найти дисперсию сигнала на выходе системы. 

Задача 5.5. Дано: 

  .
)(

1
)(;

1
)(

222
*











w

D
wS

TS

k
SW x

x  

Определить дисперсию yD . 

Задача 5.6. Дано: 

.
)(

1
)(;

1

1
)(

222
*

2

1












w

D
wS

ST

ST
SW x

x  

Определить дисперсию yD . 

Задача 5.7. Дано: 

.
2

1
)(;

125,0

15,0
)(

2
*

2 








jw

jw
wS

SS

S
SW x  

 
Определить дисперсию yD . 

 
Практическое занятие №6. 
Формирующие фильтры 

 
Теоретические сведения 

Спектральная плотность на входе )(* xS   и на выходе )(* yS  дина-

мической системы связана соотношением: 

               ),()()( *2*  xy SjS                          (6.1) 

где )(  j  –  частотная характеристика динамической системы. 
Имеем: 

  ).()()(
2  jjj                  (6.2) 

Подставим (6.2) в (6.1). Получим: 

  ).()()()( **  xy SjjS          (6.3) 

Если представить )(* yS  в виде (6.3), то )(  j  есть частотная характери-

стика формирующего фильтра. Передаточную функцию формирующего 
фильтра получим следующим образом: 

  .
)(

)(
)()(

Sx

Sy
jS

Sj


                   (6.4) 
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Введем в рассмотрение оператор дифференцирования .
dt

d
p   Из (6.4) 

имеем: 

  .
)(

)(
)()(

tx

tY
Sp

pS


         (6.5) 

Соотношение (6.5) используется для определения дифференциального 
уравнения формирующего фильтра. Формирующий фильтр предназначен 
для формирования случайного процесса с заданными вероятностными ха-
рактеристиками. 
 

Решение типовых задач 
 
Задача 6.1. Дано: 

.
1

)(
22

*







 y

y

D
S  

Определить: 
1) ?)(  j  

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 

Решение. Представим )(* yS  в виде: 

  .
11

)(*










 y

y

D

jj
S                   (6.6) 

 
Сопоставляя (6.6) и (6.3), получим: 

;
1

)(



j

j   ;
1

)(



j

j    .)(*




 y

x

D
S  

Из (6.4) имеем: 

;
1

)(



S

S  

Из (6.5) получим: 

  .
)(

)(1
)(

tx

ty

p
p 


           (6.7) 

 
Из (6.7) получим уравнение формирующего фильтра: 
 

)()()( txtyp   
или 
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).()(
)(

txty
dt

tdy
  

Задача 6.2. Дано:  

.
)(

12
)(

222

3
*







 y

y

D
S  

Определить: 
1) ?)(  j  

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
 

Решение. Представим )(* yS  в виде: 












3

22
* 2

)(

1

)(

1
)( y

y

D

jj
S  

Сопоставляя (6.8) и (6.3), получим: 

22 2)(

1
)(




jj
j ;  .

2
)(

3
*




 y
x

D
S  

Из (6.4) имеем: 

.
2

1
)(

22 


SS
S  

Из (6.5) получим: 

.
)(

)(

2

1
)(

22 tx

ty

pp
p 


  

 
Из (6.9) определим уравнение формирующего фильтра: 

 

     )()()2( 22 txtypp   
или 

 

).()(2)( 2
...

txtyyty   
 

Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 6.3. Дано: 

.
)/1(2

/31
)(

222

22
*




 yy DS  

 



21 

Определить: 
1) ?)(  j   

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
Задача 6.4. Дано: 

.
)(

16
)(

422

43
*







 y
y

D
S  

Определить: 
1) ?)(  j   

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
Задача 6.5. Дано: 

.
)1)(1(

)(2
)(

2
2

22
1

2
21*

TT

DTT
S y

y 


  

Определить: 
1) ?)(  j   

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
Задача 6.6. Дано: 

.
)(1

1
)( 22

2
*






jbja

b
aDS xy  

Определить: 
1) ?)(  j   

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
Задача 6.7. Дано: 

222

22
*

)(

2
)(








 x
y

D
S . 

Определить: 
1) ?)(  j   

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
Задача 6.8. Дано: 

.

)1(

2
)(

2

2
2

2
*










a
Sy  
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Определить: 
1) ?)(  j   

2) ?)(* xS  
3) Уравнение формирующего фильтра. 
 

Практическое занятие №7. 
Цепи Маркова 

 
Теоретические сведения 

 
Основной задачей исследования марковской цепи является нахожде-

ние безусловных вероятностей нахождения системы S на любом (k-м) шаге 
в состоянии ;iS  обозначим эту вероятность :)(kPi  

 })({)( ii SkSPkP    ,...),1,0;,...,2,1(  kni           (7.1) 

где n – число дискретных состояний системы S. 
Для нахождения вероятностей )(kPi  необходимо знать условные ве-

роятности перехода системы S на k-м шаге в состояние ,jS  если известно, 

что на предыдущем (k – 1)-м шаге она была в состоянии .iS  
Обозначим эту вероятность: 

 ijij SkSSkSPk  )1()()(  ).,...,2,1,( nji         (7.2) 

Вероятности )(kij  называются вероятностями перехода цепи Маркова на 

k-м шаге. 
Вероятности перехода можно записать в виде матрицы перехода   

размерности :nn  


















)(

)(

)(

)(

1

21

11

k

k

k

k

n )(

)(

)(

2

22

12

k

k

k

n










)(

)(

)(

2

1

k

k

k

nn

n

n
















    ,...)2,1,0( k        (7.3) 

 
Цепь Маркова называется однородной, если )(kij  не зависят от номера 

шага .)(: ijij kk   Соотношение (7.3) примет вид: 

  .

21

22221

11211



























nnnn

n

n

               (7.4) 
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Матрица безусловных вероятностей состояний на шаге k определяется со-
отношением: 

   )(1 kPPk   )......(2 kP )(kPn    ,...)2,1,0( k         (7.5) 

Для kP  справедливо соотношение: 

  ,...2,1,1   kPP kk            (7.6) 
Из (7.6) имеем: 

  

..............
23

12

01





PP

PP

PP

     (7.7) 

 
Матрица финальных вероятностей Т вида: 













1

1

1

....
lim)(lim

P

P

P

mT m

mm

2

2

2

....

P

P

P

n

n

n

P

P

P

.....

.......

.....

.....










              (7.8) 

может быть определена путем решения системы алгебраических уравне-
ний: 
   

  



















n

j
j

n

k
kjkj

P

njPP

1

1

.1

1,...,2,1;
            (7.9) 

Здесь njkPP j
k

j ,1),(lim 


 –  финальные вероятности. 

Решение типовых задач 
 
Задача 7.1. Система представляет собой техническое устройство, со-

стоящего из m узлов (m = 3) и время от времени (в моменты ),...,, 21 kttt под-
вергается профилактическому осмотру и ремонту. После каждого шага 
(момент осмотра и ремонта) система может оказаться в одном из следую-
щих состоянии: 1x  – все узлы исправны; 2x – один узел заменен новым, 
остальные исправны;  3x  – два узла заменены новыми, остальные исправ-
ны; 4x  – все три узла заменены новыми. Рассматривая состояния системы 
как марковскую цепь, вычислить вероятности состояний после трех шагов, 
т.е.  .4,3,2,1?,)3(  jPj  В начальный момент времени все узлы исправны. 

Матрица перехода   имеет вид: 
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41

31

21

11

42

32

22

12






43

33

23

13




















44

34

24

14












0

0

0

1,0

0

0

4,0

3,0

0

5,0

4,0

3,0










1

5,0

2,0

3,0

 

Таким образом: 
])3()3()3()3([ 43213 PPPPP  =? 

Решение. Определим матрицу 0P  : 

])0()0()0()0([ 43210 PPPPP   

Так как в начальный момент времени система находится в состоянии 1x , 
то: 

]0001[0 P  
Из (7.7) имеем: 

]3,03,03,01,0[01  PP  





















1000

5,05,000

2,04,04,00

3,03,03,01,0

]3,03,03,01,0[12 PP ; 

])2()2()2()2([ 43212 PPPPP  . 

]54,030,015,001,0[2 P ; 

])3()3()3()3([ 432123 PPPPPP   

]723,0213,0063,0001,0[3 P  

Задача 7.2. Задана матрица перехода   вида: 

.

6,04,00

5,03,02,0

4,05,01,0
















  

Найти матрицу финальных вероятностей Т вида: 

  .lim)(lim

321

321

321



















PPP

PPP

PPP

mT m

mm
 

Решение. Из (7.9) имеем для  n = 3: 
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.1

;

;

321

3232221212

3132121111

PPP

PPPP

PPPP

 

или 

  













.1

;4,03,05,0

;2,01,0

321

3212

211

PPP

PPPP

PPP

             (7.10) 

Из (7.10) имеем: 

  













.1

;04,07,05,0

;02,09,0

321

321

21

PPP

PPP

PP

             (7.11) 

Из (7.11) имеем: 

;04,07,0)1(5,0

;02,0)1(9,0

3232

232




PPPP

PPP
 

или 

   







.5,01,02,1

;9,09,01,1

32

32

PP

PP
               (7.12) 

Решим систему уравнений (7.12), используя правило Крамера. Имеем: 

.97,008,111,0
1,02,1

9,01,1
  

.36,045,009,0
1,05,0

9,09,0
2   

.53,008,155,0
5,02,1

9,01,1
3   

.37,02
2 




P  .546,03
3 




P  .916,032  PP  

.084,0)(1 321  PPP  
Таким образом: 

  .

546,037,0084,0

546,037,0084,0

546,037,0084,0

321

321

321



































PPP

PPP

PPP

T  
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Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 7.3. Рассматривается следующий процесс: система представ-

ляет собой техническое устройство (ТУ), которая осматривается в опреде-
ленные моменты времени (скажем, через сутки), и ее состояние регистри-
руется в отчетной ведомости. Каждый осмотр с регистрацией представляет 
собой “шаг” процесса. Возможные состояния ТУ следующие: 1x  – полно-
стью исправно; 2x  – частично неисправно, требует наладки; 3x  – обнару-
жена серьезная неисправность, требует ремонта; 4x  – признано непригод-
ным, списано. Матрица перехода:   

;

1000

3,05,002,0

2,006,02,0

1,01,01,07,0



















  

В начальный момент ( 00 t ) ТУ находится в состоянии 1x  (исправно). 
Найти распределение вероятностей состояний для первых трех шагов 
( 3,2,1k ). 

Задача 7.4. Задана матрица перехода   вида:  

.

5,025,025,0

5,005,0

25,025,05,0
















  

Найти матрицу финальных вероятностей T вида: 

.lim)(lim

321

321

321



















PPP

PPP

PPP

mT m

mm
 

Задача 7.5. В процессе эксплуатации ЭВМ может рассматриваться 
как физическая система, которая в результате проверки может оказаться в 
одном из следующих состояний: 1x  – ЭВМ полностью исправна; 2x – ЭВМ 
имеет незначительные неисправности в ОП, но может решать задачи; 3x  – 
ЭВМ имеет существенные неисправности, может решать ограниченный 
класс задач; 4x  – ЭВМ полностью вышла из строя. В начальный момент 
ЭВМ полностью исправна. Проверка ЭВМ производится в фиксированные 
моменты времени .,, 321 ttt  Процесс, протекающий в системе, можно рас-
сматривать как цепь Маркова с тремя шагами (1-я, 2-я, 3-я проверки ЭВМ). 
Матрица перехода:  
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.

1000

6,04,000

3,05,02,00

2,01,04,03,0



















  

Определить вероятности состояний после трех проверок, т.е.: 

  ])3()3()3()3([ 43213 PPPPP  =? 

Задача 7.6. Задана матрица перехода   вида: 

.

4,04,02,0

2,04,04,0

4,03,03,0
















  

Найти матрицу финальных вероятностей T вида: 

.lim)(lim

321

321

321



















PPP

PPP

PPP

mT m

mm
 

 
Практическое занятие №8. 

Определение матрицы M среднего времени 
перехода к некоторому состоянию из других состояний 

 
Теоретические сведения 

 

Матрица М определяется соотношением: 

  ,)( DZEZIM dg                   (8.1) 

где 

    .)( 1 TIZ     (8.2) 
Здесь I – единичная матрица; – матрица перехода; Т – матрица финаль-
ных вероятностей; E – матрица, состоящая из единиц, т.е. все элементы 
матрицы E равны единице; dgZ  – матрица, получающаяся из матрицы Z 

обнулением внедиагональных элементов; D – диагональная матрица с эле-
ментами, равными обратным значениям элементов диагонали матрицы 
финальных вероятностей T.  

Решение типовых задач 

Задача 8.1. Система может находиться в одном из трех состояний 
.3,2,1 321  SSS  Процесс в системе описывается цепью Маркова. Мат-

рица перехода имеет вид:  
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.

38,043,019,0

26,032,042,0

33,034,033,0
















               (8.3) 

Определить матрицу M.  
Решение. Найдем первоначально матрицу финальных вероятностей 

T вида: 

.lim)(lim

321

321

321



















ttt

ttt

ttt

mT m

mm
                       (8.4) 

Из (7.9) имеем для  n = 3:   
 













.1

;

;

321

3232221212

3132121111

ttt

tttt

tttt

 

или  

  .

.1

;43,032,034,0

;19,042,033,0

321

3212

3211













ttt

tttt

tttt

   (8.5) 

 
Решая систему алгебраических уравнений (8.5), получим: 

.32,0;36,0;32,0 321  ttt  

Из (8.4) имеем: 

.

32,036,032,0

32,036,032,0

32,036,032,0
















T  

Определим .T   Имеем: 

.

06,007,013,0

06,004,010,0

01,002,001,0





















 T  

Определим матрицу I. Получим: 

.

100

010

001
















I  
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Найдем матрицу ).(1 TIZ   Имеем: 

.

94,007,013,0

06,004,110,0

01,002,099,0
1





















Z  

Определим матрицу Z. Получим: 




















332313

322212

312111

1

1

AAA

AAA

AAA

Z
Z  

где 1Z  –  определитель матрицы .1Z  Здесь: 

;9818,0
94,007,0

06,004,1
11 


A    ;9319,0

94,013,0

01,099,0
22 


A  

;0316,1
04,11,0

02,099,0
33 


A     ;1018,0

94,013,0

06,01,0
12 


A  и т.д. 

 
Матрица Z имеет вид: 

.

97,007,013,0

06,096,01,0

01,001,001,1




















Z  

Определим матрицы  ., dgZEZI   Имеем: 

.

03,007,013,0

06,004,01,0

01,001,001,0



















 ZI  

;

111

111

111
















E  ;

97,000

096,00

0001,1
















dgZ  

;

97,096,001,1

97,096,001,1

97,096,001,1
















 dgZE  
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.

103,114,1

9,0191,0

96,097,01
















 dgZEZI  

Опередим матрицу D. Получим: 

;

126,300

0778,20

00126,3

/100

0/10

00/1

3

2

1



































t

t

t

D  

Определим матрицу M. Имеем: 

.

126,3861,2564,3

885,2778,2845,2

001,3695,2126,3

)(
















 DZEZIM dg  

Каждый элемент полученной матрицы M характеризует среднее вре-
мя перехода из одного в другое соответствующее состояние. Так, время 
перехода из первого в первое состояние в среднем равно 3,126 шага, из 
первого во второе – 2,695 шага, из первого в третье – 3,001 шага и т.д. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 8.2. Матрица перехода имеет вид: 

.
6,04,0

7,03,0








  

Определить матрицу М. 
Задача 8.3. Матрица перехода имеет вид: 

.
4,06,0

8,02,0








  

Определить матрицу М. 
Задача 8.4. Матрица перехода имеет вид: 

.
7,03,0

5,05,0








  

Определить матрицу М. 
Задача 8.5. Матрица перехода имеет вид: 

.
7,03,0

8,02,0
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Определить матрицу М. 
Задача 8.6. Матрица перехода имеет вид: 

.
2,08,0

6,04,0








  

Определить матрицу М. 
Задача 8.7. Матрица перехода имеет вид: 

.
4,06,0

2,08,0








  

Определить матрицу М. 
Задача 8.8. Матрица перехода имеет вид: 

.
5,05,0

6,04,0








  

Определить матрицу М. 
 

Практическое занятие №9. 
Каноническое разложение случайного процесса 

 
Теоретические сведения 

 
Пусть случайный процесс )(tX  представлен в виде: 

  



m

i
iix tVtmtX

1
),()()(         (9.1) 

где )(tmx  – математическое ожидание случайного процесса )(tX ; )(ti  –  

неслучайные функции времени; iV  – случайные величины, причем: 

  ;0][ iVM  ;0][ jiVVM     если  ji   

  .][ 2
ii DVM   

Здесь iD  –  дисперсия случайной величины iV , m – количество неслучай-
ных функций в каноническом разложение. 
Соотношение (9.1) называется каноническим разложением  случайного 
процесса )(tX . 

Соотношение (9.1) соответствует корреляционная функция вида: 

  .)()(),( 2
1

121 ii

m

i
ix DttttK  


              (9.2) 

Соотношение (9.2) называется каноническим разложением корреля-
ционной функции ).,( 21 ttK x  

Из (9.2) определим дисперсию )(tDx  случайного процесса )(tX . 
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Имеем: 

   



m

i
iixx DtttKtD

1

2 .)(),()(           (9.3) 

 
Решение типовых задач 

 
Задача 9.1. Случайная функция )(tX  задана каноническим разложе-

нием: 

.2sin2cossincos3)( 4321 tXtXtXtXttX   

Случайные величины 4321 ,,, XXXX  имеют следующие математические 
ожидания и дисперсии: 

;0
4321
 XXXX mmmm ;1

21
 XX DD  .3

43
 XX DD  

Определить ),(tmx  ),,( 21 ttK x ).(tDx   

Решение. Найдем ).(tmx  Имеем: 

.3)( ttmx   

Определим ).,( 21 ttKx  Получим: 

).(2cos3)(cos

2sin2sin32cos2cos3

sinsincoscos),(

2121

2121

212121

tttt

tttt

ttttttKx





 

Определим  ).(tDx  Имеем: 

.4),()(  ttKtD xx  

Задача 9.2. Случайная функция )(tX  задана каноническим разло-
жением:       

.cossin2)( 21 tXtXttX   

Случайные величины 21, XX  имеют следующие математические ожидания 
и дисперсии: 

;0
21
 XX mm    3

21
 XX DD . 

Найти каноническое разложение случайной функции )(tY   вида: 

.)()( 2ttXttY   

Определить ),(tmy ),,( 21 ttK y ).(tDy  

Решение. Найдем каноническое разложение )(tY . Имеем: 

.cossin)( 21
2 ttXttXttY   



33 

Определим  ).(tmy  Получим: 

.)( 2ttmy   

Найдем ).,( 21 ttK y  Имеем: 

).cos(3

coscos3sinsin3),(

2121

2121212121

tttt

ttttttttttK y




 

Определим ).(tDy  Получим: 

.3),()( 2tttKtD yy   

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 9.3. Найти математическое ожидание, корреляционную 

функцию и дисперсию случайной функции:   

,3cossin)( 2
21 ttXtXtX   

где 21, XX  –  некоррелированные случайные величины с   

;1,0;2
21
 XX mm   .04,0;01,0

21
 XX DD  

Задача 9.4. Случайная функция )(tX  задана каноническим разложе-
нием: 

.2cos2sinsin)( 21 tXtXttX   

Случайные величины 21 , XX  имеют следующие математические ожида-
ния и дисперсии: 

;0
21
 XX mm .3,0;2,0

21
 XX DD  

Найти каноническое разложение случайной функции )(tY  вида: 

.1)(2)( 3  ttXttY  

Определить ),(tmy ),,( 21 ttK y ).(tDy  

Задача 9.5. Случайная функция )(tX  задана каноническим разложе-
нием: 

.2)( 4
3

3
2

2
1 tXtXtXttX   

Случайные величины 321 ,, XXX  имеют следующие математические ожи-
дания и дисперсии: 

;0
321
 XXX mmm .1,0;2;1

221
 XXX DDD  

Найти каноническое разложение случайной функции )(tY  вида: 
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.3
)(

)(
)( 2 t

td

tdx
ttY   

Определить ),(tmy ),,( 21 ttK y ).(tDy  

Задача 9.6. Корреляционная функция ),( 21 ttK x  случайной функции 
)(tX  задана каноническим разложением: 

  .coscos4sinsin2),( 212121 ttttttKx   

Найти каноническое разложение случайной функции )(tX , если ее мате-

матическое ожидание:  .3)( 2  ttmx  
 

Практическое занятие №10. 
Задача детерминированного линейного 

 оптимального управления 
 

Теоретические сведения 

Рассмотрим объект управления, возмущенное движение которого 
описывается в первом приближении уравнением 

0,)();()()( 0
)0(

0  txtxtuBtxAtx ,                  (10.1) 

где А и В – заданные матрицы чисел размеров n×n и n×m соответственно; 
x(t) – вектор состояния размерности n×1; u(t) – вектор управления размер-
ности m×1. 

Рассмотрим также критерий 

 



0

)()()()( 21
t

TT dttuRtutxRtxJ                         (10.2) 

где 1R  и 2R  – положительно определенные симметрические матрицы раз-
меров n×n и m×m. Тогда задача определения u(t),  tt0 , при которой 
критерий минимален, называется задачей детерминированного линейного 
оптимального регулятора с постоянными параметрами. 

Закон управления определяется соотношениями 

                                 )()( tFxtu  , (10.3) 
где 

                                 PBRF T1
2
 . (10.4) 

Установившееся решение Р является решением алгебраического 
уравнения Риккати 

PAPAPBPBRR TT  1
210 .                           (10.5) 

Р является неотрицательно определенной матрицей. 
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Решение типовых задач 
 

Задача 10.1. Система управления положением. 
Движение антенны может быть описано дифференциальным уравне-

нием 
                                   )()()( ttBtJ   . (10.6) 

Здесь J – момент инерции всех вращающихся элементов конструкции, 
включая антенну; В – коэффициент вязкого трения; )(t  – момент, разви-
ваемый двигателем. Предполагается, что момент, развиваемый двигателем, 
пропорционален входному напряжению  )(t , т.е. 

)()( tkt  . 

Определяя переменные состояния )()(1 ttx   и )()(2 ttx   , запи-
шем дифференциальное уравнение состояния в виде 

                             )(
0

)(
0

10
)( ttxtx 




















 , (10.7) 

где 

J

k

J

B
txtxtx T  ,,)]()([)( 21 . 

Критерий оптимальности имеет вид 

                       












0

)]()(
00

01
)([ 2

t

T dtttxtxJ . (10.8) 

Определить u(t), устойчивость замкнутой системы. 
Решение. В обозначениях (10.1) – (10.5) имеем 






























 21 ;
00

01
;)()(;

0
;

0

10
RRttuBA .            (10.9) 

Подставляя (10.9) в (10.5), получим 

  










































0

10

1

00
0

10

00

01
0 PPPP .               (10.10) 

Пусть Рij, i,j =1,2 обозначают элементы матрицы Р. Тогда, учитывая  
Р12 = Р21, получим из (10.10) 















































































0

10

1

00

0

00

00

01
0

2212

1211

2212

1211

2212

1211
2

2212

1211

PP

PP

PP

PP

PP

PP

PP

PP

. (10.11) 

Из (10.11) получим следующие алгебраические уравнения: 
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.220

;0

;10

2212
2

22

2

12112212

2

2
12

2

PPP

PPPP

P

                                     (10.12) 

Из (10.12) определим Р11, Р12, Р22. Имеем 

                             



 2112 PP ;                                     (10.13) 

022 22
2

22

2









 PP ; 




































2

2

2442
2

22

2
2

22P ;   (10.14) 


























22

22

2

12122212

2

11 PPPPPP ;    (10.15) 

Определим матрицу F из соотношения (10.4). Имеем 

   2212
2212

1211 1
0

1
PP

PP

PP
F 














 ;                      (10.16) 

Соотношение (10.16) с учетом (10.13) и (10.14) примет вид 






























21

,
1 2F .                           (10.17) 

Таким образом 
)()( txFt  .                                          (10.18) 

Подставим (10.18), (10.19) в (10.7). Получим 

)(
21

,
10

)(
0

10
)( 2 txtxtx 

















































  

или 

)(2
10

)( 2 txtx 





















 .                              (10.19) 
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Таким образом, оптимальная замкнутая система описывается уравнением 
(10.19). 
Введем обозначение 






















 2
10
2С .                                       (10.20) 

Определим характеристический полином замкнутой системы. Имеем 

















































22
1

det)det( 22
2 SSS

S
CSI . 

Характеристическое уравнение имеет вид 

0
222 








 SS .                                     (10.21) 

Определим корни характеристического уравнения. Имеем 























 4
22

2

1 22
2,1S  

или 




















22

2

1 22
2,1S .                    (10.22) 

Следовательно, оптимальная замкнутая система устойчива. 
Задача 10.2. Задача стабилизации угловой скорости. 
Объект состоит из двигателя постоянного тока, управляемого вход-

ным напряжением )(t , с угловой скоростью вала ξ(t). Система описывает-
ся скалярным дифференциальным уравнением состояния 

0)(,)(),()()( 010  tttt ,         (10.23) 

где α и   – известные константы. 
Критерий оптимальности имеет вид 





0

)]()(1)([ 2

t

T dtttxtxJ .                              (10.24) 

В обозначениях (10.1) – (10.5) имеем 

x(t) = ξ(t); u(t) = )(t ;  A = -α;  B =χ;  R1 = 1; R2 = ρ. (10.25) 

Подставляя (10.25) в (10.5), получим 

PP 



 210 2
2

.                                 (10.26) 

Из (10.26) определим Р. Имеем 
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2

2
2

P  

Определим матрицу F из (10.4). Получим 























2

2
2

1
F  

или 



















2

21
F .                              (10.27) 

Таким образом 
)()( tFt  .                                        (10.28) 

Подставим (10.28), (10.27) в (10.23). Имеем 

)(
1

)()(
2

2 ttt 















  

или 

)()(
2

2 tt 



                                  (10.29) 

Эта система асимптотически устойчива. 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 10.3. Рассмотрим спутник, который вращается относительно 
своей оси симметрии. Угловое положение спутника в момент t обозначим 
через )(t , а постоянный момент инерции спутника – через J. С помощью 
газовых струй к спутнику может быть приложен вращающий момент )(t , 
который рассматривается как управляющее воздействие системы. Трение 
отсутствует. Определяя переменные состояния )()(1 ttx  и )()(2 ttx   , 
запишем дифференциальное уравнение состояния в виде 

)(
0

)(
00

10
)( ttxtx 


















 ,                        (10.30) 

где 

 
J

txtxtx T 1
,)()()( 21  . 

Критерий оптимальности имеет вид 
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t

T dtttxtxJ .                     (10.31) 

Определить оптимальный закон управления 

)()( txFt   
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и проверить оптимальную замкнутую систему на устойчивость. 

Задача 10.4. Система описывается дифференциальным уравнением 
состояния вида 

)(
0

)(
10

)(
10

tu
b

txtx 


















 , 

где 
 Ttxtxtx )()()( 21 . 

Критерий оптимальности имеет вид 
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)]()(
00

01
)([ 2

t

T dttutxtxJ . 

Параметры α0, α1, ρ, b имеют значения 

α0 = 2; α1 = 1; ρ = 0,002; b= 0,787. 

Определить оптимальный закон управления 

)()( txFtu   

и проверить оптимальную замкнутую систему на устойчивость. 

Задача 10.5. Система описывается дифференциальным уравнением 
состояния вида 

)(
0

)(
01

00
)( tu

b
txtx 

















 , 

где 
 Ttxtxtx )()()( 21 . 

Критерий оптимальности имеет вид 














0

)]()(
10

00
)([ 2

t

T dttutxtxJ . 

Определить оптимальный закон управления 

)()( txFtu   

и проверить оптимальную замкнутую систему на устойчивость. 
Задача 10.6. Система описывается дифференциальным уравнением 

состояния вида 

)(
0

)(
01

0
)( tu

b
txtx 
















 
 , 

где 
 Ttxtxtx )()()( 21 . 

Критерий оптимальности имеет вид 
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0

)]()(
10

00
)([ 2

t

T dttutxtxJ . 

Определить оптимальный закон управления 

)()( txFtu   

и проверить оптимальную замкнутую систему на устойчивость. 
Задача 10.7. Система описывается дифференциальным уравнением 

состояния вида 

)(
0

)(
01

)( 01 tu
b

txtx 















 
 , 

где 
 Ttxtxtx )()()( 21 . 

Критерий оптимальности имеет вид 














0

)]()(
10

00
)([ 2

t

T dttutxtxJ . 

Параметры α0, α1, ρ, b имеют значения 

α0 = 2; α1 = 1; ρ = 0,002; b= 0,787. 

Определить оптимальный закон управления 
)()( txFtu   

и проверить оптимальную замкнутую систему на устойчивость. 
 

Практическое занятие №11. 
Стохастическое линейное оптимальное регулирование 

с обратной связью по выходной переменной 

Теоретические сведения 

Рассмотрим систему 

                                 
,)(

),()()()(

00

01

xtx

tttwtButAxtx




                  (11.1) 

где x0 – стохастический вектор со средним значением 0x  и матрицей дис-
персий 0Q . Наблюдаемая переменная описывается выражением 

                         02 ),()()( tttwtCxty  .  (11.2) 

Совместный случайный процесс  Ttwtwtw )()()( 21  является белым шу-
мом с интенсивностью 

                                    0,
0

0

2

1 







t

V

V
. (11.3) 
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Тогда задача стохастического линейного оптимального регулирования с 
обратной связью по выходной переменной является задачей нахождения 
такого функционала 

                     100 ,),()( tttttyftu  ,  (11.4) 

при котором критерий 

                    








 
1

0

)()()()( 21

t

t

TT dttuRtutxRtxM       (11.5) 

достигает минимума. Здесь R1, R2 – симметрические весовые матрицы, та-
кие, что R1 > 0, R2 > 0, t0 ≤ t ≤ t1. 

Запишем решение задачи стохастического линейного регулирования 
с обратной связью по выходной переменной. Для входной переменной 
имеем 

                                  )(ˆ)( 0 txFtu  , (11.6) 
где 

                                   PBRF T1
20
 . (11.7) 

 
Здесь P – решение уравнения Риккати 

                   PAPAPBPBRR TT  1
210 . (11.8) 

Оценка )(ˆ tx  получается как решение уравнения 

 
,)(ˆ

,)(ˆ)()()(ˆ)(ˆ

00

0

xtx

txCtyKtButxAtx




                       (11.9) 

где 
                                    1

2
0  VQCK T . (11.10) 

Матрица дисперсий Q является решением уравнения Риккати 

                    1
1

20 VQAAQCQVQC TT   . (11.11) 
 

Решение типовых задач 
 

Задача 11.1. Система управления положением описывается диффе-
ренциальным уравнением вида 

                )(
0

)(
0

)(
0

10
)( tttxtx d






























 , (11.12) 

где   )(;)()()( 21 ttxtxtx d
T   – белый шум с постоянной скалярной ин-

тенсивностью Vd. Предположим, что наблюдаемая переменная определяет-
ся выражением 
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  )()(01)( ttxt m ,                             (11.13) 
 

где νm(t) – белый шум с постоянной скалярной интенсивностью Vm. 
Критерий оптимальности имеет вид 
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T dtttxtxM . (11.14) 

Определить u(t), K0. 
Решение. В обозначениях (11.1) – (11.11) имеем 
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 (11.15) 

Подставляя (11.15) в (11.8), получим 
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0 PPPP .   (11.16) 

Пусть Рij, i,j = 1,2 обозначают элементы матрицы Р. Тогда, учитывая  
Р12 = Р21, получим из (11.16) 
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                  (11.17) 

Из (11.17) получим следующие алгебраические уравнения: 
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                                     (11.18) 

Из (10.18) определим Р11, Р12, Р22. Имеем 




 2112 PP ;                                              (11.19) 
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222P ; (11.20) 
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11P . (11.21) 

Определим матрицу F0 из соотношения (11.7). Имеем 
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 .                       (11.22) 

Соотношение (11.22) с учетом (11.19), (11.20) примет вид 
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0F .                             (11.23) 

Таким образом 

                               )(ˆ)( 0 txFtu  . (11.24) 

Используя (11.11), определим Q. Пусть qij, i,j = 1,2 обозначают элементы 
матрицы Q. Тогда, учитывая q12 = q21, получим из (11.11) 
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               (11.25) 

Из (11.25) получим следующие алгебраические уравнения: 
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                              (11.26) 

Из (11.26) определим q11, q12, q22 

  mVq  22
11 ;                             (11.27) 



44 

  mVq  222
12 ;                          (11.28) 

   mVq  22 223
22 ;                    (11.29) 

где 
                                 md VV . (11.30) 

Определим матрицу K0 из (11.10). Имеем 

mm Vq
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Vqq
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 .                        (11.31) 

Соотношение (11.31) с учетом (11.27), (11.28) примет вид 
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Из (11.9) имеем 

  )()(ˆ)(ˆ 0
0

0 tyKtxBFCKAtx  .                    (11.33) 

Определим матрицу D вида 

                                   D = A – K0C – BF0. (11.34) 

Имеем 
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Примем следующие численные значения параметров: 

,Врад00002,0
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.срад10

,смН10

,мкг1,0

27

22

21











m

d

V

V  

Имеем 

00047,0;00568,0;34,814;36,40 22122211  PPkk  














155,1924,990

136,40
D . 

Характеристический полином матрицы D можно найти в виде 

3,17635,5924,990)155,19)(36,40(

155,1924,990

136,40
det)det(

2 






















SSSS

S

S
DSI

 

Характеристическое уравнение имеет вид 

03,17635,592  SS . 

Найдем корни характеристического уравнения. Имеем 

27,5975,29
2

95,35125,59

2

3,176345,595,59 2

2,1 iS 





 . 

Таким образом, система, описываемая уравнением (11.33), устойчива. 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 11.2. Система описывается дифференциальным уравнением 

вида 
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)( tttxtx d




























 , 

где  Ttxtxtx )()()( 21 ; )(td  – белый шум с постоянной скалярной ин-
тенсивностью Vd. Предположим, что наблюдаемая переменная определяет-
ся выражением 

  )()(01)( ttxt m , 

где νm(t) – белый шум с постоянной скалярной интенсивностью Vm. 

Критерий оптимальности имеет вид 
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Параметры имеют следующие значения: 
410;10;1,0;002,0;787,0  md VV . 

Определить матрицы F0, K0; проверить на устойчивость систему 

  )()(ˆ)(ˆ 0
0

0 tyKtxBFCKAtx  . 

Задача 11.3. Система описывается дифференциальным уравнением 
вида 
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)( tttxtx d


























 , 

где  Ttxtxtx )()()( 21 ; )(td  – белый шум с постоянной скалярной ин-
тенсивностью Vd. Предположим, что наблюдаемая переменная определяет-
ся выражением 

  )()(10)( ttxt m , 

где νm(t) – белый шум с постоянной скалярной интенсивностью Vm. 
Критерий оптимальности имеет вид 
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Параметры имеют следующие значения: 
410;10;1,0;002,0;787,0  md VV . 

Определить матрицы F0, K0; проверить на устойчивость систему 

  )()(ˆ)(ˆ 0
0

0 tyKtxBFCKAtx  . 

Задача 11.4. Система описывается дифференциальным уравнением 
вида 
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b
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 , 

где  Ttxtxtx )()()( 21 ; )(td  – белый шум с постоянной скалярной ин-
тенсивностью Vd. Наблюдаемая переменная определяется выражением 

  )()(10)( ttxt m , 

где νm(t) – белый шум с постоянной скалярной интенсивностью Vm. 

Критерий оптимальности имеет вид 
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Параметры имеют следующие значения: 
710;10;1,0;00002,0;6,4;787,0  md VVb . 

Определить матрицы F0, K0; проверить на устойчивость систему 

  )()(ˆ)(ˆ 0
0

0 tyKtxBFCKAtx  . 

Задача 11.5. Система описывается дифференциальным уравнением 
вида 

)()()()( ttubtxtx d , 

где )(td  – белый шум с постоянной скалярной интенсивностью Vd. 
Наблюдаемая переменная определяется выражением 

)()(1)( ttxty m , 

где νm(t) – белый шум с постоянной скалярной интенсивностью Vm. 

Критерий оптимальности имеет вид 

 








 
1
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)()(1)( 2
t

t

T dttutxtxM . 

Параметры имеют следующие значения: 
410;10;1,0;002,0;6,4;787,0  md VVb . 

Определить матрицы F0, K0; проверить на устойчивость систему 

  )()(ˆ)(ˆ 0
0

0 tyKtxBFCKAtx  . 
 

Практическое занятие №12. 
Система массового обслуживания с ожиданием 

 
Теоретические сведения 

 
Система массового обслуживания (СМО) называется системой с 

ожиданием, если заявка, заставшая все каналы обслуживания занятыми, 
становится в очередь и ждет, пока не освободится какой-нибудь канал. 

Рассмотрим n-канальную СМО. Поток заявок пуассоновский с ин-
тенсивностью  .   представляет собой среднее число заявок, приходя-
щихся на единицу времени. Поток обслуживания заявок одним каналом 
пуассоновский с интенсивностью  .   представляет собой среднее число 
обслуженных заявок, приходящееся на единицу времени. 2 занятых канала 
имеют интенсивность обслуживания заявок, равную 2 . k занятых каналов 
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имеют интенсивность обслуживания заявок, равную k . Число мест в оче-
реди неограниченно. 

Составим перечень состояний системы. Имеем: 
x0 – все каналы свободны 
x1 – занят 1 канал, остальные свободны 
x2 – занято 2 канала, остальные свободны 
  
xk – занято k каналов, остальные свободны 
  
xn – заняты все n каналов 
xn+1 – заняты все n каналов, одна заявка стоит в очереди 
xn+2 – заняты все n каналов, две заявки стоят в очереди 
  
xn+r – заняты все n каналов, r заявок стоят в очереди 
Приведем граф состояния СМО. Имеем 
 
 

 
Рис. 12.1 

 
Обозначим через Pk(t) (k = 0, 1, …, n+r, …) вероятности состояний 

системы в момент времени t. Правило составления дифференциальных 
уравнений для вероятностей P0(t), P1(t), …, Pn+r(t), … следующее: 

1) Производная вероятности данного состояния равно определенной 
сумме слагаемых. 

2) Число слагаемых равно числу стрелок, соединяющих данное со-
стояние со всеми остальными состояниями. 

3) Слагаемое берется со знаком “+”, если стрелка направлена к дан-
ному состоянию и со знаком “–”, если стрелка направлена от данного со-
стояния. 

4) Каждое слагаемое равно произведению вероятности того состоя-
ния, из которого выходит стрелка, на интенсивность пуассоновского пото-
ка по этой стрелке. 

Пользуясь правилом построения дифференциальных уравнений на 
основе графа состояний, получим систему дифференциальных уравнений 
для вероятностей состояний вида 
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 Так как СМО может находиться только в одном из состояний, то справед-
ливо соотношение 
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k tP . (12.2) 

В установившемся режиме имеем 
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В результате получим из (12.1) систему алгебраических уравнений вида 
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 (12.4) 

Из 1-го уравнения системы (12.4) имеем 
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                             001 PPP 



 , (12.5) 

где 

                                       



 . (12.6) 

Из 2-го уравнения системы (12.4) получим 
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 . 

Из 3-го уравнения системы (12.4) имеем 
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Для любого k < n получим 
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Для k = n имеем 
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Для k = n+1 имеем 
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Для k = n+2 имеем 
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Для k = n+r имеем 

                              ...,2,1;
!

0 







 rP
nn

P
r

rn

rn . (12.9) 

Из уравнения 
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Имеем 
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Введем обозначение 
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Соотношение (12.10) с учетом (12.11) – (12.13) примет вид 
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Определим среднее число заявок в очереди, умножая возможное число за-
явок в очереди на вероятность того, что именно это число заявок будет в 
очереди, и складывая результаты 
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Учтем следующее равенство 
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Следовательно 
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Определим среднее время ожидания заявки в очереди ож  до выполнения 
заявки СМО. Если заявка застанет не все каналы занятыми, то ей не при-
дется ждать. Если заявка придет в момент, когда заняты все n каналов, но 
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очереди нет, то она будет ждать обслуживания в среднем время, равное 

n

1
, где nμ – среднее число заявок, обслуженное СМО в единицу времени; 

n

1
 – среднее время обслуживания одной заявки. Если заявка застанет од-

ну заявку в очереди, то ей придется ждать в очереди время, равное 
n

2
. Ес-

ли заявка застанет в очереди r заявок, то ей придется ждать в очереди вре-

мя 



n

r 1
. Следовательно 
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Полученное соотношение с учетом (12.15) примет вид 
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Среднее число простаивающих каналов обслуживания заявок опре-
деляется формулой 
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0 )( .                                     (12.18) 

Среднее время обслуживания 

обоб
1




t ,                                        (12.19) 

т.е. совпадает со средней длительностью обслуживания заявки. 
Среднее время пребывания заявки в СМО с ожидание 

обож ttc  .                                      (12.20) 

Среднее число занятых каналов K равно 

 обобtK .                            (12.21) 

Значение критерия эффективности 

)(н KneE  ,                                       (12.22) 
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где eн – штраф за неиспользование одного канала обслуживания. 
Загрузка СМО 

                                     nK . (12.23) 

Среднее число заявок в СМО 

                                   KrZ  . (12.24) 

Рассмотрим еще один класс СМО – СМО замкнутого типа. Для за-
мкнутых СМО характерно конечное число заявок, циркулирующих в си-
стеме “источник заявок – СМО”. Параметры суммарного входного потока 
заявок СМО зависят от состояния самой СМО. 

Примером замкнутой СМО может служить вычислительная система 
оперативной обработки с диалоговым режимом работы. Система опера-
тивной обработки содержит М терминалов Т1-ТМ, за каждым из которых 
работает пользователь П, формирующий запросы на обслуживание заявки 
(рис. 12.2). 

Обслуживание запросов выполняется совокупностью из n однотип-
ных ЭВМ (n ≤ М), рассматриваемых без детализации внутренней структу-
ры как каналы с длительностью обслуживания, распределенной по экспо-
ненциальному закону с математическим ожиданием об . Все ресурсы не-
которой ЭВМ (канала обслуживания) полностью монополизируется назна-
ченной на обслуживание заявкой до конца ее обслуживания. Заявка, за-
ставшая все каналы занятыми, занимает место в очереди, число мест в ко-
торой r = M – n; заявки считаются терпеливыми, т.е. попав в СМО, непре-
менно дождутся конца обслуживания. 

 
 

Рис. 12.2 
 

Формирование нового запроса пользователь начинает лишь после 
получения ответа на предыдущий запрос, причем время, необходимое 
пользователю для формирования очередного запроса, будем считать рас-
пределенным экспоненциально с математическим ожиданием Т , что поз-
воляет рассматривать пользователя как источник пуассоновского потока 
заявок с интенсивностью Т1 . 

0 

Т1 

Т2 

Тм 

ЭВМ1 

ЭВМn 

П 
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Построим граф состояний такой СМО (рис. 12.3). 

Рис. 12.3 
 

Возможные состояния системы будем связывать с числом пользова-
телей, ожидающих ответа на сделанные запросы, т.е. с числом заявок, 
находящихся на обслуживании и в очереди: x0 – в системе нет ни одной за-
явки, ЭВМ простаивают, все пользователи независимо друг от друга заня-
ты подготовкой запросов; следовательно, интенсивность суммарного пото-
ка заявок, переводящего СМО в состояние x1, равна Mλ; x1 – в системе одна 
заявка, обслуживанием которой занята одна ЭВМ, пославший запрос поль-
зователь ждет ответа на свой запрос и не формирует новых запросов; сле-
довательно, интенсивность потока перехода в состояние x2 равна (M-1)λ; 
интенсивность потока переходов в состояние x0 связана с интенсивностью 
суммарного потока обслуживаний, равной произведению числа занятых 
ЭВМ на интенсивность потока обслуживаний одной ЭВМ, т.е. 1μ, …; xn – в 
системе n заявок, все ЭВМ заняты обслуживанием запросов пользователей, 
очереди на обслуживание еще нет, интенсивность суммарного потока за-
явок равна (M-n)λ, суммарного потока обслуживаний – nμ; xn+1 – в системе 
n+1 заявка, все ЭВМ заняты, одна заявка стоит в очереди на обслужива-
ние, интенсивность суммарного потока заявок равна [M-(n+1)]λ = [M-
(n+r)] λ, где r=1 – длина очереди, суммарный поток обслуживаний имеет 
интенсивность nμ; xn+r – в системе n+r=M заявок, т.е. все пользователи 
сформировали и ввели в систему запросы на обслуживание, n ЭВМ обслу-
живает n заявок, r=M-n заявок находится в очереди на обслуживание, ин-
тенсивность суммарного потока заявок равна нулю, так как все пользова-
тели ждут ответа на свои запросы, интенсивность суммарного потока об-
служивания равна nμ. 

Предельные вероятности состояний: 
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Среднее число занятых каналов обслуживания K  можно найти как 
математическое ожидание числа занятых каналов: 
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Среднее время ожидания заявки в очереди 
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Среднее время пребывания заявки в системе 

обожобожс  tttt ,                                     (12.30) 

где обt  – среднее время обслуживания; об  – средняя длительность обслу-
живания заявки. 

Среднее число заявок, связанных с системой 

 KMZ .                                             (12.31) 

Зная Z и K , найдем среднюю длину очереди 

KZl  .                                                 (12.32) 

Загрузка системы 

nK .                                                  (12.33) 

Значение критерия эффективности 

)(ожож KneteE Н  ,                                     (12.34) 

где ожe  – штраф за ожидание заявки в очереди. 
 

Решение типовых задач 
 

Задача 12.1. Определить число кладовщиков, распределяющих ин-
струмент, оптимальное с точки зрения минимума потерь рабочего времени 
как у рабочих, так и у кладовщиков. Данные для решения 

 времениед.
обращений6,1  – интенсивность обращения рабочих к кладовщикам; 

           времениед.
заявки91,0  – интенсивность обслуживания заявок рабочих на 

инструмент одним кладовщиком; 
стоимостиед.6р C  – стоимость 1 часа простоя одного рабочего; 

стоимостиед.3к C  – стоимость 1 часа простоя одного кладовщика. 
Решение. Пусть за смену за инструментом обратится Nр рабочих. 

Если каждый из них в среднем проведет в очереди время ож , то потери 
составят 

]стоимостиед.[ожррр  NCS . 
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Если в течение смены каждый кладовщик будет время пр ожидать 

прихода рабочих, то потери составят 

]стоимостиед.[пркк  nCS , 

где n – число кладовщиков. 
Суммарные потери 

пркожрркр  nCNCSSS . 

Так как )(),( 2пр1ож nfnf  ,  

то 
)()( 2к1рр nnfCnfNCS   

 
является функцией от n. Следовательно, задача сводится к определению 
такого значения n, при котором величина S обращается в минимум. Т.о., 
задача сводится к поиску зависимости ож и пр от n. 

Организационно система раздачи инструмента построена таким об-
разом, что имеется одно окно раздачи (общая очередь рабочих), которое 
обслуживается несколькими кладовщиками. Т.о., имеем модель многока-
нальной СМО с ожиданием и с одной общей очередью. Число мест в оче-
реди неограничено. 

Переходим к числовым расчетам, связанным с определением опти-
мального значения n. Вычислять ож будем только для тех случаев, когда 

1






nn
. Поэтому для n=1 расчетов вести не следует, т.к. 

176.1
91,0

6,1





 , а это значит, что один кладовщик не справляется с 

очередью и очередь увеличивается непрерывно в течение всей смены. 
Определим по формулам (12.14), (12.16), (12.17) ож и r  для различ-

ных значений n. Для n = 2 имеем 

188,0
2

76,1
;76,1 




n
 

066,0

)76,12(!2

76,176,1

2

76,1
76,11

1
220 





P  

3,6
)88,01(!22

066,076,1
];мин[9,3

)88,01(91,0!22

066,076,11
2

2

2

2

ож 







 r . 

Для n = 3 имеем 

58,0
3

76,1



n

; 
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16,0
)76,13(!3

76,176,1

!3

76,1

!2

76,1
76,11

1332

0 













P ; 

43,0];мин[26,0ож  r . 
Для n = 4 получим 

208,0];мин[13,0;168,0;44,0 ож0  rPn . 

Если принять за единицу времени минуту, то в течение 8-часового 
рабочего дня на пункт раздачи инструмента придет число рабочих 

7686086,1 мин
обращений

0
р   tdtN

t
. 

Т.о. число заявок в течение рабочего дня равно 768. Один кладовщик 

затрачивает на выполнение одной заявки в среднем время, равное ]мин[
1


. 

Тогда общее время занятости кладовщиков равно 

часов08,14мин845
91,0

7681
р 

N  

Ежедневная продолжительность простоя кладовщиков определяется 
по формуле 

08,148пр  n  

для n = 2 
]час[92,108,1416пр   

для n = 3 
]час[92,908,1438пр   

для n = 4 
]час[92,1708,1448пр   

Для каждого из этих случаев вычислим время, потерянное рабочими 
из-за ожидания в очереди. Имеем 

ожрп  N . 

Для n = 2 имеем 
]час[509,3768п   

Для n = 3 получим 
]час[32,326,0768п   

Для n = 4 имеем 
]час[66,113,0768п   

Общая ежедневная стоимость времени, потерянного рабочими и кла-
довщиками 

прппркпр 36  СCS . 

Для n = 2 имеем 
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76,30592,13506 S . 
Для n =3 получим 

68,4992,9332,36 S . 
Для n =4 имеем 

72,6392,17366,16 S . 
Следовательно, S достигает минимума при n = 3. 
Таким образом, три кладовщика в данных условиях обеспечивают 

минимум потерь, связанных со случайным характером обслуживания ра-
бочих. 

Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 12.2. Имеем СМО с ожиданием. Отсутствие ограничений на 

время пребывания заявки в системе и “бесконечное” число мест в очереди 
приводят к СМО без потерь. Число каналов СМО n = 2, интенсивность по-
тока обслуживания одного канала μ = 20 с-1. Суммарный входящий поток 
заявок – пуассоновский с интенсивностью λ = 30 с-1. Найти r , ож , kP , 

rnk  ,0 , 0N , обt , сt , K ,  , Z , E, если канал
ед.

Н 10e . 
Задача 12.3. Рассмотрим вычислительную систему оперативной об-

работки с диалоговым режимом работы (рис. 12.2.). Число входящих в си-
стему однотипных ЭВМ (каналов обслуживания) n = 2, быстродействие их 
процессоров с

опер.410B , трудоемкость обработки запросов распределена 
по экспоненциальному закону с математическим ожиданием 

опер105 5O . Число пользователей M = 6 соответствует числу термина-
лов. Время необходимое пользователю для формирования нового запроса 
и ввода его в систему, распределено по экспоненциальному закону с мате-
матическим ожиданием c100T . Значение штрафов 

канал
ед. усл.

Нс
ед. усл.

ож 10,1  ee . Таким образом, мы имеем замкнутую 
многоканальную СМО. Средняя длительность обслуживания 

cBO 5010105 45
об  . Интенсивность потока заявок от одного ис-

точника 12101  cT . Число мест в очереди r = M – n = 4. Приведен-

ная интенсивность потока заявок 5,05010 2
об   . Опреде-

лить ElZttKrniP ci ,,,,,,,,0, ож  . 
Задача 12.4. Ателье по ремонту различной радиоаппаратуры  имеет 

n = 5 опытных мастеров. В среднем в течение рабочего дня от населения 
поступает в ремонт λ = 10 радиоаппаратов. Общее число радиоаппаратов, 
находящихся в эксплуатации у населения, очень велико, и они независимо 
друг от друга в различное время выходят из строя. Поэтому есть все осно-
вания полагать, что поток заявок на ремонт аппаратуры является случай-
ным, пуассоновским. В свою очередь, каждый аппарат в зависимости от 
характера неисправности также требует различного, случайного времени 
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на ремонт. Время на проведение ремонта зависит во многом от серьезности 
полученного повреждения, квалификации мастера и множества других 
причин. Пусть статистика показала, что в среднем в течение рабочего дня 
каждый из мастеров в ателье успевает отремонтировать μ = 2,5 радиоаппа-
рата. Найти    EZKttNrnkPr k ,,,,,,,,0,,, cоб0ож  ,    если  

канал
ед. усл.

Н 10e . 
Задача 12.5. Морской порт имеет n = 5 причалов для разгрузки сухо-

грузных судов. В среднем в течение месяца в порт прибывает с грузами 
около 20 судов большого тоннажа. Поступление судов в порт носит слу-
чайный характер, так как они выходят из различных портов и покрывают 
различные расстояния до пункта разгрузки. Кроме того, на скорость дви-
жения судов влияет погода. Проведенная статистика частоты прихода су-
дов в порт показала, что поступающие на разгрузку суда образуют пуассо-
новский поток. Время разгрузки каждого судна является также случайной 
величиной, которая зависит от тоннажа судов, особенности груза и многих 
других причин. В среднем в течение месяца разгружается 6 судов. Найти 

EZKttNrnkPr k ,,,,,,,,0,,, cоб0ож  , если канал
ед. усл.

Н 15e . 
Задача 12.6. На вход трехканальной системы с неограниченным 

временем ожидания поступает пуассоновский поток заявок с интенсивно-
стью λ = 4 (заявки в час). Среднее  время  обслуживания  одной  заявки 

mtоб = 30 мин. Найти EZKttNrnkPr k ,,,,,,,,0,,, cоб0ож  , если 

канал
ед. усл.

Н 10e . 
 

Практическое занятие №13. 
Статистическое упреждение (прогнозирование) 

Теоретические сведения 

Назовем задачей статистического упреждения (прогнозирования) 
способ нахождения при отсутствии помех [n(t) = 0] передаточной функции 
Φ(jω) системы, дающей минимум среднего значения квадрата ошибки 

  2
0

2 )()( tZttmM   

между величиной Z(t) на выходе в момент времени t и величиной m(t + t0) 
(m(t) – полезный сигнал) на входе в некоторый будущий момент времени t0 
(рис 13.1). 

 
Рис. 13.1 

Ф(S) 

SteSL 0)(   

m(t) 

Z(t) 

ε(t) 

y(t)=m(t+ t0) 
+ 

–  
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Итак, в рассматриваемом случае 
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 (13.1) 

 

где Sm(ω) – спектральная плотность сигнала m(t). 

Формула для оптимальной передаточной функции упреждающей си-
стемы имеет вид 
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Предположим, что нам задано аналитическое выражение для спек-
тральной плотности Sm(ω) входного сигнала m(t) в виде дробно-
рациональной функции от ω: 
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Применим формулу (13.2) для вычисления передаточной функции, обеспе-
чивающей минимум среднего значения квадрата ошибки упреждения. 

Прежде всего, необходимо найти нули и полюсы функции Sm(ω). 
Имея в виду, что функция Sm(ω) – четная, и предполагая для простоты вы-
кладок, что все нули и полюсы простые, можем записать 
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где 
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Найдем функцию Ψ(jω), имея в виду, что она определяется формулой 
(13.1) и что все ее нули и полюсы должны быть расположены в верхней 
полуплоскости. 

Сравнивая (13.1) с (13.4), найдем 
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Разложим выражение (13.5) для Ψ(jω) на простые дроби: 
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где 
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Найдем функцию γ(t) вида 
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Подставляя (13.7) в (13.9), получим 
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Поэтому 
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Введем в рассмотрение функцию 
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и вычислим соответствующее ей преобразование Фурье 
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Итак, если все полюсы Sm(ω) – простые, то определим )(  j  по формуле 
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Предположим теперь, что некоторые из полюсов функции Sm(ω) яв-
ляются кратными. 

Тогда каждому полюсу кратности χ в разложении функции Ψ(jω) на 
простые дроби будет соответствовать выражение 
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где 
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Соотношение для Bi(jω) имеет вид 
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Таким образом, каждый кратный полюс с кратностью χ дает член ви-
да (13.15) в числителе выражения для оптимальной передаточной функ-
ции. 

Если, например, все полюсы – простые, за исключением одного 
кратного полюса λi с кратностью χ, то 
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Минимальное среднее значение квадрата ошибки упреждения (пока-
затель точности системы упреждения) определяется соотношением 
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Для полюса λi кратности χ определим γi(t). Имеем 
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Решение типовых задач 

Задача 13.1. Дано 
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Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Решение. Запишем Sm(ω) в виде 
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Отсюда имеем 
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или 
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Определим корни 1-го сомножителя в знаменателе Sm(ω). Имеем 

  02 222  . 
Откуда получим 
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2

4442 222

2,1 . 

Следовательно 
 jj 21 ; . 

Определим корни 2-го сомножителя в знаменателе Sm(ω). Имеем 

  02 222  . 
Откуда получим 
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Следовательно 
 jj 43 ; . 

Введем обозначения 
;; 21  jj                           (13.19) 

Тогда 

14222311 ;;;  . 

Запишем Sm(ω) в виде 
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Отсюда с учетом (13.4), (13.5) получим 
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где 
22

1 2 A . 

Ψ(jω) содержит полюсы в верхней полуплоскости. Действительно 
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Рис. 13.2 
 

Представим Ψ(jω) в виде 
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Из (13.20), (13.21) получим 
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Определим d1, d2 по правилу Крамера. Имеем 
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Из (13.13) получим 
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Перепишем Φ(jω) в виде 
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В экспоненты 01tje  , 02tje   подставим λ1 и λ2. С учетом (13.19) имеем 

jα 

j 

λ2 λ1 

β -β 0 1 
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 .sincos
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Подставим полученные выражения в формулу (13.22). Получим 
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Подставим в полученную формулу d1, d2, λ1, λ2. Имеем 
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Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 13.2. Дано 
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Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Задача 13.3. Дано 
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Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Задача 13.4. Дано 
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Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Указание. Представить знаменатель Sm(ω) в виде 
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Определить А: 
.6;6;24 22  AAA  

Найти корни полинома 2)(6)( 2  jj : 
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Отсюда 
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Записать Ψ(jω). 
Задача 13.5. Дано 
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Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Указание. Представить знаменатель Sm(ω) в виде 
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Определить А: 
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Найти корни полинома 1)(2)( 2  jj : 
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Отсюда 
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Записать Ψ(jω). 
Задача 13.6. Дано 
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Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Указание. Использовать формулы (13.14), (13.15) при σ = 2. 
Задача 13.7. Дано 

32 )1(
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mS . 

Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

Указание. Использовать формулы (13.14), (13.15) при σ = 3. 
Задача 13.8. Дано 
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где λ ≥ β. 

Определить оптимальную передаточную функцию Φ(jω) прогнози-
рующего фильтра. 

 
Практическое занятие №14. 
Методы теории информации 

 
Теоретические сведения 

 
Любое сообщение, с которым мы имеем дело в теории информации, 

представляет собой совокупность сведений о некоторой физической си-
стеме. Например, на вход автоматизированной системы управления произ-
водственным цехом может быть передано сообщение о нормальном или 
повышенном проценте брака, о химическом составе сырья или температу-
ре в печи.  

Очевидно, если бы состояние физической системы было известно за-
ранее, не было бы смысла передавать сообщение. 

В качестве объекта, о котором передается информация, мы будем 
рассматривать некоторую физическую систему X , которая случайным об-
разом может оказаться в том или ином состоянии, т.е. систему, которой за-
ведомо присуща какая-то степень неопределенности. Очевидно, сведения, 
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полученные о системе, будут тем ценнее о содержательнее, чем больше 
была неопределенность системы до получения этих сведений. Возникает 
вопрос: что значит “большая” или “меньшая” степень неопределенности и 
чем можно ее измерить. 

Степень неопределенности физической системы определяется не 
только числом ее возможных состояний, но и вероятностями состояний. 

Рассмотрим некоторую систему X , которая может принимать ко-
нечное множество состояний: nxxx ,...,, 21  с вероятностями ,,...,, 21 nPPP  где 

  )( ii xXPP           (14.1) 

–  вероятность того, что система X  примет состояние .ix  
В качестве меры неопределенности системы в теории информации 

применяется специальная характеристика, называемая энтропией. Понятие 
об энтропии является в теории информации основным. 

Энтропией системы называется сумма произведений вероятностей 
различных состояний системы на логарифм этих вероятностей, взятая с 
обратным знаком: 
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i
ii PPXH

1
2 .log)(                (14.2) 

Энтропия )(XH  обладает рядом свойств, оправдывающих ее выбор 
в качестве характеристики степени неопределенности. Во-первых, она об-
ращается в нуль, когда  одно из состояний системы достоверно, а другие – 
невозможны. Во-вторых, при заданном числе состояний она обращается в 
максимум, когда эти состояния равновероятны, а при увеличении числа 
состояний – увеличивается. 

 Измерим энтропию системы X , которая имеет n равновероят-
ностных состояний: 
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Имеем: 

n
nn

nXH 222 log1log
1

log
1

)(  . 

или 
  ,log)( 2 nXH       (14.3) 

т.е. энтропия системы с равновозможными состояниями равна логарифму 
числа состояний. 

Вычисление энтропии по формуле (14.2) можно несколько упро-
стить, если ввести в рассмотрение специальную функцию: 
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  .log)( 2 PPP          (14.4) 
Формула (14.2) принимает вид: 

  .)()(
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iPXH          (14.5) 

Рассмотрим совместную энтропию статистически независимых ис-
точников сообщений. Пусть имеется два статистически независимых ис-
точника X  и Y , причем множество состояний nxx ,..,1  принадлежит источ-
нику X , а myy ,..,1 –  источнику Y . При этом: 
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Если источники X  и Y  статистически не связаны между собой, то: 

    ).()(),(, jijiji yPxPyxPyYxXP           (14.6) 

Используя (14.2) и (14.3) для энтропии ),( YXH  системы с состояниями 
),,( ji yx  получим выражение: 
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Следовательно, совместная энтропия статистически независимых ис-
точников равна сумме энтропий этих источников. Этот вывод распростра-
няется и на большее число статистически независимых источников. 

Рассмотрим условную энтропию статистически зависимых источни-
ков сообщений. Пусть имеется два статистически зависимых источника 
сообщений X  и Y . Если источники X  и Y  коррелированны, то это озна-
чает, что между сигналами источников ji yx ,  существует взаимосвязь, при 

которой любому значению, например ix , соответствует значения сигналов 
источника Y  с условными вероятностями: 

  )./();...;/();...;/( 1 imiji xyPxyPxyP  

Совокупность условных вероятностей для конкретного значения ix  
позволяет определить частную условную энтропию: 
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2 ),/(log)/()/(  
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которая характеризует информационные свойства источника Y  после того 
как стало известно значение ix . 

Усредняя частные условные энтропии по всем значениям ix  получа-
ем общую условную энтропию источника Y  относительно источника X : 
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1 1 1
2 )./(log)/()()/()()/(     (14.7) 

Так как для статистически зависимых сигналов: 

),/()(),( ijiji xyPxPyxP   

то  
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2 )./(log),()/(  

Величина )/( XYH  показывает, какой энтропией в среднем обладает 
источник Y , если известен источник X . 

Рассмотрим зависимость величины условной энтропии от степени 
взаимосвязи между источниками X  и Y . 

Если статистическая связь между сигналами источников X  и Y  от-
сутствует, то, сопоставляя равенство (14.6) с выражением 

),/()(),( ijiji xyPxPyxP   получим: 

  )./()( ijj xyPyP      (14.8) 

Подставляя равенства (14.6) и (14.8) в выражение (14.7) для условной 
энтропии, найдем: 
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так как  
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Таким образом, в рассматриваемом случае: 

),()/( YHXYH   

т.е. при отсутствии статистической связи между источниками  X  и Y  
условная энтропия источника Y  относительно источника X  равна без-
условной энтропии источника Y . Это означает, что всякая информация 
сигналов jy  является новой по отношению к сигналам ix . 

При наличии “жесткой” статистической связи между источниками 
X  и Y  возможны только два случая: 0)/( ij xyP  или .1)/( ij xyP  Так 

как при суммировании по j все слагаемые )/(log)/( 2 ijij xyPxyP  в выра-

жении для )/( XYH  превращаются в нуль, то и ,0)/( XYH  т.е. при 
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наличии “жесткой” статистической связи между источниками X  и Y  
условная энтропия источника Y  относительно X   равна нулю. Это означа-
ет, что сигналы jy  никакой новой информации не содержат относительно 

сигналов ix . 
Рассмотрим взаимосвязь между количеством информации и энтро-

пии передаваемого сообщения. Пусть до приема информации известны 
только вероятности )( jxP  уровней сигналов передаваемого сообщения. 

Неопределенность сообщения до его приема можно характеризовать эн-
тропией:  
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j
jj xPxPXH

1
2 ).(log)()(  

При отсутствии помех принятое сообщение полностью соответствует 
переданному сообщению, вследствие чего неопределенность )(XH  после 
приема сообщения будет снята, т.е. величина )(XH  станет равной нулю. 
При этом будет получено количество информации ),( XYI , равное энтро-
пии )(XH . 

Следовательно, количество информации, полученное в процессе пе-
редачи сообщения равно разности энтропий до и после приема сообщения: 

.0)(),(  XHXYI  

При наличии же помех степень неопределенности на приемном кон-
це, т.е. энтропия, не будет равна нулю, так как: 

).(),( XHXYI   
Наличие помех, характеризуемое величиной )/( YXH , приведет к 

ограничению количества информации, необходимого для полного снятия 
неопределенности при приеме сообщения: 

)./()(),( YXHXHXYI   

Следовательно, энтропия представляет собой меру неопределенности, а 
количество информации – меру снятия неопределенности при приеме со-
общения. 

Определим совместную энтропию статистически зависимых источ-
ников сообщений. Пусть имеется два коррелированных источника X  и Y , 
каждому из которых соответственно принадлежат множества сигналов ix  и 

jy : 

  ;1)(
1




n

i
ixP  .1)(

1




m

j
jyP  

Если число возможных парных совмещений сигналов составит nm, то эн-
тропия в совокупности возможных совмещений сигналов:  



72 

   
 


n

i
ji

m

j
ji yxPyxPYXH

1
2

1
),(log),(),(               (14.9) 

Так как для рассматриваемого случая ),/()(),( ijiji xyPxPyxP   то: 
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т.е. совместная энтропия сигналов двух различных источников X  и Y  
равна сумме безусловной )(XH  и условной )/( XYH  энтропий. 

Рассмотрим сигнал с равновероятными и независимыми отсчетами. 
Пусть отображением некоторого сообщения, поступающего от источника 
информации, является квантованный по уровню и времени электрический 
сигнал (рис. 14.1), имеющий m различимых состояний по уровню (отсче-
тов):  

  ,/100/)( minmax  SSSm    (14.11) 

где minmax SS   –  диапазон изменения сигнала; S  –  шаг квантования; –  
соответствующая ему погрешность в процентах. 

 

 
 

Рис. 14.1 
 
Условимся, что за любой интервал времени t , соответствующий 

шагу квантования по времени, может быть снят только один отсчёт (эле-
мент сигнала). При этом с равной вероятностью может появляться любой 
из квантованных уровней сигнала. Полагаем, что отсчеты (элементы) сиг-
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нала не зависят друг от друга, т.е. вероятность появления любого из уров-
ней сигнала i-го отсчета не зависит от вероятности появления уровня сиг-
нала при снятии предыдущего отсчета. Тогда вероятность появления лю-
бого из уровней 110 ,...,, mSSS  сигнала при снятии любого из отсчетов рав-
на: 

,/1)( mSP   
где  

);(...)(...)()()( 110  mj SPSPSPSPSP    





1

0
.1)(

m

j
jSP  

Количество информации [дв. ед.], содержащееся в сигнале, при снятии од-
ного из n отсчетов: 

,log)(log)( 220 mSPSI   
а при снятии n отсчетов: 

  ,loglog)( 220 NmSI n
n     (14.12) 

где .nmN   
Если имеется k различных источников информационных сигналов, 

например потенциометрических датчиков, то общее количество информа-
ции [дв. ед.], поступающее от этих датчиков: 

,loglog...log...loglog)(
1

22222120 



k

i
ikik NNNNNSI  

где iN  –   число равновероятных сообщений, поступающих от i-го датчика, 

;,...,1 ki   при :in
ii mN   

   

  .log)(
1

20 



k

i
iik mnSI     (14.13) 

Энтропия сигнала в общем случае может быть выражена как количе-
ство информации, приходящееся на один отсчет сигнала [дв. ед./отсчет]: 

  .log
log)(

)( 2
20

0 m
n

m

n

SI
SH

n
n    (14.14) 

Пропускная способность, необходимая для передачи сигнала (или 
максимальная скорость выдачи информации от источника) определяется 
как количество информации, выдаваемое за время T [дв. ед./с]: 

  .
log)(

)( 20
0 T

mn

T

SI
SC n         (14.15) 

 
Решение типовых задач 

 
Задача 14.1. Определить энтропию физической системы, состоящей 

из двух самолетов (истребителя и бомбардировщика), участвующих в воз-



74 

душном бою. В результате боя система может оказаться в одном из четы-
рех возможных состояний: 

1) оба самолета не сбиты; 
2) истребитель сбит, бомбардировщик не сбит; 
3) истребитель не сбит, бомбардировщик сбит; 
4) оба самолета сбиты. 

Вероятности этих состояний равны соответственно 0,2; 0,3; 0,4 и 0,1. 
Решение. Записываем условие в виде таблицы: 
  

ix  1x  2x  
3x  4x  

iP  0,2 0,3 0,4 0,1 
 
По формуле (14.5) имеем: 

  ).1,0()4,0()3,0()2,0()( XH  

Пользуясь таблицей находим: 

  .85,13322,05288,05211,04644,0)( XH (дв. ед.) 

Задача 14.2. На шахматной доске в одной из клеток произвольным 
образом поставлена фигура. Априори все положения фигуры на доске оди-
наково вероятны. Определить информацию, получаемую от сообщения, в 
какой именно клетке находится фигура. 

Решение. Энтропия системы X  с n равновероятными состояниями 
равна ;log2n  в данном случае: 

664log)()( 2  XHXI (дв. ед.), 
т.е. сообщение содержит 6 двоичных единиц информации. Так как все со-
стояния системы равновероятны, то ту же информацию несет и любое кон-
кретное сообщение типа: фигура находится в квадрате e2. 

Задача 14.3. Пусть имеются потенциометрические датчики Д1 и Д2 с 
погрешностями 0,1 и 0,2 % соответственно. Определить количество ин-
формации, поступающее от обоих датчиков при снятии четырех отсчетов с 
Д1 и шести отсчетов с Д2, энтропию и скорость выдачи информации каж-
дого из датчиков при T = 0,1с. 

Решение. Число различимых уровней квантования каждого из дат-
чиков равно: 

;1000
1,0

100100

1
1 


m      .500

2,0

100100

2
2 


m  

Общее количество информации [см. (14.13)]: 

94500log61000log4loglog)( 2222212120  mnmnSI дв. ед. 

На основании выражений (14.14) и (14.15) находим: 
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Задачи для самостоятельного решения 

 
Задача 14.4. Определить энтропию системы, состояние которой опи-

сывается прерывной случайной величиной X  с рядом распределения: 
  

ix  1x  2x  3x  4x  5x  

iP  0,01 0,01 0,01 0,01 0,96 

 
Задача 14.5. Определить максимально возможную энтропию систе-

мы, состоящей из трех элементов, каждый из которых может быть в четы-
рех возможных состояниях. 

Задача 14.6. Определить частную информацию, содержащуюся в со-
общении впервые встреченного лица A: “сегодня мой день рождения”. 

Задача 14.7. Пусть имеются датчики Д1, Д2 и Д3 с погрешностями 
0,1; 0,2 и 0,3 % соответственно. Определить количество информации, по-
ступающее от трех датчиков при снятии четырех отсчетов с Д1, шести от-
счетов с Д2, восьми отсчетов с Д3. Определить энтропию и скорость выда-
чи информации каждого из датчиков при T = 0,2с. 

   
Практическое занятие №15. 

Параметрическая идентификация линейных систем 
 

Теоретические сведения 
 

Важной задачей, возникающей при проектировании систем управле-
ния, является определение формализованного описания процесса (или объ-
екта), для управления которыми строится система. Обычно совокупность 
математических соотношений, определяющую основные интересующие 
нас динамические свойства процесса управления, называют моделью про-
цесса, а само построение модели на основе анализа результатов наблюде-
ний – идентификацией. Существенную роль при этом играет объём апри-
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орной информации об объекте идентификации (идентифицируемой систе-
ме). Например, если известна структура системы и задан класс моделей, к 
которому она относится, то априорная информация в этом случае велика и 
задача идентификации состоит в оценивании параметров и состояния си-
стемы по результатам наблюдений за входными и выходными переменны-
ми. Это идентификация в узком смысле слова. 

В худшем случае априорная информация может быть очень бедной 
или отсутствовать вообще, поэтому при идентификации приходится ре-
шать много дополнительных задач. К ним относятся: выбор структуры си-
стемы, задание класса моделей, оценивание степени стационарности и ли-
нейности объекта, выбор информационных переменных и др. Это уже 
идентификация в широком смысле слова. К настоящему времени в теории 
и практике управления накоплен большой опыт решения задач идентифи-
кации в узком смысле. 

Методы решения задач идентификации в широком смысле начали 
разрабатываться сравнительно недавно, и здесь результаты значительно 
скромнее, что в первую очередь можно объяснить чрезвычайной сложно-
стью задачи. 

Следует также отметить, что при идентификации, как правило, не 
удается исключить влияния контролируемых и неконтролируемых случай-
ных возмущений на параметры и координаты объекта и обеспечить абсо-
лютную точность измерений, поэтому в основе методов идентификации 
лежат статистические методы обработки сигналов и получение вероят-
ностных оценок. 

Пусть на вход изучаемой одномерной системы поступает случайный 
сигнал Λ(t). Этот же сигнал подаётся на вход модели (рис. 15.1). 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 
Однако из-за ошибки измерения, представляющей собой случайную поме-
ху N(t), фактический входной сигнал X(t) модели является суммой сигнала 
Λ(t) и помехи N(t). Разность E(t) между значениями выходных сигналов 
модели и изучаемой системы называют ошибкой идентификации. Она ха-
рактеризует точность определения динамических характеристик изучаемой 

Изучаемая 
система 

Модель 
X(t) 

(t) Yh(t) 

Y(t) 

+ 

– E(t) 

+ 
N(t) + 

Рис. 15.1 
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системы. Так как ошибка E(t) – случайный процесс, то критерии точности 
являются статистическими. Задача заключается в том, чтобы найти такой 
оператор модели, который обеспечивал бы экстремум выбранного стати-
стического критерия точности. В такой постановке задача идентификации 
является задачей статистической теории оптимальных систем. Здесь требу-
емым выходным сигналом Yh(t) является выходной сигнал изучаемой си-
стемы, а действительным выходным сигналом Y(t) является выходной сиг-
нал модели. Используя теорию оптимальных систем, можно найти опера-
тор модели, наилучшим образом приближенный в определенном смысле к 
оператору изучаемой системы. 

Если в качестве оценок точности принять математическое ожидание 
и дисперсию ошибки идентификации, то в случае стационарной линейной 
задачи и некоррелированной аддитивной ошибки измерения N(t) эти ха-
рактеристики определяются по формулам 

nMMe mmm )0()]0()0([   ;                       (15.1) 

 







 dSjdSjjD nMMe )(|)(|)(|)()(| 22  ,     (15.2) 

где Ф и ФM – передаточные функции или частотные характеристики соот-
ветственно изучаемой линейной системы и её модели; mλ, mn и Sλ(ω), Sn(ω) 
– математические ожидания и спектральные плотности входного сигнала 
Λ(t) и ошибки измерения N(t). 

Первые слагаемые в формулах (15.1) и (15.2) обусловлены неточным 
определением частотной характеристики изучаемой системы, а вторые – 
прохождением сигнала ошибки измерения на выход модели. 

Среди методов параметрической идентификации линейных систем, 
предполагающих наличие априорной информации о структуре уравнений 
объекта, номинальных значениях его параметров и основанных на пред-
ставлении системы в пространстве состояний, можно выделить метод ква-
зилинейной фильтрации, использующий результаты решения задачи филь-
трации в постановке Калмана. 

Предполагается, что идентифицируемый линейный объект управле-
ния описывается в пространстве состояний линейным матричным диффе-
ренциальным уравнением с белым шумом в правой части: 

)()()(
)(

tVttF
dt

td



; Λ(t0) = 0,                     (15.3) 

где Λ(t) – n-мерный вектор состояний объекта; V(t) – n-мерный белый шум 
с известным математическим ожиданием mV(t) и матрицей интенсивности 
L(t), некоррелирован с начальным значением Λ(t0). 

Квадратная матрица параметров объекта F(t) может быть представ-
лена в виде суммы известной матрицы номинальных значений FН(t) и мат-
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рицы случайных постоянных во времени случайных отклонений от номи-
нала F, т.е. 

F(t) = FН(t) + F.                                      (15.4) 

Элементы F принимаются центрированными случайными величи-
нами, некоторые из них могут быть неслучайными и равны нулю; корреля-
ционная матрица KF элементов F известна. 

Задача состоит в определении (оценивании) матрицы F, а следова-
тельно в уточнении матрицы F(t) на основе наблюдений на интервале [t0, t] 
вектора X(t), линейно связанного с вектором состояния Λ(t) и содержащего 
аддитивную помеху W(t):  

                             X(t) = R(t) Λ(t) + W(t). (15.5) 

Размерность наблюдаемого вектора m < n, матрица R(t) задана, белый 
шум W(t) центрирован (в противном случае его математическое ожидание 
можно вычесть из наблюдаемого сигнала), характеризуется неособой мат-
рицей интенсивности N(t), некоррелирован с V(t) и Λ(t0). 

С помощью (15.3) можно определить математическое ожидание век-
тора состояния mΛ

Н(t) при номинальных значениях параметров путем ре-
шения уравнения 

)()()(
)(

tmtmtF
dt

tdm
V

НН
Н

 
 , )( 0tmН

 = 0 .              (15.6) 

Осуществим линеаризацию уравнения (15.3) относительно номи-
нальных значений параметров объекта и номинального движения )(tmН

 : 

V(t))()()()()(]F(t)[
)(




 tFmttFtVtF
dt

td ННН  (15.7) 

Левая часть (15.7) линейно зависит от матрицы F, элементы кото-
рой неизвестны, но постоянны, поэтому 

0
)(



dt

tFd
,          FtF  )( 0 .                       (15.8) 

Уравнения (15.7) и (15.8) можно объединить, если ввести расширен-
ный вектор состояний )(

~
t , компонентами которого являются компоненты 

вектора )(t  и все неизвестные элементы матрицы F. В самом общем 

случае размерность вектора )(
~

t  будет (n + n2), а его изменение характери-
зуется дифференциальным уравнением 

)()(
~

)(
~

)(
~)(

~
tVtDttF

dt

td



,                              (15.9) 
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где 





























0000

)(00

00)(

)(0

00)(

)(
~

v

v

v








t

tF

t

t

tF

Н T

Н

Н T

Н T

m

m

m

 

 
 T211121121 )()()()(

~
nnnn FFFFFtttt   ; 

 





 

0
)(

~ nnI
tD  

Связь расширенного вектора состояния )(
~

t  с вектором измерения 
X(t) определяется соотношением 

)()(
~

)(
~

)( tWttRtX  ,                             (15.10) 
где 

 0)()(
~

tRtR  . 

Наилучшая оценка Y(t) введенного расширенного вектора )(
~

t  мо-
жет быть получена с помощью построения фильтра Калмана, дифференци-
альное уравнение которого 
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Матрица передачи Калмана определяется соотношением 

)()(
~

)(),( 1 tNtRtPtta  , (15.12) 

а матрица ковариаций ошибки фильтрации P(t) размера (n + n2) x (n + n2) 
удовлетворяет дифференциальному уравнению Риккати вида 
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В результате совместного решения (15.11) – (15.13) определяется оп-
тимальная оценка вектора )(

~
t , содержащая как оценки )(ˆ ti , i = 1, 2, …, 

n, компонент вектора )(t , так и оценки )(tF ij


 , i,j = 1, 2, …, n, неизвест-
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ных элементов матрицы F . Последние являются зависящими от перемен-
ной t – правого конца интервала наблюдения. 

Искомая матрица параметров системы определяется в виде  

)(ˆ)()( tFtFtF Н  .                                    (15.14) 

Наряду со значениями оценок )(ˆ tF  параметров идентифицируемой 
системы на диагонали матрицы P(t) содержатся дисперсии ошибок 

ijijij FtFtE  )(ˆ)(  определения всех искомых оценок, что позволяет су-

дить о точности решения поставленной задачи. 
Важным преимуществом данного метода является возможность вы-

полнять идентификацию в реальном масштабе времени, т.е. в процессе 
функционирования идентифицируемой системы. К недостаткам его следу-
ет отнести необходимость априорной информации о матрицах номиналь-
ных значений FН(t) и корреляционной KF, а также известная чувствитель-
ность фильтров Калмана к ошибкам в априорной информации о входном 
сигнале. 

 
Решение типовых задач 

 
Задача 15.1. Идентифицируемый объект управления есть стационар-

ная линейная система 1-го порядка, описываемая дифференциальным 
уравнением 

)()(
)(

tVtF
dt

td



; 0)( 0  t . 

Постоянная времени F есть случайная величина с заданными мате-
матическим ожиданием M[F] = fН и  дисперсией Df , F = fН + F. Белый 
шум  V(t)  является   стационарным   с  математическим   ожиданием    
m(t) = m = const  и  интенсивностью l. На интервале [t0, t] измеряется 
непосредственно координата (t) с аддитивной ошибкой W(t): 

X(t) = (t) + W(t). 

Помеха W(t) – стационарный центрированный белый шум с извест-
ной интенсивностью n0. 

Требуется по результатам измерений уточнить фактическое значение 
постоянной времени F, т.е. определить её оценку: 

FfF Н
ˆˆ   

Решение. Из уравнения типа (15.6) определяем "номинальное" ре-
шение )(tmН

 : 


  mtmf
dt

tdm Н
Н

Н

)(
)(

,    0)t( 0 
Нm . 
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Затем составляем линеаризованное уравнение типа (15.7): 

)()t(Fm(t)
)( Н tVf

dt

td
Н 


 ,  0)( 0  t , 

которое в совокупности с уравнением 

0
)(



dt

tFd
;   FtF  )( 0  

образует систему 2-го порядка. 
Записываем её через расширенный вектор состояния и определяем уравне-
ния для него 
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Соотношения типа (15.11) – (15.13) определяют алгоритм обработки ре-
зультатов наблюдений для получения оптимальной оценки вектора )(

~
t : 
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Матрица передачи Калмана 
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Матрица ковариаций ошибки 
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Упрощение и совместное решение этих уравнений позволяет для 
любого t найти оценку )(ˆ tF и тем самым уточнить искомую постоянную 
времени F. 

Попутно определяется и дисперсия )(e tD
F

 ошибки )(tE F , а также 

оценка координаты (t). 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 15.2. Идентифицируемый объект управления есть стационар-

ная линейная система 1-го порядка, описываемая уравнением 

)()(
)(

tVtAX
dt

tdX
 ; 0)( 0 tX . 

Постоянная времени A есть случайная величина с заданными мате-
матическим ожиданием M[A] = aН и дисперсией Da, A = aН + A. Белый 
шум V(t) является стационарным с математическим ожиданием m(t) = m 
= const и интенсивностью m. На интервале [t0, t] измеряется непосред-
ственно координата X(t) с аддитивной ошибкой W(t): 

 
Z(t) = X(t) + W(t). 

 
Помеха W(t) – стационарный центрированный белый шум с известной ин-
тенсивностью m0. 

Требуется по результатам измерений уточнить фактическое значение 
постоянной времени A, т.е. определить её оценку: 

Âˆ  НaA . 
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