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ВВЕДЕНИЕ

Теория автоматического управления (ТАУ) – наука об управ-
лении, изучающая задачи анализа и синтеза систем автоматического
управления (САУ), как одного из классов кибернетических систем.

Современная теория управления занимает одно из ведущих мест
в технических науках и в то же время относится к одной из отраслей
прикладной математики. С другой стороны, теория и практика авто-
матического управления связаны с вычислительной техникой.

ТАУ является теоретической базой в цикле специальных дисци-
плин, раскрывающих теоретические основы и методы расчета, анали-
за и синтеза средств и систем автоматизации управления технически-
ми системами.

Основные задачи теории автоматического управления:
1) анализ САУ, т. е. исследование устойчивости, структурных

свойств, динамических показателей качества, точности и т.д.;
2) синтез САУ, т. е. синтез алгоритмов или аналитических вы-

ражений, описывающих блоки системы и их связи и обеспечивающих
заданное (оптимальное) качество управления.

Следует отметить, что исследование САУ включает следующие
важнейшие этапы:

· моделирование с использованием компьютеров и универсаль-
ных (математических) либо специализированных (предметно-
ориентированных) прикладных программ;

· синтез САУ с привлечением современного математического
аппарата – методов линейной алгебры, численных методов, теории
оптимизации и машинных методов расчета;

· проектирование САУ с использованием аппаратных средств
вычислительной техники и их программного обеспечения – операци-
онных систем реального времени, средств автоматизации программи-
рования и т.д.

Задачи курса ТАУ состоят в изучении методов построения тех-
нических систем управления, овладении студентами методами анали-
за и синтеза САУ и приобретении навыка расчета основных качест-
венных показателей динамики автоматических средств контроля и
управления.
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1. АВТОМАТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

1.1. Основные понятия теории управления

Управление – это процесс воздействия на объект с целью обес-
печения требуемого течения процессов в нём или требуемого измене-
ния его состояния. Основой управления является получение и обра-
ботка информации о состоянии объекта, внешних условиях его рабо-
ты, для определения его воздействий, которые необходимо прило-
жить к объекту, чтобы обеспечить достижение цели управления.

Объект управления (ОУ) может принадлежать как к неживой
природе – может быть техническим устройством (двигатель, самолет,
станок и т.д.), так и к живой (животное, коллектив людей и т.д.).

Управление может осуществляться человеком, в этом случае го-
ворят о ручном управлении, если управление осуществляется техни-
ческим устройством, оно называется автоматическим.

Физические величины, определяющие ход технологического
процесса, называются параметрами технологического процесса.
Например, параметрами технологического процесса могут быть тем-
пература, давление, расход, скорость, напряжение и т.д.

Автоматическое управление – автоматическое поддержание
постоянства какой-либо физической величины (температуры, давле-
ния, уровня жидкости и т. д.), характеризующей технологический
процесс, или её изменение по заданному закону, или изменение её в
соответствии с измеряемым внешним процессом (следящее регулиро-
вание).

Алгоритм управления – последовательность операций, которые
должны быть реализованы техническими средствами в соответствии с
получаемой информацией и результатами промежуточных вычисле-
ний, чтобы обеспечить протекание технологического процесса в тре-
буемом направлении.

Регулирование – частный вид управления, когда задачей являет-
ся обеспечение изменения какого-либо параметра системы по опреде-
ленно заданному закону. Автоматическое регулирование осуществля-
ется приложением управляющего воздействия к регулирующему ор-
гану объекта управления.

Для осуществления автоматического регулирования в систему
вводится регулятор, вырабатывающий совместно с управляющим
устройством (УУ) управляющее воздействие. Объект управления,
автоматический регулятор и управляющее устройство вместе образу-
ют автоматическую систему регулирования (АСР).
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1.2. Структура автоматической системы

Особенность структуры АСР состоит в том, что объект управле-
ния рассматривается как составной элемент системы автоматики. Рас-
смотрим типовую структурную схему АСР, представленную на
рис. 1.1. На схеме отображены основные узлы системы и параметри-
ческие связи между ними.

Входное задающее воздействие Х – воздействие, подаваемое на
вход системы или устройства и определяющее требуемый закон из-
менения регулируемой величины Y.

Выходная регулируемая величина Y – выходной параметр тех-
нологического процесса, который необходимо поддерживать посто-
янным или изменять по определенному закону.

Значение регулируемой величины Y', полученное в рассматри-
ваемый момент времени на основании данных некоторого измеритель-
ного прибора – датчика Д, называется ее измеренным значением.

Управляющее воздействие U – воздействие управляющего уст-
ройства на объект управления.

Внешнее возмущающее воздействие f – воздействие внешней
среды на объект управления, выводящее систему из состояния равно-
весия и стремящееся нарушить требуемую функциональную связь
между задающим воздействием и регулируемой величиной.

Автоматическая система регулирования – автоматическая
система с замкнутой цепью воздействия, в которой сигнал управления
U вырабатывается регулятором Р в результате сравнения измеренного
датчиком Д значения выходной величины Y' с заданным значением X.

УУ ОУ

Д

X Y

f

Рис. 1.1. Типовая структурная схема автоматической системы регулирования

UΔ КЗ

ЭС

Y'
Р

ООС

Δ'

–
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Регулятор Р – комплекс устройств, предназначенных для выра-
ботки управляющего воздействия на систему и обеспечивающих ав-
томатическое поддержание заданного значения регулируемой вели-
чины Y или автоматическое изменение ее по определенному закону.

Управляющее устройство УУ – устройство, осуществляющее
воздействие на объект управления с целью обеспечения требуемого
режима работы.

Объект управления ОУ – устройство, требуемый режим работы
которого должен поддерживаться извне специально организованными
управляющими воздействиями.

В определенные моменты времени в регуляторе происходит
сравнение заданного Х с измеренным значением регулируемой вели-
чины Y', далее происходит обработка ошибки регулирования Δ кор-
ректирующим звеном КЗ регулятора и выдача управляющим устрой-
ством управляющих воздействий U на объект управления ОУ.

Ошибка регулирования Δ – разность между заданным Х и изме-
ренным (действительным) Y' значением регулируемой величины.

Связь в структурной схеме АСР, направленная от выхода Y к
входу элемента сравнения ЭС регулятора рассматриваемого участка
цепи воздействий, называется обратной связью ОС (см.  п.  5.5).  Для
получения ошибки регулирования Δ необходимо наличие отрица-
тельной обратной связи ООС.

1.3. Фундаментальные принципы управления

В основе построения АСР лежат общие фундаментальные прин-
ципы управления, определяющие, каким образом согласуются алго-
ритмы функционирования и управления с фактическим функциони-
рованием или причинами, вызывающими отклонение регулируемой
величины от заданного значения. Далее изложены три основные
принципа автоматического управления.

1. Управление по отклонению характеризуется тем, что регу-
лирующее воздействие на объект регулирования формируется в зави-
симости от отклонения текущего от заданного значения регулируемой
величины. Типовая структурная схема системы с управлением по от-
клонению представлена на рис. 1.2.
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2. Управление по возмущению характеризуется тем, что, изме-
ряя возмущающее воздействие на объект регулирования и формируя
соответствующее регулирующее воздействие на объект, можно обес-
печить независимость работы системы от этих возмущающих воздей-
ствий. Типовая структурная схема системы с управлением по возму-
щению представлена на рис. 1.3.

3. Комбинированное управление сочетают в себе особенности
предыдущих двух АСР. Данный способ достигает высокого качества
управления, однако его применение ограничено тем, что возмущаю-
щее воздействие f не всегда можно измерить. Типовая структурная
схема системы с комбинированным управлением представлена на
рис. 1.4.

Рис. 1.3. Структурная схема автоматической системы,
работающей по возмущению

ОУ
X Y

f

UΔ
КЗ

Д
f '
–

Рис. 1.4. Структурная схема автоматической системы
комбинированного типа

ОУ
X Y

f

UΔ
КЗ

Д

Y'
Д

f '

–

–

Рис. 1.2. Структурная схема автоматической системы,
работающей по отклонению

ОУ
X Y

f

UΔ
КЗ

Y'
Д

–
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1.4. Классификация систем и их элементов

Классификация АСР
Огромное многообразие АСР, а также сходные признаки систем

позволяют провести их классификацию по функциональным, струк-
турным или физическим признакам.

1. По принципу управления:
· по отклонению;
· по возмущению;
· комбинированные.
2. По локальным задачам управления:
· стабилизирующая АСР – система, алгоритм функционирова-

ния которой содержит предписание поддерживать регулируемую ве-
личину на постоянном значении (X = const);

· программная АСР – система, алгоритм функционирования
которой содержит предписание изменять регулируемую величину в
соответствии с заранее заданной функцией (X изменяется программ-
но);

· следящая АСР – система, алгоритм функционирования кото-
рой содержит предписание изменять регулируемую величину в зави-
симости от заранее неизвестной величины на входе АСР (X = var).

3. По поведению в установившемся режиме (см. п. 2.6):
· статические – выходная величина устанавливается в ста-

тичное состояние после прекращения изменения управляющего воз-
действия;

· астатические – выходная величина продолжает изменяться
после прекращения изменения управляющего воздействия.

4. По количеству контуров:
· одноконтурные – содержащие один контур регулирования;
· многоконтурные – содержащие несколько контуров.
5. По числу регулируемых величин:
· одномерные – системы с одной регулируемой величиной;
· многомерные – системы с несколькими регулируемыми ве-

личинами.
Многомерные АСР в свою очередь делятся на системы:
а) несвязанного регулирования, в которых регуляторы непосред-

ственно не связаны и могут взаимодействовать только через общий
для них объект управления;
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б) связанного регулирования, в которых регуляторы различных
параметров одного и того же технологического процесса связаны ме-
жду собой вне объекта управления.

6. По характеру используемых для управления сигналов:
· непрерывные – выдача управляющих воздействий на объект

управления происходит непрерывно в любой момент времени;
· дискретные (релейные, импульсные, цифровые) – выдача

управляющих воздействий на объект управления происходит в строго
определенные моменты времени или при определенных значениях
параметров системы.

Вследствие бурного развития микроэлектроники широкое рас-
пространение получили цифровые системы управления, обладающие,
прежде всего, высокой точностью.

7. По виду используемой для регулирования энергии:
· пневматические;
· гидравлические;
· электрические;
· механические и др.
8. По характеру математических соотношений:
· линейные;
· нелинейные.
9. По характеру внешних воздействий:
· детерминированные;
· стохастические.

В детерминированных АСР внешние воздействия имеют вид по-
стоянных функций времени. В стохастических системах внешние воз-
действия имеют вид случайных функций. В дальнейшем в пособии
будут рассматриваться только детерминированные системы.

Классификация элементов АСР
Рассмотренная структура АСР позволяет выделить помимо объ-

екта управления другие элементы, входящие в состав системы и вы-
полняющие функции по поддержанию автоматического управления
данным объектом.

1. По функциональному назначению:
· измерительные;
· усилительно-преобразовательные;
· исполнительные;
· корректирующие.
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2. По виду энергии, используемой для работы:
· электрические;
· гидравлические;
· пневматические;
· механические;
· комбинированные.
3. По наличию или отсутствию вспомогательного источни-

ка энергии:
· активные (с источником энергии);
· пассивные (без источника).
4. По характеру математических соотношений:
· линейные;
· нелинейные.
5. По поведению в статическом режиме (см. п. 2.6):
· статические – элементы, у которых имеется однозначная за-

висимость между входным и выходным воздействиями (состояние
статики). Примером является любой усилитель;

· астатические – у которых эта зависимость отсутствует.
Пример: зависимость угла поворота ротора электродвигателя от при-
ложенного напряжения.

Указанные выше свойства систем и их элементов определяют
вид математического описания протекающих процессов. При этом
необходимо иметь в виду, что большинство систем обладают свойст-
вом инерционности. Поэтому в системах можно наблюдать переход-
ной процесс и установившийся режим.

Рассмотренные разновидности и свойства элементов и систем
являются основными и не исчерпывают всего многообразия АСР.

1.5. Примеры систем управления техническими объектами

В качестве примера рассмотрим АСР напряжения синхронного
генератора (рис. 1.5). Если наряду с напряжением синхронного гене-
ратора Г регулировать его частоту, путем воздействия на скорость
двигателя Д, вращающего генератор, то система становится несвя-
занной двухмерной системой, так как между регуляторами напряже-
ния РН и частоты РЧ нет внешних связей. Здесь датчик частоты ДЧ
представляет собой схему, выходом которой является напряжение по-
стоянного тока, пропорциональное величине частоты синхронного
генератора. Управление частотой генератора осуществляется воздей-
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ствием на скорость вращения двигателя путем изменения его тока
обмотки возбуждения двигателя ОВД через электронный усилитель
ЭУ. Разумеется, регулятор частоты тоже может быть комбинирован-
ным, как и регулятор напряжения, в результате введения воздействия
по нагрузке на возбуждение двигателя.

Однако входящие в рассматриваемую АСР системы неавтоном-
ны, так как при изменении частоты вращения двигателя происходит
изменение и напряжения генератора (вследствие изменения скорости
его вращения) и наоборот (вследствие зависимости от напряжения ве-
личины нагрузки на валу двигателя). Эти системы принципиально
можно сделать автономными путем наложения перекрестных связей
между обоими регуляторами. При этом получится связанная двух-
мерная система регулирования напряжения и частоты генератора.

Примером одноконтурной одномерной стабилизирующей
АСР, работающей по отклонению выходной величины, может слу-
жить система автоматического регулирования температуры сушиль-
ного шкафа (рис. 1.6).

При заданной температуре объекта управления (сушильный
шкаф), которая устанавливается с помощью резистора Rзад, измери-
тельный мост М, выполняющий роль элемента сравнения, уравнове-

Рис. 1.5. Электрическая принципиальная схема автоматической системы
регулирования напряжения и частоты синхронного генератора

Д Г– U НАГРУЗКА

РН

ДЧЭУ

– U

– U

– U

ОВД ОВГ

РЧ

Rзад
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шен. На входе электронного усилителя ЭУ ошибка регулирования
равна нулю, и система находится в состоянии равновесия. При откло-
нении температуры изменяется сопротивление терморезистора RТ,
включенного в диагональ моста, и равновесие моста нарушается. На
входе ЭУ появляется напряжение, фаза которого зависит от знака от-
клонения от заданной температуры. Напряжение, усиленное в ЭУ, по-
ступает на двигатель постоянного тока Д, который перемещает сколь-
зящий контакт ползунка автотрансформатора АТ в соответствующую
сторону, тем самым изменяя напряжение на электрическом нагрева-
теле Н. При достижении температуры, равной заданной, мост сбалан-
сируется и двигатель отключится.

На основании представленной схемы и описания работы АСР
можно составить структурную схему АСР температуры сушильного
шкафа, представленную на рис. 1.7.

Рис. 1.6. Функциональная схема автоматической системы регулирования
температуры сушильного шкафа

Шкаф

ЭУД

Н~ U

АТ RT

Rзад

Мост

G

Рис. 1.7. Структурная схема автоматической системы регулирования
температуры сушильного шкафа

Rзад М ЭУ Д АТ Н

RТ

Х (заданная
температура)

Y (текущая
температура)

Y' (измеренная
температура)
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1.6. Контрольные вопросы

1. Что такое управление и в чем особенность автоматического
управления?

2. Что понимают под алгоритмом управления?
3. Назовите основные структурные составляющие АСР.
4. Зачем в систему вводится регулятор? Поясните его основную

функцию.
5. Что такое обратная связь? Какой она должна быть для пра-

вильного функционирования АСР?
6. Какие фундаментальные принципы управления существуют?

Особенности каждого принципа.
7. Назовите основные пункты классификации АСР.
8. В чем разница между связанным и несвязанным регулирова-

нием многомерных систем?
9. Назовите основные пункты классификации элементов АСР.

10. Поясните принцип работы схемы автоматической системы
регулирования напряжения и частоты синхронного генератора.

11. Поясните принцип работы автоматической системы регули-
рования температуры сушильного шкафа.
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2. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ СИСТЕМ

2.1. Общие сведения о моделях

Математическая модель – приближённое описание какого-
либо класса явлений внешнего мира, выраженное с помощью матема-
тической символики.

Математическая модель может быть представлена аналитически
уравнениями, передаточными функциями, графически (переходными
или частотными характеристиками) или в табличной форме.

Математической моделью динамической системы принято
называть совокупность математических символов, однозначно опре-
деляющих развитие процессов в системе, т. е. ее движение.

При этом в зависимости от используемых символов различают
аналитические и графоаналитические модели. Аналитические мо-
дели строятся с помощью буквенных символов, в то время как гра-
фоаналитические допускают применение графических обозначений.

В зависимости от используемых операторов линейные непре-
рывные модели делят на временные и частотные. К временным мо-
делям относятся те, у которых аргументом является время. Это диф-
ференциальные и разностные уравнения, записанные в явном виде
или в операторной форме. Частотные модели предусматривают ис-
пользование операторов, аргументом которых является частота соот-
ветствующего сигнала, т. е. операторы Лапласа, Фурье и т. д.

2.2. Линейные непрерывные модели вход-выход

В моделях вход-выход объект или динамическая система может
быть представлена в виде звена направленного действия, имеющего
входное воздействие х, возмущающее f и выходной параметр y (рис.
2.1). При этом при изменении входного или возмущающего воздейст-
вия выходная величина должна изменяться по строго определенному
закону.

Рис. 2.1. Структурная схема модели вход-выход
управляемой динамической системы

x

f

yДинамическая
система
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Звено направленного действия – это звено, передающее воз-
действие только в одном направлении от входа к выходу. Математи-
ческая модель звена не зависит от математической модели других
звеньев. Звеном можно представить как отдельное устройство, так и
систему в целом. Рассмотрение системы как совокупности связанных
звеньев позволяет использовать методы композиции и декомпозиции
систем.

Метод композиции состоит в том, что общая математическая
модель системы может быть получена как совокупность математиче-
ских моделей отдельных звеньев, образующих систему, дополненных
уравнениями связи между звеньями.

В результате разбиения системы на звенья (декомпозиция сис-
темы) и получения математических моделей вход-выход отдельных
звеньев, составляется математическая модель в виде схемы, которая
называется структурной схемой модели системы.

2.3. Дифференциальные уравнения системы. Линеаризация

Известно, что любое движение и процесс в системах автоматиче-
ского управления математически можно описать в виде дифференци-
ального уравнения, которое определяет сущность происходящих в
системе процессов независимо от ее конструкции, внешнего вида и т.д.

Дифференциальное уравнение представляет собой аналитиче-
скую зависимость, связывающую изменение выходной величины у от
входной х, с учетом скорости и ускорения данных величин. Порядок
или степень дифференциального уравнения – наибольший порядок
производных, входящих в него. Вид дифференциального уравнения
зависит от основных свойств, которыми обладает АСР. В простейших
случаях это линейные дифференциальные уравнения с постоянными
коэффициентами.

Математическая модель вход-выход отдельного звена описыва-
ется дифференциальным уравнением, которое можно представить в
общем виде

0,.....),,,.....,,,( =yyyxxxF &&&&&& . (2.1)
Решив данное уравнение, можно найти характер изменения регу-

лируемой переменной в переходных и установившихся режимах при
различных воздействиях на систему. Однако в большинстве случаев в
реальных элементах системы связь между входной и выходной величи-
ной является нелинейной и часто задается в графической форме.
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Для решения этой проблемы учитывают, что в процессе регули-
рования отклонения всех изменяющихся величин от их установив-
шихся значений малы, и поэтому возможна замена нелинейных диф-
ференциальных уравнений приближенными линейными, то есть их
линеаризация.

Графически линеаризацию некоторого уравнения от двух пере-
менных F(х,у) = 0 в окрестности некоторой точки (х0, у0) можно пред-
ставить как замену рассматриваемого участка кривой на касательную
(рис. 2.2), уравнение которой определяется по формуле

0=D
¶
¶

+D
¶
¶ y

y
Fx

x
F . (2.2)

В установившемся режиме звена, описываемого нелинейным ал-
гебраическим уравнением y = f(x), входная и выходная величины
имеют значения х0, y0. Нелинейную функцию можно разложить в ряд
Тейлора в окрестностях точки, с координатами (х0, y0) и, отбросив
члены ряда выше первого порядка малости, получить выражение

)()( 00

0
xx

dx
dfxfy -÷

ø
ö

ç
è
æ+» , (2.3)

где:
0
÷
ø
ö

ç
è
æ

dx
df  – производная функция по x в установившемся режиме

(при подстановке в выражение значения x = x0).
Уравнение (2.3) можно записать в виде

xkxfy D×=- )( 0 ; (2.4)

xky D×=D . (2.5)

Рис. 2.2. Графическое представление линеаризации

y

xx0

y0

Объект

Линейная модель
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Данное уравнение называется уравнением в приращениях, по-
скольку значения х и у здесь заменены на приращения Dх = х – х0

и Dу = у – у0.
Графически линеаризацию можно представить касательной в

точке с координатами (х0, y0). Коэффициент k равен тангенсу угла на-
клона этой касательной: .tga=k

Линеаризация нелинейных дифференциальных уравнений (2.1)
происходит аналогично, отличие состоит только в том, что необходи-
мо искать дополнительно частные производные по производным

0 0 0 0

... ... 0F F F Fx x y y
x x y y

æ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ öD + D + + D + D + =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø è ø è ø
& &

& &
, (2.6)

где
0
÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

x
F ,

0

F
x

¶æ ö
ç ÷¶è ø&

, …,
0

F
y

æ ö¶
ç ÷¶è ø&&

 – частные производные функции в ус-

тановившемся режиме.
В табл. 2.1 представлены основные правила дифференцирования

и примеры производных некоторых функций.

Таблица 2.1
Правила дифференцирования функций

Функция f (x) Производная f '(x)
С∙g(x) С∙g' (x)

g(x) ± q(x) g' (x) ± q' (x)
g(x)∙q(x) g' (x)∙q(x) + g(x)∙q' (x)

)(
)(

xq
xg 0)(,

)(
)()()()(

2 ¹
¢-¢

xq
xq

xqxgxqxg

const,
)(

=С
xq

C
0)(,

)(
)(

2 ¹
¢

- xq
xq
xqC

g(x)q(x) 0)(,)(ln)(
)(
)()()( )( >÷÷

ø

ö
çç
è

æ ¢+¢ xgxgxq
xg
xqxgxg xq

С = const 0
С∙x С
xС С∙xС-1

C x C x∙lnC

log c x 1,0,
ln
1

¹¹
×

Cx
Cx

sin x cos x
cos x - sin x
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Окончание табл. 2.1

Функция f (x) Производная f '(x)

tg x
x2cos

1

ctg x
x2sin

1

arcsin x 21
1

x-

arccos x 21
1

x-
-

arctg x 21
1
x+

arcctg x 21
1
x+

-

Для примера проведем линеаризацию функции:

055,143 2 =--+-= yyyxxxyF && . (2.7)
Данное дифференциальное уравнение является нелинейным из-

за наличия произведений переменных х и у. Линеаризуем его в окре-
стности точки с координатами 10 =x , 00 =x& , 00 =y& .

Для определения недостающего начального условия у0 подста-
вим данные значения в дифференциальном уравнении:

3у0 – 4 + 0 = 0 + у0. (2.8)
Откуда у0 = 2. Определим все частные производные при задан-

ных начальных условиях:

( ) 2182383 0
0

-=×-×=-=
¶
¶ xy

x
F ; (2.9)

( ) 2105,11315,13 0
0

=-×+×=-+=
¶
¶ xx

у
F

& ; (2.10)

( ) 325,15,1 0
0

=×==
¶
¶ y

x
F
&

; (2.11)

5
0

-=
¶
¶

y
F
&

. (2.12)
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Теперь, используя полученные коэффициенты, можно записать
окончательное линейное дифференциальное уравнение по (2.6):

02325 =D-D+D+D- xxyy && . (2.13)

2.4. Преобразования Лапласа

Исследование АСР существенно упрощается при использовании
прикладных математических методов операционного исчисления.
Например, функционирование некоторой системы описывается урав-
нением вида

xb
dt
dxbya

dt
dya

dt
yda 10212

2

0 +=++ , (2.14)

где х и у – входная и выходная величины. Если в данное уравнение
вместо x(t)  и y(t) подставить функции X(p) и Y(p) комплексной пере-
менной величины p, такие, что:

ò=
¥

-

0
)()( dtetxpX pt  и ò=

¥
-

0
)()( dtetypY pt , (2.15)

то исходное уравнение при нулевых начальных условиях равносильно
линейному алгебраическому уравнению

a0 p2 Y(p) + a1 p Y(p) + a2 Y(p) = b0 p X(p) + b1 X(p); (2.16)

dt
dp º . (2.17)

Переход от одной модели к другой достаточно прост и заключа-

ется в замене знаков дифференциалов n

n

dt
d  на операторы pn, знаков

интегралов ò dt...  на множители
p
1 , а самих x(t) и y(t) – изображения-

ми X(p) и Y(p).
Такой переход от дифференциального к алгебраическому урав-

нению называется прямым преобразованием Лапласа, формулы
(2.15) – соответственно формулами прямого преобразования Лапласа,
а полученное уравнение – операторным уравнением или уравнением
в операторной форме.
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Преобразование Лапласа обозначается как
[ ] ( )pXtxL =)( . (2.18)

При этом x(t) называют оригиналом, а X(p) – изображением.
Для обратного перехода от операторного уравнения к функциям

от времени используется метод обратного преобразования Лапласа.
Общая формула обратного преобразования Лапласа

[ ] ò==
+¥

¥-

- dtepXpXLtx pt)(
2
1)()( 1

p
. (2.19)

Эта формула достаточно сложна, поэтому были разработаны
специальные таблицы (табл. 2.2), в которые сведены наиболее часто
встречающиеся изображения функций X(p) и их оригиналы x(t). Дан-
ные формулы могут использоваться как в прямом, так и в обратном
направлении. Они позволяют отказаться от использования формул
(2.15) и (2.19).

Таблица 2.2

Формулы преобразований Лапласа

Функция x(t) ↔ X(p)
идеальное запаздывание pet ttd -¾®¬- )(

единичная функция с запаздыванием
p

ett
pt

t
-

¾®¬- ))((1

дельта-функция 1¾®¬d

степенная функция времени 1
!
+¾®¬ n

n

p
nt

единичная функция p
t 1)(1 ¾®¬

«ступенька скорости» 2
1)(1
p

tt ¾®¬

квадрат времени 3
2 2)(1

p
tt ¾®¬×

куб времени 4
3 6)(1

p
tt ¾®¬×

экспоненциальное затухание ( )a
a

+
¾®¬-

p
MMe t

умножение на a = const a∙x(t) ¾®¬ a∙X(p)
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Окончание табл. 2.2

Функция x(t) ↔ X(p)

сложение функций åå
==

¾®¬
n

i
i

n

i
i pXtx

11
)()(

дифференцирование функции )()( pXp
dt

txd n
n

n

×¾®¬

интегрирование функции
p
pXdttx

t )()(
0

¾®¬ò

синус функции 22)sin(
a

aa
+

¾®¬
p

t

косинус функции 22)cos(
a

a
+

¾®¬
p

pt

Для примера рассмотрим решение дифференциального уравне-
ния с использованием преобразований Лапласа

x
dt
dxy

dt
dy

dt
yd 122652

2
+=++ . (2.20)

Допустим, входной сигнал имеет форму единичного ступенча-
того воздействия, т. е. x(t) = 1(t). Тогда изображение входного сигнала
X(p) = 1/р.

Производим преобразование исходного дифференциального
уравнения по Лапласу и подставляем в него X(p) и Y(p):

p2∙Y(p) + 5∙p∙Y(p) + 6∙Y(p) = 2∙p∙X(p) + 12∙X(p), (2.21)

p2∙Y(p) + 5∙p∙Y(p) + 6∙Y(p) = 2∙p∙
p
1  + 12∙

p
1 , (2.22)

Y(p)∙(p3 + 5∙p2 + 6∙p) = 2∙p + 12. (2.23)
Определяется выражение для Y:

( )
ppp

ppY
65

122
23 ++

+
= . (2.24)

Оригинал полученной функции отсутствует в таблице оригина-
лов и изображений. Для решения задачи его поиска дробь разбивается
на сумму простых дробей с учетом того, что знаменатель может быть
представлен в виде p(p + 2)(p + 3):

( )
3

2
2

42
)3)(2(

122
65

122
23 +

+
+

-=
++

+
=

++
+

=
pppppp

p
ppp

ppY . (2.25)



24

Теперь, используя табличные функции, определяется оригинал
выходной функции

y(t) = 2 – 4∙e-2t + 2∙e-3t. (2.26)
Таким образом, описание линейных непрерывных систем может

быть представлено через преобразование Лапласа в операторной
форме, что наиболее часто применяется в ТАУ.

2.5. Линейные непрерывные модели вход-состояние-выход

В этом подразделе рассматриваются непрерывные линейные
модели, описывающие связи входов и выходов управляемого объекта
(динамической системы) в виде системы дифференциальных уравне-
ний 1-го порядка (системы в нормальной форме Коши) с использова-
нием промежуточных переменных – переменных состояния. Эти
уравнения получаются путём введения в исходное уравнение системы
новых переменных xi(t) вместо (i–1) производных выходной величины
y(t). Такой способ описания является ключевой особенностью
метода пространства состояний.

( 1)( ) ( ),  1,2...i
ix t y t i n-= = . (2.27)

Пространство состояний динамической системы – n-мерное
пространство, каждой точке которого однозначно соответствует оп-
ределённое состояние рассматриваемой динамической системы в не-
которых обобщённых координатах. Каждому процессу изменения со-
стояния системы (её движению в этих координатах) соответствует
определённая траектория перемещения изображающей точки в про-
странстве.

Переменными состояния неуправляемой динамической системы
(системы без входных воздействий) с выходом y называются незави-
симые переменные xi(t) такие, что значение выходной переменной y(t)
в произвольный момент времени t = t1 > t0 однозначно определяется
числами xi0 = xi(t0).

Связь между входным воздействием управляемой динамической
системы и ее выходной переменной неоднозначна, т. е. одному и тому
же входному сигналу u(t) может соответствовать множество выход-
ных сигналов y(t). Введение в рассмотрение переменных состояния xi

позволяет устранить указанную неоднозначность – выход системы в
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произвольный момент времени t1 > t0 единственным образом опреде-
ляется начальными значениями переменных состояния xi0 и заданным
на интервале времени [t0; t1] входным воздействием u = u[t0; t1].

В пространстве состояний многомерная динамическая система
(рис. 2.3) в общем виде характеризуется:
вектором переменных состояния

( )Tnxxxx ..., 21= , (2.28)

вектором входных (управляющих) воздействий

( )Tmuuuu ..., 21= , (2.29)

вектором возмущающих воздействий

( )1 2, ...
T

lf f f f= , (2.30)

вектором выходных переменных

( )Tkyyyy ..., 21= . (2.31)

Величины вектора x образуют минимальную совокупность ко-
ординат, задание которых полностью определяет текущее состояние
системы. Состояние системы может быть отождествлено с положени-
ем изображающей точки в n-мерном пространстве.

В общем случае линейная управляемая динамическая система с
m входами, l возмущениями, k выходами и n переменными состояния
описывается системой линейных дифференциальных уравнений со-
стояния и выхода 1-го порядка в форме Коши:

Рис. 2.3. Структурная схема модели управляемой
динамической системы с переменными состояния

Динамическая
система

u x y

f
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 (2.32)

Систему уравнений (2.32) можно представить матричной мо-
делью вход-состояние-выход линейной системы

;
,

x Ax Bu Qf
y Cx Du
= + +ì

í = +î

&
(2.33)

где А – матрица состояния размерности пхп, В – матрица управле-
ния размерности пхт, Q – матрица возмущения размерности nхl, С
– матрица выхода размерности кхп,  D  – матрица прямой связи
размерности кхm.

Для построения структурной схемы, соответствующей модели
вход-состояние-выход, запишем уравнения (2.33) в операторной фор-
ме и выразим выходную величину y

( )Ax Bu Qf
y C Du

p
+ +

= + , (2.34)

Эквивалентная структурная схема матричной модели системы
изображена на рис. 2.4, где x0 – начальные значения переменных со-
стояния.

Если матрица Q или D является нулевой,  это означает,  что в
системе нет возмущений или явной прямой связи.

Для невозмущенной системы без прямой связи с одним входом
m = 1, одним выходом k =1 и n переменными состояния матрицы А, В,
С, D, Q имеют вид

( ) ( ) ( )

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

...

...
, ,   , 0 , 0

...

n

n
n

n n nn n

a a a b
a a a b

A B С c c c D Q

a a a b

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷= = = = =
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

K
M M M M M

. (2.35)
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Первоначальная модель вход-состояние-выход может быть пре-
образована, причиной чему обычно является изменения базиса (коор-
динат состояния) пространства состояний. При замене вектора со-
стояния х другим вектором z, связанным со старым линейным невы-
рожденным преобразованием

z = Px, (2.36)
где Р – матрица преобразования, размерности nхn, причем матрица
преобразования не должна быть вырожденной, т. е. det P ≠ 0.

Тогда матричная модель одноканальной невозмущенной систе-
мы без прямой связи изменяется и принимает вид

;

,

z Az Bu
y Cz

ì = +ï
í

=ïî

% %&

%
(2.37)

где матрицы преобразованной модели находятся как
1

1

;
;

.

A PAP
B PB

C CP

-

-

ì =
ï

=í
ï =î

%

%

%

(2.38)

При этом исходное пространство состояний заменяется про-
странством состояний той же размерности. Введение новых коорди-
нат состояния приводит к эквивалентному преобразованию модели
вход-состояние-выход. Выходной сигнал системы y как и структурная
схема модели при переходе от одних координат состояния к другим
при одинаковых управляющих воздействиях u остается неизменным.

Рис. 2.4. Структурная схема матричной модели системы,
описанной в виде переменных состояния
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Для примера представления моделей вход-состояние-выход рас-
смотрим модель одноканальной невозмущенной системы, описывае-
мой дифференциальным уравнением 2-го порядка:

1 2y a y a y bu+ + =&& & (2.39)
где u – входное воздействие, y – входное воздействие, ai, b – постоян-
ные коэффициенты модели.

Используя формулу (2.27), определим переменные состояния
модели системы, заменив (n–1) производные выходной величины y(i–1)

новыми переменными xi:

1x y= , 2x y= & . (2.40)
Найдем производные переменных состояния:

1 2x y x= =& & ; (2.41)

2 1 2 1 2 2 1x y bu a y a y bu a x a x= = - - = - -& && & . (2.42)
Тогда модель вход-состояние-выход системы в форме Коши со-

гласно уравнению (2.32) будет иметь вид

1 2

2 2 1 1 2

1

;
;

.

x x
x a x a x bu
y x

=ì
ï = - - +í
ï =î

&

& (2.43)

Из (2.43) получим матричную модель вход-состояние-выход:

( )
2 1

0 1 0
;

1 0 .

x x u
a a b

y x

ì æ ö æ ö
= +ï ç ÷ ç ÷- - è øí è ø

ï =î

&

(2.44)

Структурная математическая схема модели системы (2.43), опи-
санной в виде переменных состояния, представлена на рис. 2.5.

Рис. 2.5. Структурная схема математической модели системы
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Для примера эквивалентного преобразования моделей вход-
состояние-выход рассмотрим модель одноканальной невозмущенной
системы, описываемой системой линейных дифференциальных урав-
нений состояния и выхода 1-го порядка в форме Коши:

1 1

2 2 3

3 1 2 3

2 3

;
2 5 ;

4 4 ;
2 .

x x u
x x x u
x x x x
y x x

= - -ì
ï = - + +ï
í = - -ï
ï = +î

&

&

&
(2.45)

Матричная модель вход-состояние-выход системы из (2.45):

( )

1 0 0 1
0 2 1 5 ;
4 1 4 0

0 2 1 .

x x u

y x

ì - -æ ö æ ö
ï ç ÷ ç ÷= - +ï ç ÷ ç ÷í ç ÷ ç ÷- -è ø è øï
ï =î

&

(2.46)

Матрица преобразования Р имеет вид
1 3 0
6 0 1
5 2 1

P
æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷-è ø

. (2.47)

Проведем эквивалентное преобразование модели вход-
состояние-выход (2.46), используя формулу (2.38).

Расчет матриц преобразованной модели можно провести в про-
грамме MS Excel посредством ввода в свободные ячейки следующих
функций:
( )A%  "=МУМНОЖ(МУМНОЖ(A16:C18;A3:C5);(МОБР(A16:C18)))"
( )B%  "=МУМНОЖ(A16:C18;A8:A10)"
( )C%  "=МУМНОЖ(A13:C13;МОБР(A16:C18))"
где исходные матрицы заранее задаются в ячейках листа:
(А) = {A3:C5}, (B) = {A8:A10}, (C) = {A13:C13}, (P) = {A16:C18}.

После ввода функций, массив данных хранится в одной ячейке,
чтобы вывести полную матрицу необходимо выделить нужный диа-
пазон ячеек вместе с введенной функцией (размер преобразованной
матрицы определяется по размеру исходной), нажать F2, а затем
Ctrl+Shift+Enter.
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Тогда матричная модель преобразованной системы изменяется и
принимает вид

( )

5,6 8,4 11,4 14
5,8 4,2 8,2 6 ;

10,2 10,8 16,8 5

2,8 2,2 3,2 .

z z u

y z

ì -æ ö æ ö
ï ç ÷ ç ÷= - + -ï ç ÷ ç ÷í ç ÷ ç ÷-è ø è øï
ï = -î

&

(2.48)

Таким образом, вектор переменных состояния x заменился на
вектор переменных состояния z той же размерности, но выходной
сигнал системы y при одинаковых управляющих воздействиях u оста-
ется неизменным.

2.6. Режимы работы систем

Системы могут находиться в одном из двух режимов: стацио-
нарном (установившемся) и переходном.

Переходный режим – режим изменения во времени различных
переменных системы (фазовые или выходные параметры, скорость
или ускорение), в ходе которого система изменяет свое состояние и
стремится перейти в новый или вернуться в старый стационарный
режим.

Стационарный (установившийся) режим АСР – режим, при
котором расхождение между истинным значением регулируемой ве-
личины и ее заданным значением будет постоянным во времени.

Стационарный режим работы системы может быть двух видов:
статический и динамический.

Статический режим – это режим, при котором система нахо-
дится в состоянии покоя вследствие того, что все внешние воздейст-
вия и параметры системы не меняются во времени, т. е. скорость из-
менения выходного параметра системы равна нулю.

Динамический режим – это режим, при котором приложенные
к системе внешние воздействия изменяются по какому-либо устано-
вившемуся закону. В результате чего система переходит в режим ус-
тановившегося вынужденного движения, т. е. скорость или ускорение
выходного параметра системы постоянно во времени.

Динамический режим используется для снятия частотных ха-
рактеристик. Стационарные динамические режимы бывают двух
типов:
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· детерминированный стационарный режим – это режим,
при котором на систему действуют детерминированные (регулярные)
стационарные воздействия. Например, гармонические колебания.

· случайный стационарный режим – это режим, при котором
на систему действуют случайные, но стационарные функции.

Система называется статической, если при постоянном вход-
ном воздействии ошибка управления стремится к постоянному значе-
нию, зависящему от величины воздействия.

Статическая АСР – это автоматическая система с замкнутой
цепью воздействия, которая после привидения к одноконтурной схе-
ме содержит только статические элементы.

Система, в которой величина установившейся ошибки зависит
от величины возмущения при постоянном задании, называется ста-
тической по возмущению. Если установившаяся ошибка не зависит
от величины возмущения, то система является астатической 1-го по-
рядка. Если установившаяся ошибка не зависит от первой производ-
ной возмущающего воздействия, то система является астатической 2-
го порядка. Кроме того, различают статизм и астатизм по задаю-
щему воздействию (см. п. 2.7).

Статическим называется элемент, у которого при постоянном
входном воздействии с течением времени устанавливается постоян-
ная выходная величина. Например, любой электронный усилитель.

Линейным статическим элементом называется безинерцион-
ный элемент, обладающий линейной статической характеристикой

ууст = K∙хвх + а0. (2.49)
Статическая характеристика элемента в данном случае имеет

вид прямой с коэффициентом наклона K. Линейные статические ха-
рактеристики, в отличие от нелинейных, более удобны для изучения
благодаря своей простоте. Если модель объекта нелинейна, то обычно
ее преобразуют к линейному виду путем линеаризации.

Система называется астатической, если при постоянном вход-
ном воздействии ошибка управления стремится к нулю вне зависимо-
сти от величины воздействия.

Астатическая АСР – это система с замкнутой цепью воздейст-
вия, которая после привидения к одноконтурной схеме содержит хотя
бы один астатический элемент.

Астатическим называется элемент, у которого при постоянном
входном воздействии сигнал на выходе непрерывно растет с постоян-
ной скоростью, ускорением и т.д. Например, двигатель постоянного
тока, при входном воздействии – напряжение обмоток и выходном –
угол поворота якоря.
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2.7. Статические характеристики систем

Режим работы системы, в котором управляемая величина и все
промежуточные величины не изменяются во времени, называется ус-
тановившимся, или статическим режимом. Любое звено и САУ в
целом в данном режиме описывается уравнениями статики вида
y = F(x,f), в которых отсутствует параметр время t. Соответствующие
им графики называются статическими характеристиками.

Статической характеристикой системы называется зависи-
мость установившихся значений выходной величины y от значения
величины на входе системы x:

yуст = F(xвх). (2.50)
Статическую характеристику (рис. 2.6, а) часто изображают

графически в виде кривой yуст(хвх).
Если звено имеет второй вход по возмущению f, то статическая

характеристика задается семейством кривых y = F(x) при различных
значениях f (рис. 2.6, б), или y = F(f) при различных x.

Так примером одного из функциональных звеньев является
обычный механический рычаг. Уравнение статики для него имеет
вид y = Kx. Его можно изобразить звеном, функцией которого явля-
ется усиление (или ослабление) входного сигнала в K раз. Коэффи-
циент K = y/u, равный отношению выходной и входной величины
называется коэффициентом усиления звена. Когда входная и вы-
ходная величины имеют разную природу (коэффициент имеет раз-
мерность), его называют коэффициентом передачи (см. п. 2.11).

Рис. 2.6. Графическое представление статической характеристики

ууст

хвх

а) б)
ууст

хвх

f1

f2

f3
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2.8. Переходные характеристики систем

Как известно переходные и динамические процессы возможны
только при каких-либо входных воздействиях. В данном случае про-
исходит изменение внутренних параметров системы, которое харак-
теризует динамические свойства системы, ее поведение во времени.

Переходные характеристики могут записываться аналитически
или изображаться графически в виде кривой y(t) (рис. 2.7).

Переходные и динамические процессы будут зависеть от входных
воздействий, приложенных к системе. Для простоты анализа систем
входные воздействия приводят к одному из типовых видов (рис. 2.8).

Единичная ступенчатая функция (функция Хэвисайда, еди-
ничная ступенчатая функция, функция единичного скачка, включен-
ная единица) – кусочно-постоянная функция, равная нулю для отри-
цательных значений аргумента и единице – для положительных.

Единичная ступенчатая функция 1(t) в математической форме

î
í
ì
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t (2.51)

Рис. 2.8. Графическое представление типовых входных воздействий
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Дельта-функция (d-функция Дирака, дельта-импульс) – сим-
вол, применяемый в математической физике при решении задач, в ко-
торые входят сосредоточенные величины (сосредоточенная нагрузка,
сосредоточенный заряд и т.д.). Физически d-функцию можно пред-
ставить как бесконечный всплеск единичной интенсивности.

Дельта-функция d(t) в математической форме
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В зависимости от вида входного воздействия функция у(t) может
иметь различные обозначения:

Переходной временной характеристикой h(t) называется зави-
симость выходной величины системы от времени при единичном сту-
пенчатом воздействии или выражение у(t) при условии x(t)  =  1(t) при
нулевых начальных условиях, т. е. при х(0) = 0 и у(0) = 0 (рис. 2.9, а).

Переходной импульсной характеристикой w(t) называется за-
висимость выходной величины системы от времени при входном воз-
действии в виде d-функции при нулевых начальных условиях, т. е.
при х(0) = 0 и у(0) = 0 (рис. 2.9, б).

Переходная и импульсная характеристика, также как и диффе-
ренциальное уравнение системы дают исчерпывающее представление
о динамических свойствах объекта.

Рис. 2.9. Переходные характеристики в графическом виде:
а) переходная временная характеристика h(t);
б) переходная импульсная характеристика w(t)

а) б)h(t)y

t
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2.9. Частотные характеристики систем

При подаче на вход системы синусоидального сигнала опреде-
ленной амплитуды и фазы на выходе, как правило, в установившемся
режиме получается также синусоидальный сигнал, но с другой ам-
плитудой и фазой.

Частотной характеристикой называются установившиеся вы-
нужденные колебания на выходе звена y(t), вызванные гармониче-
ским воздействием на его входе x(t).

max

max

( ) sin ;
( ) sin( ),

x t x t
y t y t

w
w j

=ì
í = +î

(2.54)

где xmax, ymax – амплитуда на входе и выходе, w – частота,
j – фаза сигнала.

Амплитудная частотная характеристика (АЧХ) – это зави-
симость отношения амплитуды сигнала на выходе звена к амплитуде
на входе A = ymax/xmax от частоты входного сигнала w (рис. 2.10, а).

Фазовая частотная характеристика (ФЧХ) – зависимость
угла сдвига по фазе j сигнала на выходе звена от частоты входного
сигнала w (рис. 2.10, б).

Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ) –
это годограф, построенный на комплексной плоскости [+1; j]  или в
полярной системе координат (рис. 2.10, в), причем каждой точке годо-
графа соответствует определённое значение частоты w. Длина векто-
ра годографа Ai берётся из АЧХ, угол поворота φi из ФЧХ.

АЧХ и ФЧХ в совокупности или АФЧХ дает исчерпывающее
представление о динамических свойствах объекта.

Логарифмические частотные характеристики –  АЧХ и
ФЧХ, представленные в логарифмическом масштабе (рис. 2.11).

Рис. 2.10. Графическое представление частотных характеристик:
а) АЧХ; б) ФЧХ; в) АФЧХ

а) б) в)

φ
ω

А

ω
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ЛАХ – L = f(lgω), ЛФХ – φ = f(lgω).
Параметры L и lgω определяются следующим образом:

b=wlg , где b10=w ; (2.55)

AL lg20 ×= . (2.56)
Ордината ЛАХ L измеряется в децибелах [дБ].
Децибел – логарифмическая единица уровней, затуханий и уси-

лений.
1 Б = 10 дБ – это увеличение мощности сигнала в 10 раз.
2 Б = 20 дБ – это увеличение мощности сигнала в 100 раз;
3 Б = 30 дБ – это увеличение мощности сигнала в 1000 раз и т.д.

Абсцисса ЛАХ и ЛФХ lgω измеряется в декадах [дек].
Декада – логарифмическая единица частот, соответствующая

изменению частоты ω в 10 раз.
Для упрощения анализа логарифмических характеристик приме-

няют асимптотическое упрощение графического представления ЛАХ.
Асимптотическая ЛАХ – это идеализированная ЛАХ, состоя-

щая из асимптот (отрезки горизонтальных и наклонных прямых).
Асимптотическая ЛАХ характеризуется следующими парамет-

рами:
· L = 20lgK и lgω = 0 (ω = 1) – начальная точка построения, где

K – общий коэффициент передачи системы;

Реальная характеристика

φ, рад

Рис. 2.11. Графическое представление логарифмических частотных
характеристик

Асимптотическая характеристика

ωсрω0

lgω

lgω

20lgK

L, дБ

Наклон асимптотической
характеристики



37

· ω0 – частота сопряжения, на которой наблюдается изменение
наклона асимптотической ЛАХ;

· ωср – частота среза – переход L в отрицательную область;
· наклон ЛАХ измеряется в децибелах на декаду [дБ/дек].

2.10. Передаточная функция

Понятие передаточная функция является наиболее важной ка-
тегорией в теории автоматического управления и регулирования. Пе-
редаточная функция является своего рода математической моделью
АСР, т.к. полностью характеризует динамические свойства системы.

Передаточной функцией называется отношение изображения
выходного сигнала Y(p) к изображению входного воздействия X(p)
при нулевых начальных условиях:

)(
)()(

pX
pYpW = . (2.57)

Передаточная функция является дробно-рациональной функци-
ей комплексной переменной
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где B(p) = b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm – полином числителя,
А(p) = a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an – полином знаменателя.

Передаточная функция имеет порядок, который определяется
порядком полинома знаменателя n. Из (2.57) следует, что изображе-
ние выходного сигнала можно найти как

Y(p) = W(p)∙X(p). (2.59)
Для линейных систем с входным X и возмущающим воздействи-

ем F (рис. 2.1) можно применить принцип наложения (суперпозиции)
и выделить следующие два случая:

· сигнал F(p) = 0, тогда )()()()( pXpBpYpA ×=× ;
· сигнал X(p) = 0, тогда )()()()( pFpQpYpA ×=× .
Тогда, для такой АСР, имеющей входы по управлению и по воз-

мущению, можно определить две передаточные функции
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)()(

pA
pB

pX
pYpWX == ; (2.60)
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pA
pQ

pF
pYpWF == . (2.61)

Уравнение (2.60) представляет передаточную функцию по
управлению, а выражение (2.61) представляет передаточную функ-
цию по возмущению. Общая передаточная функция такой системы
является суммой (2.60) и (2.61).

2.11. Типовые динамические звенья

Типовым динамическим звеном АСР является составная часть
модели системы, которая описывается дифференциальным уравнени-
ем не выше второго порядка. По динамическим свойствам типовые
звенья делятся на следующие разновидности:

· позиционные;
· дифференцирующие;
· интегрирующие.
Позиционными звеньями являются такие звенья, у которых в

установившемся режиме наблюдается линейная зависимость между
входными и выходными сигналами. При постоянном уровне входного
сигнала сигнал на выходе также стремится к постоянному значению.

Дифференцирующими являются такие звенья, у которых в ус-
тановившемся режиме выходной сигнал пропорционален производ-
ной по времени от входного сигнала.

Интегрирующими являются такие звенья, у которых выходной
сигнал пропорционален интегралу по времени от входного сигнала.

Звено считается заданным и определенным, если известна его
передаточная функция или дифференциальное уравнение. Кроме то-
го, звенья имеют временные и частотные характеристики.

Простейшие типовые динамические звенья:
· идеальное усилительное;
· запаздывающее;
· интегрирующее;
· дифференцирующее и реальное дифференцирующее;
· апериодическое;
· колебательное;
· форсирующее.
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Идеальное усилительное звено
Звено усиливает входной x сигнал в K раз. Параметр K называ-

ется коэффициентом усиления. У данного звена отсутствуют инер-
ционные свойства, поэтому его переходная характеристика совпадает
со статической.

Уравнение звена:
у = K·х. (2.62)

Передаточная функция
W(p) = K. (2.63)

Переходная характеристика (рис. 2.12, а)
h(t) =K×1(t). (2.64)

Частотные характеристики имеют вид (рис. 2.12, б)
( ) KA =w ; (2.65)

( ) KL lg20=w ; (2.66)

( ) 0=wj . (2.67)
АФЧХ, построенная на комплексной плоскости [+1; j], имеет вид

точки, расположенной на оси действительных значений (рис. 2.12, в).

Рис. 2.12. Характеристики идеального усилительного звена:
а) переходная; б) ЛАХ и ЛФХ; в) АФЧХ
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Примерами таких звеньев являются: механические передачи,
рычаги, датчики, безынерционные усилители и др.

Звено запаздывания
Выходная величина у на выходе звена запаздывания в точности по-

вторяет входную величину х с некоторым запаздыванием t (рис. 2.13, а).
Уравнение звена:

y(t) = x(t – t). (2.68)
Передаточная функция

W(p) = e-tp. (2.69)
Переходная характеристика (рис. 2.13, а)

h(t) = 1(t – t). (2.70)
Частотные характеристики (рис. 2.13, б) имеют вид

( ) 1=wA ; (2.71)
( ) 0=wL ; (2.72)

( ) twwj -= . (2.73)

Рис. 2.13. Характеристики звена запаздывания:
а) переходная; б) ЛАХ и ЛФХ; в) АФЧХ
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АФЧХ звена запаздывания (рис. 2.13, в) описывается частотной
передаточной функцией (см. п. 3.6 и п. 3.7)

( ) twtww tw sincos jejW j -== - . (2.74)

Примеры звена запаздывания: движение груза по конвейеру,
движение жидкости по трубопроводу.

Идеальное интегрирующее звено
Звено интегрирует входной сигнал x с коэффициентом K. Это

звено астатическое, т. е. не имеет установившегося режима.
Уравнение звена:

ò=
t
xdtKy

0
. (2.75)

Передаточная функция

( )
p
KpW = . (2.76)

Переходная характеристика (рис. 2.14, а)
h(t)=K×t. (2.77)

Частотные характеристики (рис. 2.14, б) имеют вид

( )
w

w KA = ; (2.78)

( ) w
w

w lg20lg20lg20 -== KKL ; (2.79)

( )
2

)
0

arctg( pwwj -=-=
K . (2.80)

АФЧХ интегрирующего звена (рис. 2.14, в) описывается частот-
ной передаточной функцией, состоящей только из мнимой части
jV(ω):

( )
w

w KjjW -= . (2.81)

Примером идеального интегрирующего звена в упрощенном ви-
де может являться двигатель постоянного тока с независимым возбу-
ждением, если в качестве входного воздействия принять напряжение
питания обмоток статора, а выходного – угол поворота якоря.
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Идеальное дифференцирующее звено
Выходная величина такого звена пропорциональна производной

входного сигнала x. Коэффициент передачи K звена измеряется в се-
кундах.

Уравнение звена:

dt
dxKy = . (2.82)

Передаточная функция
( ) KppW = . (2.83)

При ступенчатом входном сигнале переходная характеристика
(рис. 2.15, а) представляет собой d-функцию (2.53)

)()( tKth d= . (2.84)
Частотные характеристики (рис. 2.15, б) имеют вид

( ) ww KA = ; (2.85)

φ, рад

Рис. 2.14. Характеристики интегрирующего звена:
а) переходная; б) ЛАХ и ЛФХ; в) АФЧХ
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( ) www lg20lg20lg20 +== KKL ; (2.86)

( )
20

arctg pwwj +=÷
ø
ö

ç
è
æ=

K . (2.87)

АФЧХ идеального дифференцирующего звена (рис. 2.15, в) опи-
сывается частотной передаточной функцией, состоящей только из
мнимой части jV(ω):

( ) ww jKjW = . (2.88)

Примером идеального дифференцирующего звена может являться
закон изменения тока и напряжения в индуктивном или ёмкостном эле-
менте:

dt
dUCI = ; (2.89)

φ, рад

Рис. 2.15. Характеристики идеального дифференцирующего звена:
а) переходная; б) ЛАХ и ЛФХ; в) АФЧХ
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dt
dILU = . (2.90)

Реальное дифференцирующее звено
Данное звено обладает конечной инерционностью, вследствие

чего осуществляемое им дифференцирование является неточным.
Уравнение звена:

dt
dxKy

dt
dyT =+ . (2.91)

Передаточная функция

( )
1+

=
Tp

KppW . (2.92)

Из передаточной функции видно, что реальное дифференци-
рующее звено состоит из последовательного соединения апериодиче-
ского и идеального дифференцирующего звена, из чего следует, что
данное звено не является элементарным.

Переходная характеристика (рис. 2.16, а) при условии, что
x(t) = 1(t) имеет вид

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

-
T
t

e
T
Kth )( . (2.93)

Частотные характеристики (рис. 2.16, б) имеют вид

1
)(

22 +
=

w

ww
T

KA ; (2.94)

( ) 1lg20lg20 22 +-= www TKL ; (2.95)

( ) 1arctg
T

j w
w

æ ö= ç ÷
è ø

. (2.96)

АФЧХ реального дифференцирующего звена (рис. 2.16, в) опи-
сывается частотной передаточной функцией, состоящей из вещест-
венной U(ω) и мнимой части jV(ω):

( )
11 2222

2

+
+

+
=

w
w

w
ww

T
Kj

T
KTjW . (2.97)
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Апериодическое звено
Звено описывает инерционность объекта постоянной времени T

и передает входной сигнал x с коэффициентом K.
Уравнение звена:

Kxy
dt
dyT =+ . (2.98)

Передаточная функция

( )
1+

=
Tp

KpW . (2.99)

Переходная характеристика (рис. 2.17, а), в результате решения
уравнения (2.98), при условии, что x(t) = 1(t) имеет вид

)1()( T
t

eKth
-

-= . (2.100)

φ, рад

Рис. 2.16. Характеристики реального дифференцирующего звена:
а) переходная; б) ЛАХ, ЛФХ; в) АФЧХ
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Частотные характеристики (рис. 2.17, б) имеют вид

1
)(

22 +
=

w
w

T
KA ; (2.101)

( ) 221lg20lg20 ww TKL +-= ; (2.102)

( ) )arctg( wwj T-= . (2.103)
АФЧХ апериодического звена (рис. 2.17, в) описывается частот-

ной передаточной функцией, состоящей из вещественной U(ω)  и
мнимой части jV(ω):

( )
11 2222 +

-
+

=
w
w

w
w

T
KTj

T
KjW . (2.104)

На рис. 2.17 изображены характеристики апериодического звена.

φ, рад

Рис. 2.17. Характеристики апериодического звена:
а) переходная; б) ЛАХ, ЛФХ; в) АФЧХ
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Колебательное звено
Звено описывает колебательность объекта постоянными време-

ни T1 и T2 и передает входной сигнал x с коэффициентом K.
Уравнение звена:

Kxy
dt
dyT

dt
ydT =++ 22

2
2

1 . (2.105)

Передаточная функция

121
)(

1
22

12
22

1 ++
=

++
=

pζTpT
K

pTpT
KpW . (2.106)

Переходная характеристика (рис. 2.18, а)

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +××

+
-=

α
ββte

β
βα

Kth αt arctgsin1)(
22

, (2.107)

где затухание переходного процесса α

2
1

2

2T
Tα = , (2.108)

и угловая частота переходного процесса β

2
1

2
2

2
1

2
4

T
TT

β
-

= . (2.109)

Динамические свойства звена характеризуются коэффициентом
колебательности – ζ (зетта)

1

2

2T
Tζ = . (2.110)

Для сохранения колебательности звена, необходимо, чтобы ζ < 1.
Если ζ ≥ 1, то колебательное звено вырождается в апериодическое звено
второго порядка, не имеющее колебательности.

Частотные характеристики (рис. 2.18, б) имеют вид

( ) 22
2

222
11

)(
ww

w
TT

KA
+-

= ; (2.111)

( ) ( ) 22
2

222
11lg20lg20 www TTKL +--= ; (2.112)
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( )

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
>-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

-

=

.1
1

arctg

;1
1

arctg

1
22

1

2

1
22

1

2

T
при

T
T

T
при

T
T

wp
w
w

w
w
w

wj (2.113)

АФЧХ колебательного звена (рис. 2.18, в) описывается частот-
ной передаточной функцией, состоящей из вещественной U(ω)  и
мнимой части jV(ω):

( ) ( )
( ) ( ) 22

2
222

1

2
22

2
222

1

22
1

11

1

ww

w

ww

ww
TT

KTj
TT

TKjW
+-

-
+-

-
= . (2.114)

На рис. 2.18 изображены характеристики колебательного звена.
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Рис. 2.18. Характеристики колебательного звена:
а) переходная; б) ЛАХ, ЛФХ; в) АФЧХ
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Хорошим примером колебательного звена может быть маятник
механических наручных часов. Он состоит из маховика и пружины,
которые способны эффективно обмениваться энергией на резонанс-
ной частоте колебаний.

Форсирующее звено
Также данное звено является пропорционально-

дифференцирующим (см. п. 5.3). Данное звено прибавляет к входному
сигналу x его производную и усиливает полученный сигнал в K раз.

Уравнение звена первого порядка:

T
K

dt
dxK

T
y

+= . (2.115)

Передаточная функция
( ) ( )1+= TpKpW . (2.116)

Из передаточной функции видно, что форсирующее звено со-
стоит из параллельного соединения идеального усилительного и иде-
ального дифференцирующего звена, из чего следует, что данное звено
не является элементарным.

Переходная характеристика (рис. 2.19, а) при условии, что
x(t) = 1(t) имеет вид

( )1)()( += tTKth d . (2.117)

Частотные характеристики (рис. 2.19, б) имеют вид

1)( 22 += ww TKA ; (2.118)

( ) 1lg20lg20 22 ++= ww TKL ; (2.119)

( ) wwj Tarctg= . (2.120)

АФЧХ форсирующего звена (рис. 2.19, в) описывается частот-
ной передаточной функцией, состоящей из вещественной U(ω)  и
мнимой части jV(ω):

( ) ww jKTKjW += . (2.121)
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2.12. Структурные схемы моделей систем.
Структурные преобразования

Структурная схема модели системы – это графическое изо-
бражение математической модели системы как совокупности элемен-
тарных динамических звеньев и связей между ними. Звенья не отра-
жают конструктивные и функциональные признаки АСР, а отражают
её динамические свойства.

Звенья структурной схемы могут не совпадать с её реальными
составными частями т.к. основное требование к структурной схеме
заключается в том, чтобы её результирующий алгоритм совпадал с

Рис. 2.19. Характеристики форсирующего звена:
а) переходная; б) ЛАХ, ЛФХ; в) АФЧХ
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алгоритмом функционирования реальной АСР. По структурной схеме
АСР, зная передаточные функции отдельных звеньев, можно полу-
чить передаточную функцию или характеристики АСР в целом.

Поскольку исследуемый объект в целях упрощения анализа
функционирования и математического описания разбит на звенья, то
после определения передаточных функций каждого звена, встает за-
дача объединения их в одну передаточную функцию объекта.

Для исследования и расчета структурную схему АСР путем эк-
вивалентных преобразований приводят к простейшему стандартному
виду «объект – регулятор».

Последовательное соединение звеньев
Допустим, система описана при помощи нескольких последова-

тельно соединенных между собой звеньев (рис. 2.20).

При последовательном соединении на вход последующего звена
приходит выход предыдущего:

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

×=

×=
×=

- .)(
.....................

;)(
;)(

1

122

11

nn ypWy

ypWy
xpWy

(2.122)

Исключив промежуточные переменные y, получим, что при по-
следовательном соединении звеньев (рис. 2.20) их передаточные
функции перемножаются:

Õ=×××=
=

n

i
inПОСЛ pWpWpWpWpW

1
21 )()(...)()()( . (2.123)

Параллельное соединение звеньев
Допустим, система описана при помощи нескольких параллель-

но соединенных между собой звеньев (рис. 2.21).
При параллельном соединении звеньев общий выход системы

складывается из выходов отдельных звеньев:

W1(p) W2(p) Wi(p)
х уi

Рис. 2.20. Структурная схема последовательного соединения звеньев

у1 у2
Wn(p)

у
… …
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y = y1 ± y2 ±…± yn. (2.124)
Заменив переменные y на соответствующие передаточные

функции, получим, что при параллельном соединении звеньев (рис.
2.21) их передаточные функции складываются с учетом знака:

å=±±±=
=

n

i
inПАР pWpWpWpWpW

1
21 )()(...)()()( . (2.125)

Звено, охваченное обратной связью
Обратная связь может быть положительной «+» и отрицатель-

ной «–» (рис. 2.22).

Система с обратной связью описывается уравнениями
( )

î
í
ì

×=

±×=

.)(
;)(

2

1

ypWx
xxpWy

oc

oc (2.126)

Исключив из системы уравнений хос, получим
( )ypWxpWy ×±×= )()( 21 ; (2.127)

ypWpWxpWy ××±×= )()()( 211 ; (2.128)

( ) xpWpWpWy ×=× )()()(1 121m . (2.129)

Рис. 2.21. Структурная схема
параллельного соединения звеньев
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Рис. 2.22. Структурная схема звена,
охваченного обратной связью
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Выразив отношение y к x, получим эквивалентную передаточ-
ную функцию звена, охваченного ОС или передаточную функцию
замкнутой системы

)()(1
)()(

21

1

pWpW
pWpWЗАМ

m
= , (2.130)

где «+» соответствует отрицательной ОС, «–» – положительной.
)()()( 21 pWpWpW РАЗ=× . (2.131)

где WРАЗ(p) – передаточная функция разомкнутой системы.
Рассмотренные правила позволяют для одноконтурных структур

АСР получить эквивалентные передаточные функции по управлению,
по возмущению, по ошибке и разомкнутой АСР.

Одноконтурная АСР
Приведенные передаточные функции получены на основе при-

менения правила последовательного соединения элементов и соеди-
нения в виде обратных связей.

Передаточная функция разомкнутой АСР (рис. 2.23) WPАЗ(p) оп-
ределяется выражением

)()()()( 210 pWpWpWpWРАЗ ××= . (2.132)

Передаточная функция замкнутой АСР по управляющему воз-
действию WX(p) имеет вид

)(1
)()(

)(
)()( 21

pW
pWpW

pX
pYpW

РАЗ
X +

×
== . (2.133)

Таким образом, введение контура обратной связи снижает эф-
фективность управляющего воздействия в [1 + WРАЗ(p)] раз.

Передаточная функция замкнутой АСР по возмущению WF(p)
определяется выражением

Рис. 2.23. Структурная схема модели одноконтурной
автоматической системы регулирования
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)(1
)(

)(
)()( 1

pW
pW

pF
pYpW

РАЗ
F +

== . (2.134)

Таким образом, замкнутая система управления снижает воздей-
ствие помехи на выходной сигнал в [1 + WРАЗ(p)] раз.

Передаточная функция замкнутой АСР по ошибке регулирова-
ния WΔ(p) имеет следующий вид:

)(1
1

)(
)()(

pWpX
ppW

РАЗ+
=

D
=D . (2.135)

Выражения (2.133 – 2.135) позволяют проводить исследования в
точности и погрешности функционирования системы управления (см.
п. 4.2).

Многоконтурная АСР
Если задана многоконтурная структура АСР, то с помощью

структурных преобразований она может быть приведена к однокон-
турной.

При этом используется ряд дополнительных правил, связанных
с переносом элементов структурной схемы. Правила сведены в
табл. 2.3.

Таблица 2.3
Правила структурных преобразований

Преобразова-
ние

Структурная схема
Исходная Эквивалентная

Перенос точки
разветвления
через элемент
вперед

Перенос точки
разветвления
через элемент
назад

Перенос
сумматора
через элемент
вперед

W1(p)
X Y

X

W1(p)
X Y

)(
1

1 sW
X

W1(p)
X Y

Y
W1(p)

X Y

W1(p) Y

W1(p)
X Y

U
±

W1(p)
X Y

U
±

W1(p)
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Окончание табл. 2.3

Преобразова-
ние

Структурная схема
Исходная Эквивалентная

Перенос
сумматора
через элемент
назад

Вынос точки
разветвления
из
параллельного
соединения

Перенос
вперед точки
через
параллельное
соединение
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Вынос точки
разветвления
назад из
контура
обратной
связи

2.13. Структурные модели систем

В данном вопросе рассматривается аналитическая форма пред-
ставления динамической системы в виде дифференциального уравне-
ния и реализация данного уравнения в виде структурной схемы.

Допустим, что система содержит один вход x, один выход y,  и
имеет передаточную функцию вида

nn
nnn apapapapa

bpbpW
+++++

+
=

-
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1
2

2
1

10

10

...
)( . (2.136)

Запишем уравнение в операторном виде, связывающее входные
и выходные сигналы и соответствующее заданной передаточной
функции:

( )xbpbyaypaypaypaypa nn
nnn
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2
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10 ... +=+×++++ -
-- . (2.137)

Выразим уравнение (2.137) относительно старшей степени p:
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Полученное выражение представляет старшую производную
выходной величины pny как разность выражения (β0p + β1)x и суммы
выходных сигналов интеграторов, умноженных на коэффициенты α1,
α2, ..., αn-1, αn:
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Выходной сигнал y можно получить путем последовательного
интегрирования его старшей производной pny. Для этого потребуется
n последовательно включенных интеграторов, входные сигналы кото-
рых представляют собой производные от pny до p·y (рис. 2.24).
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Тогда согласно уравнению (2.138) получим структурную схему
дифференциального уравнения, представленную на рис. 2.25.

2.14. Контрольные вопросы

1. Что такое математическая модель? Какие типы моделей ис-
пользуются в теории автоматического управления?

2. Что понимают под дифференциальным уравнением? Как оп-
ределяется его порядок?

3. Что представляет собой линеаризация дифференциального
уравнения и уравнение в приращениях?

4. Что такое преобразование Лапласа? В чем его суть?
5. Что понимают под представлением дифференциальных

уравнений в нормальной форме Коши?
6. Как описать математическую модель системы с использова-

нием переменных состояния?

Рис. 2.24. Структурная схема последовательного интегрирования

np y 1np y- 2np y- p y×1
p

… 1
p

y1
p

Рис. 2.25. Структурная математическая схема модели системы,
составленная по дифференциальному уравнению
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7. Какими способами можно представить динамическую систе-
му в пространстве состояний?

8. Как построить структурную схему модели по матрицам сис-
темы в пространстве состояний?

9. Как производится смена координат состояния? Изменится ли
передаточная функция системы с заменой координат состояния?

10. Какие режимы работы системы существуют? В чем особен-
ность данных режимов?

11. Что такое статическая характеристика системы? Как её
получить?

12. Какие переходные характеристики существуют? Какие типо-
вые воздействия используются для их получения?

13. Что представляют собой частотные характеристики системы?
Какие они бывают?

14. Построение АЧХ и ФЧХ в логарифмическом масштабе.
15. Назовите определения децибела и декады.
16. В чем суть асимптотических логарифмических характери-

стик?
17. Как находятся частота сопряжения и частота среза?
18. Что такое передаточная функция системы?
19. Что представляет собой звено направленного действия?
20. Классификация и примеры типовых динамических звеньев.
21. Что такое структурная схема модели системы?
22. Каким образом изображаются параметрические связи в

структурной схеме модели системы?
23. Чем можно заменить несколько последовательно соединен-

ных звеньев?
24. Чем можно заменить несколько параллельно соединенных

звеньев?
25. Чем можно заменить звено, охваченное обратной связью?
26. По каким каналам можно получить передаточные функции

одноконтурной возмущенной системы автоматического регулирова-
ния?
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3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

3.1. Основные понятия устойчивости системы

Понятие устойчивости является важнейшей качественной оцен-
кой динамических свойств АСР. Устойчивость АСР связана с харак-
тером её поведения после прекращения внешнего воздействия. Это
поведение описывается свободной составляющей дифференциального
уравнения, которое описывает систему. Для уравнения (2.137) сво-
бодная составляющая

( )yapapa n
nn +++ - ...1

10 . (3.1)
Устойчивость системы – это свойство системы возвращаться

в исходный стационарный режим или переходить в новый при изме-
нении внешних воздействий на систему. В АСР это происходит за
счет изменения внутренних переменных параметров системы.

Оценка устойчивости представляет собой решение однородного
дифференциального уравнения при заданных начальных условиях

( ) ¥®=+++ - tyapapa n
nn при0...1

10 . (3.2)
Если свободная составляющая выходного параметра системы

после прекращения внешнего воздействия стремится к нулю, то такая
система является устойчивой. Другими словами, устойчивость сис-
темы это есть затухание ее переходных процессов.

Если свободная составляющая системы имеет вид гармониче-
ских колебаний с постоянной амплитудой, то система считается ней-
тральной (находится на границе устойчивости).

В том случае, если свободная составляющая неограниченно воз-
растает или имеет вид гармонических колебаний с возрастающей ам-
плитудой, то система считается неустойчивой.

С целью упрощения анализа устойчивости систем разработан
ряд специальных методов, которые получили название критерии ус-
тойчивости, позволяющих оценить влияние параметров системы на
её устойчивость.

Критерии устойчивости делятся на две разновидности: алгеб-
раические и частотные.

Алгебраические критерии являются аналитическими (Корневой
критерий, критерий Стодолы, критерий Гурвица, критерий Рауса).
Первые два критерия являются необходимыми критериями устойчи-
вости отдельных звеньев и разомкнутых систем. Критерий Гурвица
является алгебраическим и разработан для определения устойчивости
замкнутых систем без запаздывания.
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Частотные критерии являются графо-аналитическими (критерий
Михайлова, критерий Найквиста). Частотные критерии определяют
устойчивость замкнутых систем по их частотным характеристикам.
Их особенностью является возможность применения к замкнутым
системам с запаздыванием, которыми является подавляющее боль-
шинство систем управления.

3.2. Характеристическое уравнение системы

Математическая модель динамической системы может быть
приведена к общей передаточной функции
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где B(p) = b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm – полином числителя,
А(p) = a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an – полином знаменателя.

Динамической характеристикой разомкнутой системы, описы-
вающей основные поведенческие свойства, является характеристиче-
ский полином, находящийся в знаменателе передаточной функции.

Путем приравнивания знаменателя А(p) к нулю можно получить
характеристическое уравнение системы, по корням которого мож-
но определить устойчивость:

a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an = 0. (3.4)
Полученные корни характеристического уравнения pi могут

быть представлены в виде точек на комплексной плоскости (рис. 3.1):
pi = a ± jβ = Re(pi) ± jIm(pi). (3.5)

Рис. 3.1. Корни характеристического уравнения
на комплексной плоскости
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Виды корней характеристического уравнения:
Действительные:
· положительные (1);
· отрицательные (2);
· нулевые (3);
Комплексные:
· комплексные сопряженные (4);
· чисто мнимые (5);
По кратности корни бывают:
· одиночные (1, 2, 3);
· сопряженные (4, 5): pi = a ± jβ;
· кратные (6) pi = pi +1 = ….

3.3. Корневой критерий устойчивости системы

Корневой критерий определяет необходимое условие устойчи-
вости системы по виду передаточной функции или её характеристи-
ческому уравнению (3.4).

Формулировка корневого критерия
Для устойчивости линейной системы необходимо, чтобы все

корни её характеристического уравнения лежали в левой полуплоско-
сти, т. е. a < 0 (3.5). В данном случае система имеет затухающие ко-
лебания переходного процесса.

Если хотя бы один корень находится на мнимой оси (a = 0), то
говорят, что система находится на границе устойчивости, переходный
процесс будет незатухающим с постоянной амплитудой.

Если хотя бы один корень находится в правой полуплоскости
(a > 0), то система является неустойчивой и имеет расходящийся
переходный процесс.

Пример корневого критерия
Передаточная функция системы имеет вид

25,125,22
43)( 23 +++

+
=

ppp
ppW . (3.6)

Характеристическое уравнение: p3 + 2p2 + 2,25p + 1,25 = 0.
Корни уравнения: p1 = – 1; p2 = – 0,5 + j; p3 = – 0,5 – j.
Все действительные части корней отрицательны, следовательно,

система устойчива.
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Критерий Стодолы
Критерий А. Стодолы является следствием из корневого критерия.
Формулировка критерия Стодолы
Для устойчивости линейной системы необходимо, чтобы все ко-

эффициенты характеристического уравнения были положительны.
То есть передаточная функция (3.6) по критерию Стодолы мо-

жет быть устойчивой.

3.4. Критерий Рауса

Э.Д. Раус предложил критерий устойчивости автоматических
систем в виде алгоритма, по которому заполняется специальная таб-
лица с использованием коэффициентов характеристического полино-
ма системы:

1) в первой строке через один записываются коэффициенты
уравнения, начиная с коэффициента при наивысшей степени произ-
водной n:

Ck,1 = a0, a2, a4,… (3.7)
2) во второй строке через один записываются коэффициенты

уравнения, начиная с коэффициента при степени производной n–1:
Ck,2 = a1, a3, a5,… (3.8)

3) остальные элементы таблицы определяются из коэффициен-
тов уравнения (3.4) по формуле

Ck,i = Ck+1,i-2 – ri·Ck+1,i-1, (3.9)
где параметр

ri = C1,i-2/C1,i-1, (3.10)
i ≥ 3 – номер строки, k – номер столбца.

Число строк таблицы Рауса (табл. 3.1) на единицу больше по-
рядка характеристического полинома n.

Таблица 3.1
Таблица Рауса

ri i \ k 1 2 3 4
– 1 C11 = a0 C21 = a2 C31 = a4 ...

– 2 C12 = a1 C22 = a3 C32 = a5 ...

r3 = C11/C12 3 C13 = C21 – r3C22 C23 = C31 – r3C32 C33 = C41 – r3C42 ...

r4 = C12/C13 4 C14 = C22 – r4C23 C24 = C32 – r4C33 C34 = C42 – r4C43 ...
... ... ... ... ... ...
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Формулировка критерия Рауса
Для устойчивости системы необходимо и достаточно, чтобы ко-

эффициенты первого столбца таблицы Рауса C11, C12, C13,... были од-
ного знака. Если это не выполняется, то система неустойчива, а коли-
чество правых корней равно числу перемен знака в первом столбце.

Достоинство критерия в простоте использования независимо от
порядка характеристического полинома системы. Он удобен для ис-
пользования на ЭВМ. Недостаток – малая наглядность, трудно судить
о степени устойчивости системы, насколько далеко отстоит она от
границы устойчивости.

3.5. Критерий Гурвица

Критерий А. Гурвица является достаточным условием для опре-
деления устойчивости системы с отрицательной обратной связью и
работает с коэффициентами характеристического полинома системы.

Как правило, передаточная функция разомкнутой системы имеет
дробно-рациональный вид (см. п. 2.10)

)(
)()(

pA
pBpWРАЗ = . (3.11)

Тогда передаточная функция системы, охваченной единичной
отрицательной обратной связью, (см. п. 2.12) имеет вид
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Отсюда следует, что характеристический полином такой замк-
нутой системы можно определить как сумму полиномов числителя и
знаменателя передаточной функции разомкнутой системы WРАЗ(p):

A(p) + B(p) = d0 pn + d1 pn-1 + ….+ dn-1 p + dn. (3.13)
Для определения устойчивости по Гурвицу строится матрица

Гурвица, состоящая из коэффициентов характеристического полино-
ма замкнутой системы (3.13).

По главной диагонали матрицы от верхнего левого угла записы-
ваются по порядку все коэффициенты характеристического полинома
замкнутой системы, начиная с d1 и заканчивая dn.
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Затем каждый столбец матрицы дополняется таким образом,
чтобы вниз от диагонали номер индекса коэффициента d уменьшался,
а вверх – увеличивался. Коэффициенты с индексами меньше 0 и
больше, чем n заменяются нулями.
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Формулировка критерия Гурвица
Для устойчивой замкнутой системы необходимо и достаточно,

чтобы все n главных диагональных миноров матрицы были положи-
тельны:

011 >=D d ; 0
20

31
2 >=D

dd
dd

 и т.д. (3.15)

Если хотя бы один определитель будет равен нулю, то система
будет находится на границе устойчивости. Если хотя бы один опреде-
литель будет отрицателен, то система неустойчива, не зависимо от
числа положительных или нулевых определителей.

Пример критерия Гурвица
Дана передаточная функция разомкнутой системы
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++
+++

== . (3.16)

Для определения устойчивости данной системы, охваченной
единичной отрицательной обратной связью, по критерию Гурвица не-
обходимо составить характеристический полином замкнутой систе-
мы:

A(p) + B(p) = 2p4 + 3p3 + p2 + 2p3 + 9p2 + 6p + 1 =

= 2p4 + 5p3 + 10p2 + 6p + 1. (3.17)
Поскольку степень полинома уравнения n равна 4, то матрица

Гурвица будет иметь размер 4х4. Коэффициенты характеристического
полинома системы имеют следующие значения: d0 = 2, d1 = 5, d2 = 10,
d3 = 6, d4 = 1.
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Матрица Гурвица имеет вид
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Диагональные миноры матрицы Гурвица:
Δ1 = 5 > 0;

03862105
102
65

2 >=×-×==D ;

0209)6621550100()0520166105(
650
1102
065

3 >=××+××+××-××+××+××==D ;

Δ4 = 1∙Δ3 = 1∙209 > 0.
Поскольку все определители положительны, то система устой-

чива.

3.6. Частотный критерий устойчивости Михайлова

Алгебраические критерии не работают, если передаточная
функция разомкнутой системы имеет запаздывание, то есть записана
в виде

p
РАЗ e

pA
pBpW t-=

)(
)()( , (3.19)

где t – время запаздывания.
В этом случае характеристическое уравнение замкнутой систе-

мы полиномом не является и его корни определить невозможно. Для
определения устойчивости в данном случае используются частотные
критерии А. В. Михайлова и Г. Найквиста.

Частотные критерии, по сравнению с алгебраическими, являют-
ся более наглядным в силу своей простой геометрической интерпре-
тации т.к. они являются графическими критериями.

Критерий А. В. Михайлова используется по частотному годо-
графу, полученному из характеристического полинома передаточной
функции системы. Характеристический полином системы (3.19), ох-
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ваченной единичной отрицательной обратной связью, представляет
собой трансцендентное уравнение с бесконечным числом корней:

A(p) + B(p)∙e-tp. (3.20)
Частотный годограф DЗ(jw) получается путем перевода характе-

ристического полинома системы в частотную область, для этого вме-
сто оператора дифференцирования p подставляется частотная ком-
плексная переменная jw:

( ) ( ) ( )wtwtwt ww

www
j

m
jmjm

n
nn

З

ebejbejb

ajajajD
----

-

×++×+×+

++++=

...)()(

...)()()(
1

10

1
10 , (3.21)

где 1-=j  – мнимая единица.
Переход от показательной формы множителя числителя к три-

гонометрической производится с помощью формулы Эйлера

twtwtw sincos je j ±=± . (3.22)

При возведении выражения jw в соответствующую степень,
уравнение (3.21) является комплексным и с учетом (3.22) может быть
представлено в виде

)()()( www DDЗ VjUjD ×+= ; (3.23)

где UD(w) – действительная часть выражения, получаемая из слагае-
мых уравнения, не содержащих мнимости j; VD(w) – мнимая часть,
получаемая из слагаемых выражения, содержащих мнимости j.

Для частного случая, при котором степени полиномов n = 3, m = 2

( ) twwtwtwwww sincoscos 12
2

03
2

1 ×+×+×-+-= bbbaaU D ; (3.24)

( ) twtwwtwwww sinsincos 2
2

012
3

0 ×-×+×++-= bbbaaVD . (3.25)
Построение годографа Михайлова производится на комплекс-

ной плоскости [+1; j] по выражению DЗ(jw) (3.23) При изменении час-
ты w от 0 до ¥ вычисляются значения UD(w) и VD(w) – абсцисса и ор-
дината годографа (рис. 3.2).

Формулировка критерия Михайлова
Для устойчивости замкнутой системы необходимо и достаточно,

чтобы годограф Михайлова начинался на положительной действи-
тельной полуоси комплексной плоскости [+1; j] и огибал против ча-
совой стрелки начало координат, проходя последовательно n квадран-
тов, где n – старший показатель степени характеристического поли-
нома замкнутой системы.
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Если годограф Михайлова начинается в нулевой точке ком-
плексной плоскости или проходит через начало координат, то гово-
рят, что система находится на границе устойчивости.

Этот критерий удобен своей наглядностью. Так, если кривая
проходит вблизи начала координат, то САУ находится вблизи грани-
цы устойчивости и наоборот. Этим критерием удобно пользоваться,
если известна передаточная функция замкнутой системы.

3.7. Частотный критерий устойчивости Найквиста

Критерий Г. Найквиста позволяет по амплитудно-фазовой час-
тотной характеристике разомкнутой системы оценить устойчивость
замкнутой системы с отрицательной обратной связью. АФЧХ может
быть получена экспериментально или аналитически.

АФЧХ можно построить на комплексной плоскости [+1; j] или в
полярной системе координат, если откладывать угол фазы φ(w)  и в
этом направлении откладывать вектор длиной А(w). Соединив концы
векторов получим амплитудно-фазовую характеристику.

Амплитуда передаточной функции разомкнутой системы АРАЗ(w)
равна произведению амплитуд отдельных звеньев, а фаза φРАЗ(w)  –
сумме фаз звеньев:

)()()()()( 4321 wwwww AAAAAРАЗ ×××= ; (3.26)

)()()()()( 4321 wjwjwjwjwj +++=РАЗ . (3.27)

Рис. 3.2. Годограф Михайлова
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Найти амплитуду А(w) и фазу φ(w) можно по вещественной
U(ω) и мнимой V(ω) составляющим частотной передаточной функции
W(jω) звена.

Например, для апериодического звена в передаточную функцию
вместо оператора p подставляется выражение jω. Затем, чтобы выде-
лить вещественную U(ω) и мнимую V(ω) части, нужно освободиться
от мнимости в знаменателе, умножив числитель и знаменатель функ-
ции на сопряженный комплекс:
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= . (3.28)

Амплитуда А(w) и фаза φ(w) частотной передаточной функции
W(jω):

)()()( 22 www VUA += ; (3.29)

)(
)(arctg)(

w
w

wj
U
V

= . (3.30)

Вещественную UРАЗ(ω) и мнимую VРАЗ(ω) составляющую час-
тотной передаточной функции разомкнутой системы WРАЗ(jω) можно
определить по амплитуде АРАЗ(w) и фазе φРАЗ(w):

( )wjww РАЗРАЗРАЗ AU cos)()( = ; (3.31)

( )wjww РАЗРАЗРАЗ AV sin)()( = . (3.32)

Формулировка критерия Найквиста
Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости

системы в замкнутом состоянии необходимо и достаточно, чтобы
АФЧХ разомкнутой системы на комплексной плоскости [+1; j] (рис.
3.3) при изменении частоты от 0 до ¥ не охватывала точку с коорди-
натами (-1; j0). Если АФЧХ разомкнутой системы проходит через
точку с координатами (-1; j0), то система находится на границе устой-
чивости.
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Если система в разомкнутом состоянии неустойчива, то для
устойчивости системы в замкнутом состоянии необходимо чтобы
частотный годограф разомкнутой системы W(jω) при изменении час-
тоты от 0 до ¥ охватывал бы m/2 раз в положительном направлении
точку с координатами (-1; j0), либо совершал m/2 переходов через ось
действительных значений +1 левее точки с координатами (-1; j0) (рис.
3.4). При этом переход оси +1 сверху вниз считается положительным,
а снизу вверх – отрицательным. Если при ω = 0 частотный годограф
разомкнутой системы W(jω) начинается на оси действительных зна-
чений +1 левее точки с координатами (-1; j0), то считается, что систе-
ма совершает 1/2 перехода с соответствующим знаком. Число m опре-
деляется количеством корней с положительной вещественной частью
при решении характеристического уравнения разомкнутой системы.

Рис. 3.4. Годограф Найквиста
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Нахождение системы на границе устойчивости при прохожде-
нии АФЧХ разомкнутой системы через точку с координатами (-1; j0)
очевидно, т.к. в данном случае существует значение частоты ω, при
котором

1
)(
)()( -==

w
w

w
jA
jBjW , (3.33)

при этом DЗ(p) = A(p) + B(p) = 0 и, следовательно, характеристическое
уравнение разомкнутой системы имеет пару сопряженных мнимых
корней (0 ± jω), что согласно корневому критерию приводит систему
на границу устойчивости.

Критерий Найквиста очень нагляден. Он позволяет не только
выявить, устойчива ли САУ, но и, в случае, если она неустойчива,
наметить меры по достижению устойчивости.

3.8. Логарифмический критерий устойчивости

Логарифмические критерии, так же как и критерий Найквиста,
позволяют судить об устойчивости замкнутой системы по виду ЛАХ
и ЛФХ разомкнутой системы.

Формулировка логарифмического критерия
Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости

системы в замкнутом состоянии, ЛАХ разомкнутой системы должна
пересечь ось абсцисс раньше, чем ЛФХ, спадая окончательно, перей-
дёт через значение – π (рис. 3.5). То есть, на частоте среза ωср величи-
на фазы φ должна быть меньше значения | – π |.

Если система в разомкнутом состоянии не устойчива, то для
устойчивости системы в замкнутом состоянии необходимо чтобы при
положительной ЛАХ разомкнутой системы число пересечений ЛФХ
уровня – π снизу-вверх должно быть на m/2 раз больше числа пересе-
чений уровня – π в обратном направлении. Число m определяется ко-
личеством корней с положительной вещественной частью при реше-
нии характеристического уравнения разомкнутой системы.

Запас устойчивости по амплитуде ΔL – это величина допусти-
мого увеличения общего коэффициента усиления разомкнутой системы,
при котором замкнутая система окажется на границе устойчивости.

Запас устойчивости по фазе Δφ – это величина допустимого
увеличения запаздывания по фазе разомкнутой системы на частоте
среза ωср, при котором замкнутая система окажется на границе устой-
чивости.
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Для построения ЛАХ и ЛФХ системы необходимо разложить
передаточную функцию разомкнутой системы на элементарные зве-
нья, амплитуды А(w) и фазы φ(w) которых приведены в пункте 2.11.
Допускается использовать асимптотические ЛАХ, которые графиче-
ски представляют собой ломаные прямые линии (см. табл. 3.2).

Таблица 3.2

Асимптотические логарифмические частотные характеристики типовых
динамических звеньев

)1()( += TppW
)1(

1)(
+

=
Tp

pW
)1(

)(
+

=
Tp

kpW

Рис. 3.5. Определение запасов устойчивости по частотным характеристикам:
 – устойчивая система, – система на границе устойчивости,

 – неустойчивая система
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Затем на плоскости строятся ЛАХ и ЛФХ каждого отдельного
звена и методом графического суммирования находятся результи-
рующие ЛАХ и ЛФХ разомкнутой системы (рис. 3.6):

)()()()( 321 wwww LLLLРАЗ ++= ; (3.34)

)()()()( 321 wjwjwjwj ++=РАЗ . (3.35)
Запас устойчивости по фазе и амплитуде определяется по ЛАХ и

ЛФХ, а так же по АФЧХ, когда используется критерий Найквиста.
На АФЧХ запас устойчивости по амплитуде ΔA определяется

расстоянием от точки пересечения АФЧХ с осью действительных
значений U(ω) до точки с координатами (-1; j0) (рис. 3.7).

Запас устойчивости по фазе Δφ определяется как угол между
осью действительных значений U(ω) и вектор-радиусом, проведен-
ным через точку пересечения АФЧХ и окружностью радиусом 1.

Рис. 3.6. Графическое нахождение
общих логарифмических частотных характеристик
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Таким образом, представленные критерии позволяют проводить
анализ устойчивости линейных систем. Устойчивость АСР является
необходимым, но не достаточным условием практической пригодно-
сти системы.

При проектировании АСР рекомендуется обеспечить следую-
щие запасы устойчивости: дБ6³DL  и °³D 30j .

Одним из важнейших динамических свойств АСР является ее
поведение в переходном режиме при изменении внешних управляю-
щих или возмущающих воздействий. В связи с этим существенным
требованием для АСР является качество переходных процессов, кото-
рое оценивается показателями качества.

3.9. Управляемость и наблюдаемость линейных систем

При анализе линейных систем одним из важнейших свойств, на-
ряду с устойчивостью и качеством регулирования, является управ-
ляемость и наблюдаемость системы.

Понятия управляемости и наблюдаемости важны, например, то-
гда, когда алгоритм управления формируется не в зависимости от
ошибки регулирования системы (см. п. 1.2), а в функции переменных
состояния (см. п. 2.5):

Рис. 3.7. Определение запасов устойчивости
по амплитудно-фазовой частотной характеристике
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( )Tnxxxx ..., 21= . (3.36)
Таким образом, управляемость и наблюдаемость – это свойство

не физического объекта (или системы), а его математической модели
в виде уравнений состояния (2.32 или 2.33).

Управляемость системы – свойство системы управления и
объекта управления, описывающее возможность перевести систему из
одного состояния в другое. Исследование системы управления на
управляемость является одним из важных шагов в синтезе управляю-
щих контроллеров.

Система называется полностью управляемой, если существует
такое управляющее воздействие u(t), которое переводит её из любого
начального состояния x(t0) в одно единственное заданное конечное
состояние x(tK) за конечный интервал времени (t0 – tK). Очевидно, что-
бы осуществить такой перевод, управляющее воздействие u(t) должно
прямо или косвенно влиять на все переменные состояния xi(t).

Для оценки управляемости и наблюдаемости линейных систем,
описанных в пространстве состояний, существуют критерии, разрабо-
танные профессором Р. Калманом.

Пусть существует система n-го порядка (с n компонентами век-
тора состояния), m входами и k выходами, которая описана перемен-
ными состояния в матричном виде

;
.

x Ax Bu
y Cx Du
= +ì

í = +î

&
(3.37)

Формулировка критерия управляемости Калмана
Система является полностью управляемой, если матрица

управляемости KУ является невырожденной, т. е. ранг матрицы
управляемости равен n.

Матрица управляемости KУ составляется из матрицы состояния
А размерности пхп и матрицы управления В размерности пхт:

( )2 1, , ,..., n
УK B AB A B A B-= . (3.38)

Системы, в которых матрица управления В = 0, с очевидностью
являются неуправляемыми, так как воздействие u(t) не оказывает ни-
какого влияния на управляемую величину y(t). В более общем случае
основная модель объекта может быть представлена в виде двух под-
систем, на одну из которых не поступает управление, что свидетель-
ствует о частичной управляемости системы.
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Наблюдаемость системы – свойство системы управления и
объекта управления, позволяющее по выходу системы судить о про-
цессах, происходящих внутри неё. Ввиду того, что состояния системы
играют важную роль в управлении с помощью обратных связей, важ-
но, чтобы они были наблюдаемыми.

Система называется полностью наблюдаемой, если по выходу
системы y(tK) в конце интервала времени (t0 – tK) при известном
управляющем воздействии u(t) можно определить все единственные
начальные компоненты вектора состояния x(t0), т. е. все переменные
состояния системы xi(t) входят в выражение для управляемой величи-
ны y(t).

Соответственно наблюдаемыми состояниями системы xi(t) яв-
ляются те компоненты вектора состояния x, которые можно восстано-
вить по условиям, приведённым выше.

Формулировка критерия наблюдаемости Калмана
Система является полностью наблюдаемой, если матрица на-

блюдаемости KН является невырожденной, т. е. ранг матрицы на-
блюдаемости равен n.

Матрица наблюдаемости KН составляется из матрицы состояния
А размерности пхп и матрицы выхода С размерности кхп:

2

1

...
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K CA
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è ø

. (3.39)

Система, для которой матрица выхода С = 0, с очевидностью
является ненаблюдаемой, так как переменные состояния не оказыва-
ют влияния на управляемую величину y(t). В более общем случае сис-
тема может быть представлена в виде двух подсистем, одна из кото-
рых не влияет на выходную переменную, и поэтому ее переменные
состояния не могут быть восстановлены, а система в целом является
лишь частично (не полностью) наблюдаемой.

Для примера анализа управляемости рассмотрим систему,
структурная схема модели которой представлена на рис. 3.8.
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Систему описывает дифференциальное уравнение в оператор-
ной форме

2
2 3 2 3 1T T p y T p y T p y y T p u u+ × + × + = × + . (3.40)

При использовании канонической формы уравнения состояния
принимают вид
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Структурная схема, соответствующая уравнениям (3.41), изо-
бражена на рис. 3.9.

При равенстве постоянных времени T3 и T1 переменная х2 не
участвует в формировании управляемой величины y(t), т. е. система
становится частично наблюдаемой. Свойство наблюдаемости также
связано с вопросом сократимости (вырожденности) передаточной
функции системы, на схемах видно, что при равенстве постоянных
времени T3 и T1 передаточная функция системы сокращается.

Рис. 3.9. Структурная схема модели состояний
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Рис. 3.8. Структурная схема модели системы
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На практике наблюдаемыми переменными считаются лишь те,
которые можно непосредственно измерить теми или иными
датчиками.

3.10. Структурная устойчивость линейных систем

Система может быть неустойчивой по двум причинам: неподхо-
дящий состав динамических звеньев и неподходящие значения пара-
метров данных звеньев.

Структурно-устойчивыми системами называются такие, ко-
торые, являясь неустойчивыми при некоторых значениях своих пара-
метров, можно перевести в устойчивое состояние посредством изме-
нения значений параметров системы (например, коэффициента уси-
ления, времени запаздывания или постоянных времени отдельных
звеньев).

Структурно неустойчивая система – это система, которая не
может быть устойчивой при любом сочетании значений параметров с
данной структурой.

Рассмотрим линейную автоматическую систему, математиче-
ская модель которой представлена в виде структурной схемы на рис.
3.10.

Передаточная функция разомкнутой системы (см. п. 2.12)
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)1(
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Передаточная функция системы, охваченной единичной отрица-
тельной обратной связью,
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Рис. 3.10. Структурная схема модели автоматической системы
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Из передаточной функции (3.43) получим характеристическое
уравнение системы (см. п. 3.5)

00 321
2

32
3

321 =+++ KKKppTTpTTT . (3.44)

Проверим устойчивость этой системы по критерию Гурвица, со-
ставив матрицу Гурвица:
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Диагональные миноры матрицы Гурвица:

321 TT=D ; (3.46)
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По критерию Гурвица можно убедиться, что при любых значе-
ниях постоянных времени T и коэффициентов усиления K третий диа-
гональный минор отрицателен и, следовательно, система не может
быть устойчивой. Таким образом, данная система является структур-
но неустойчивой.

Далее рассмотрим линейную автоматическую систему, матема-
тическая модель которой представлена в виде структурной схемы на
рис. 3.11.

Рис. 3.11. Структурная схема модели автоматической системы
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Передаточная функция разомкнутой системы (см. п. 2.12)

)1)(1)(1(
)(

321

321

+++
=

pTpTpT
KKK

pWРАЗ . (3.49)

Передаточная функция замкнутой системы, охваченной единич-
ной отрицательной обратной связью,
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Из передаточной функции (3.50) получим характеристическое
уравнение системы (см. п. 3.5)
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Проверим устойчивость этой системы по критерию Гурвица, со-
ставив матрицу Гурвица:
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Диагональные миноры матрицы Гурвица:
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По критерию Гурвица можно убедиться, что при некоторых зна-
чениях постоянных времени T и коэффициентов усиления K все три
диагональных минора могут быть положительными и, следовательно,
система может быть устойчивой. Таким образом, данная система яв-
ляется структурно устойчивой.
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3.11. Контрольные вопросы

1. Определение устойчивости системы и её математическая ин-
терпретация.

2. Что понимают под критерием устойчивости? Назовите два
основных типа критериев.

3. Как найти характеристическое уравнение системы? Типы
корней характеристического уравнения.

4. Критерий устойчивости по корням характеристического
уравнения.

5. В чем суть критерия Рауса? Назовите его формулировку.
6. В чем суть критерия Гурвица? Назовите его формулировку.
7. Как найти частотную передаточную функцию системы?
8. Определение устойчивости по критерию Михайлова. Форму-

лировка критерия Михайлова.
9. Определение устойчивости по критерию Найквиста. Форму-

лировка критерия Найквиста для систем устойчивых в разомкнутом
состоянии.

10. Определение устойчивости по логарифмическому критерию.
Формулировка логарифмического критерия для систем, устойчивых в
разомкнутом состоянии.

11. Как построить общую ЛАХ и ЛФХ системы по характери-
стикам отдельных звеньев?

12. Что такое запасы устойчивости и как их определить по лога-
рифмическим характеристикам?

13. Каковы определения управляемости и наблюдаемости системы?
14. Что понимается под структурной устойчивостью системы?

Какая система является структурно неустойчивой?
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4. АНАЛИЗ КАЧЕСТВА РЕГУЛИРОВАНИЯ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

4.1. Основные понятия качества регулирования

Если исследуемая АСР устойчива, то может возникнуть вопрос
о том, насколько качественно происходит регулирование в этой сис-
теме и удовлетворяет ли оно технологическим требованиям.

На практике качество регулирования может быть определено
визуально по графику переходной кривой, однако, имеются точные
методы, дающие конкретные числовые значения.

В общем случае качество регулирования представляет собой
совокупность точности в установившемся режиме и качества пере-
ходных процессов.

При исследовании качества переходного процесса принято рас-
сматривать несколько типовых воздействий на АСР:

· единичное ступенчатое 1(t);
· импульсное d (t);
· гармоническое x(t).
В результате оценки качества регулирования точными числен-

ными методами получают применение параметры переходного про-
цесса, называемые показателями качества.

Показатели качества могут быть прямыми и косвенными.  В
свою очередь они могут быть статическими и динамическими.

Динамические показатели характеризуют переходной процесс, а
статические – установившийся режим.

4.2. Статическая и динамическая точность систем

Для оценки точности регулирования выходной величины y в
различных режимах работы используются величины ошибок системы
в статическом и динамическом режиме.

Передаточная функция статического режима W(0) системы мо-
жет быть получена из передаточной функции без учета скоростей и
ускорений величин, т. е. p = d/dt = 0.

Для примера передаточная функция статического режима для
АСР на рис. 2.23, полученная из выражения (2.133) при p = d/dt = 0
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где XСТ – статическое приращение входной величины, YСТ – статиче-
ское приращение выходной величины, KPАЗ = K1∙K2∙K3 – общий коэф-
фициент усиления разомкнутой системы.

Величина δx определяет статизм по управлению. Статизм по
возмущению δf получаем аналогично из (2.134) при p = d/dt = 0:
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Количественно статизм представляет собой нежелательную от-
носительную погрешность АСР в статическом режиме, которой и
оценивается точность функционирования АСР в статическом режиме.

Из приведенных уравнений, что применение автоматического
регулирования приводит к повышению статической точности в
[1 + KPАЗ] раз. Для того чтобы повысить точность, надо увеличить ко-
эффициент передачи системы KPАЗ путем увеличения коэффициента
усиления усилителя, входящего в состав регулятора.

Для систем, не имеющих интегрирующих звеньев в передаточ-
ной функции объекта, можно свести статическую ошибку к нулю,
введя в регулятор астатическое звено, в результате чего статизм замк-
нутой АСР по ошибке регулирования δΔ имеет следующий вид:
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Например, пусть в системе на рис. 2.23 W2(p) и W1(p) имеют по
одному астатическому звену (порядок астатизма равен 1). Тогда ста-
тизм АСР по возмущению δf  равен
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Таким образом, статическая ошибка АСР по возмущению само-
устраняется, если порядок астатизма передаточной функции по управ-
лению WX(p) выше порядка астатизма передаточной функции по воз-
мущению WF(p) при неизменном возмущающем воздействии f.
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Как было указано в п. 2.6, стационарные режимы в АСР возни-
кают в результате приложения к ним внешних воздействий, изменяю-
щихся во времени по определенному установившемуся закону. Типо-
выми возмущающими воздействиями такого вида являются гармони-
ческие воздействия (см. п. 2.9) и воздействия, изменяющиеся с посто-
янной скоростью v, когда f = vt, или ускорением а, когда f = аt2/2.

Введение в систему определенного количества интегрирующих
звеньев позволяет ограничить или совсем ликвидировать устано-
вившееся отклонение y при наличии возмущающего воздействия, не-
прерывно изменяющегося с постоянной производной.

Например, пусть в системе на рис. 2.23 W2(p) и W1(p) имеют по
одному астатическому звену (порядок астатизма равен 1), а возму-
щающее воздействие f изменяется с постоянной скоростью, т. е.
FСТ = p∙f. Тогда статизм АСР по возмущению δf  равен
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Таким образом, статическая ошибка АСР по возмущению само-
устраняется, если разница порядков астатизма передаточной функции
по управлению WX(p) и передаточной функции по возмущению WF(p)
выше порядка производной непрерывно изменяющегося возмущающе-
го воздействия f. При разнице порядков астатизма WX(p) и WF(p) рав-
ной порядку производной f ошибка имеет вид (4.5).

Для оценки точности системы с изменяющимся возмущающим
воздействием f вводят понятие добротности.

Если значение возмущающего воздействия f изменяется с посто-
янной скоростью v, соответствующая добротность называется доб-
ротностью по скорости, которая для системы на рис. 2.23 равна

1

РАЗ
v

СТ

Kvk
Y K

= = . (4.6)

Добротность по скорости имеет размерность 1/с и численно рав-
на скорости изменения воздействия, дающей единичное значение YСТ.

Если значение возмущающего воздействия f изменяется с посто-
янным ускорением, соответствующая добротность называется доб-
ротностью по ускорению, которая для системы на рис. 2.23 равна
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Эта добротность измеряется в 1/с2 и равна постоянному ускоре-
нию, соответствующему YСТ = 1.

Как видно из приведенных формул, добротность системы про-
порциональна коэффициенту передачи разомкнутой системы KPАЗ.

Рассматриваемый установившийся динамический режим харак-
терен для изменения задающего воздействия в следящих системах и в
системах программного управления. В этом случае интерес представ-
ляет величина установившейся ошибки ΔСТ. В соответствии с выра-
жением (2.135) для передаточной функции ошибки добротность равна
коэффициенту передачи разомкнутой системы KPАЗ.

Система, имеющая конечную добротность по скорости, является
астатической, т. е. её статизм равен нулю. В свою очередь, система,
имеющая конечную добротность по ускорению, не имеет установив-
шегося отклонения при воздействии, изменяющемся с постоянной
скоростью, т. е. у нее kv = ∞.

4.3. Прямые показатели качества

Прямые показатели определяются непосредственно по переход-
ной характеристике по каналу управления или возмущения. Если пе-
реходная характеристика представляет собой затухающие колебания,
то система считается устойчивой. При этом допускается не более
2 – 3-х колебаний.

К основным прямым показателям качества относятся:
· tP – время регулирования (время переходного процесса);
· tн – время нарастания;
· s – перерегулирование;
· μ – колебательность;
· y – степень затухания;
· ΔСТ – статическая ошибка.
Время регулирования – интервал времени от подачи единичного

ступенчатого воздействия x(t) = 1(t) на вход системы до момента, ко-
гда отклонение переходной характеристики h(t) от установившегося
значения hУСТ не превышает некоторой заданной величины q. Значе-
ние интервала q выбирают обычно равное 2 % или 5 % от величины
hУСТ (рис. 4.1).
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Для случая, когда hУСТ = 0 (переходный процесс по каналу воз-
мущения), значение q вычисляется от максимального значения hmax
выходного параметра.

Время регулирования tP (время переходного процесса) характе-
ризует быстродействие системы.

Время нарастания – интервал времени, за который переходная
характеристика h(t) при подаче единичного ступенчатого воздействия
x(t) = 1(t) на вход системы нарастает от 10 до 90 % от установившего-
ся значения hУСТ.

Колебательность – отношение двух соседних максимальных
положительных отклонений переходной характеристики от устано-
вившегося hУСТ или заданного hЗАД значения, часто выражается в про-
центах (рис. 4.2):

%100
max1

max2 ×
-
-

=
УСТ

УСТ

hh
hhm . (4.8)

Если система устойчива, то коэффициент колебательности μ бу-
дет лежать в пределах от 0 до 99 %. При коэффициенте колебательно-
сти 100 % и больше система будет неустойчивой.

Коэффициент колебательности будет стремиться к 0, если пере-
ходный процесс является апериодическим и соответственно система
будет абсолютно устойчивой. Для наиболее устойчивой работы ко-
эффициент колебательности μ должен быть минимален, то есть рав-
ным нулю.

Рис. 4.1. Нахождение времени регулирования и нарастания
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Перерегулирование – это отношение первого максимального
положительного отклонения переходной характеристики от устано-
вившегося hУСТ или заданного hЗАД значения к установившемуся или
заданному значению, выраженное в процентах (рис. 4.2):

%1001max ×
-

=
УСТ

УСТ

h
hhs . (4.9)

В большинстве случаев требуется, чтобы перерегулирование не
превышало 10 %.

Степень затухания – показывает насколько колебательность μ
меньше единицы, т. е. разность единицы и отношения двух соседних
максимальных положительных отклонений переходной характери-
стики от установившегося hУСТ или заданного hЗАД значения (рис. 4.2):

УСТ

УСТ

hh
hh

Ψ
-
-

-=-=
1max

2max11 m . (4.10)

Статическая ошибка – разница между заданным и установив-
шимся значением регулируемой величины (рис. 4.2):

УСТЗАДСТ hh -=D . (4.11)

Рис. 4.2. Нахождение колебательности, перерегулирования и статической ошибки
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4.4. Косвенные показатели качества

Частотные показатели качества позволяют судить о качест-
ве переходных процессов по частотным характеристикам системы.
При этом могут использоваться разные частотные характеристики
замкнутой системы.

Как известно у минимально-фазных систем АЧХ и ФЧХ одно-
значно связаны, и, следовательно, по одной АЧХ замкнутой системы
АЗ(w) (рис. 4.3) можно полностью определить все свойства системы, в
том числе и качество переходных процессов.

По АЧХ можно оценить колебательность μ и время регулирова-
ния системы tP (см. п. 4.5).

Колебательность μ определяется по величине относительного
максимума АЧХ на резонансной частоте ωР (рис. 4.3):

)0(
max

З

З

А
А

=m . (4.12)

При μ < 1 (штриховая кривая на рис. 4.3) переходная характери-
стика системы неколебательна. Чем больше μ, тем больше колеба-
тельность. При М → ∞ колебательность возрастает до получения не-
затухающих колебаний, соответствующих нахождению системы на
границе устойчивости.

Так как АЗ(w) представляет собой модуль частотной передаточ-
ной функции замкнутой системы WЗ(jω), тот факт, что АЗ(w) → ∞, оз-
начает, что передаточная функция замкнутой системы имеет пару со-
пряженных мнимых полюсов ±jω, и, следовательно, в системе суще-
ствуют незатухающие колебания с частотой wР.

Рис. 4.3. Нахождение частотных показателей
качества регулирования
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Оценка качества регулирования по корневым показателям ос-
нована на анализе значений действительной Re(pi) и мнимой Im(pi)
части корней pi характеристического уравнения системы. По ним
можно оценить верхние пределы величин длительности и колебатель-
ности всего переходного процесса. К корневым показателям качества
относятся:

· h – степень устойчивости – критерий длительности переход-
ного процесса;

· m – степень колебательности – критерий колебательности
переходного процесса.

Степень устойчивости h определяется как граница, правее ко-
торой корней нет, или минимальное абсолютное значение действи-
тельной части Re(pi) корней характеристического уравнения системы:

)Re(min ip=h . (4.13)

Геометрически h равно расстоянию от оси мнимых значений до
ближайшего корня и служит мерой удаления системы от границы ус-
тойчивости, которой в комплексной плоскости является мнимая ось
(рис. 4.4).

Степень колебательности m определяется как максимальное
абсолютное значение отношения мнимой к действительной части
корней характеристического уравнения системы:

)Re(
)Im(

max
i

i

p
p

m = . (4.14)

Рис. 4.4. Нахождение корневых показателей
качества регулирования
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Геометрически m равен тангенсу максимального абсолютного
значения угла g между лучом, проведенным из начала координат че-
рез корень, и осью действительных значений:

m = tg(max|g |). (4.15)
Таким образом, при всех прочих условиях, качество регулиро-

вания будет тем лучше, чем больше степень устойчивости h и меньше
степень колебательности m.

4.5. Связь между показателями качества регулирования

Время регулирования tP определяется шириной частотной ха-
рактеристики АЗ(w). Чем шире частотная характеристика системы
АЗ(w), тем короче ее переходная (временная) характеристика, т. е. тем
меньше tP.

В первом приближении время регулирования tP для неколеба-
тельных систем может быть оценено по величине частоты сопряже-
ния w0:

0w
p

»Pt . (4.16)

Если переходная характеристика в течение переходного процес-
са совершает n колебаний, то

P
P nt

w
p2

» . (4.17)

Длительность отдельных составляющих переходного процесса
пропорциональна их постоянным времени затухания, и обратно про-
порциональна абсолютному значению действительной части Re(pi)
определяющих их корней характеристического уравнения системы.

Таким образом, длительность всего переходного процесса будет
определяться по степени устойчивости:

h
3

»Pt . (4.18)

Между колебательностью переходной характеристики μ и кор-
невым показателем колебательности m существует связь

me pm 2-» . (4.19)
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Выполнение всех требований относительно численных показа-
телей качества переходного процесса заставляет проектировщика ис-
кать компромисс в связи с возникающим противоречием этих требо-
ваний. Например, при увеличении коэффициента передачи системы K
увеличивается быстродействие САУ, т. е. уменьшается время пере-
ходного процесса tP, но появляется и нарастает колебательность пере-
ходного процесса μ. При дальнейшем увеличении коэффициента пе-
редачи до его критического значения по критерию устойчивости сис-
темы значение корлебательности возрастает до 100% (граница устой-
чивости незатухающий переходный процесс). Следовательно, дли-
тельность переходного процесса tP → ∞.

Максимальное отклонение выходной величины от установивше-
гося значения уменьшается с ростом коэффициента передачи, но по
мере роста колебательности возникает и увеличивается величина пе-
ререгулирования.

Таким образом, в общем случае качество переходного процесса
зависит параметров АСР и от начальных условий, т. е. от состояния
системы в момент приложения ступенчатого единичного воздействия.

4.6. Контрольные вопросы

1. Что представляет собой качество регулирования? Чем оно
численно оценивается?

2. Какие воздействия на АСР применяют при оценке качества
регулирования?

3. Чем описывается статическая точность АСР?
4. Что представляет собой статизм? Как его определить?
5. Назовите способы повышения статической точности.
6. В каких системах отсутствует статическая ошибка?
7. По каким характеристикам определяются прямые и косвен-

ные показатели качества?
8. Определение времени регулирования и времени нарастания.
9. Определение колебательности и перерегулирования.

10. Как определить колебательность по АЧХ?
11. Какие существуют корневые показатели качества и как их

определить?
12. Связь между прямыми и косвенными показателями качества

регулирования.
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5. СИНТЕЗ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

5.1. Основные понятия синтеза линейных систем

Системы автоматического управления предназначены для стаби-
лизации, слежения и решения других задач управления динамическими
процессами, что предусматривает поддержание желаемых законов из-
менения регулируемых переменных y(t) или переменных состояния xi(t)
с заданными показателями качества. Управление, обеспечивающее ре-
шение указанных задач, осуществляется с помощью управляющих уст-
ройств, задающих блоков или иных элементов системы.

Синтез автоматической системы – процесс нахождения ма-
тематической модели управляющего устройства, обеспечивающего
поддержание желаемых законов изменения регулируемой величины
y(t) или переменных состояния xi(t) в соответствии с заданными пока-
зателями качества, надежности, требуемым условиям и режимам ра-
боты, а также эксплуатационным и технико-экономическим показате-
лям, при заданном объекте управления.

Если эти требования не могут быть обеспечены только измене-
нием параметров звеньев (коэффициент передачи, постоянная време-
ни, время запаздывания), тогда производят коррекцию системы, вводя
специальные корректирующие звенья.

Целью синтеза является оптимальное значение какого-либо по-
казателя работы системы, путем подбора управляющего устройства,
наилучшим образом удовлетворяющего предъявляемым требованиям.

Однако большое число требований к системам и их разнообра-
зие не дают возможности объединить всех их в одном сложном кри-
терии оптимальности и решить задачу синтеза как строго математи-
ческую задачу на экстремум этого критерия.

Поэтому практически синтез системы разбивается на ряд этапов,
на каждом из которых решается одна из задач синтеза. При решении
некоторых из этих отдельных задач часто удается сформулировать
численный критерий оптимальности и таким образом решить задачу
синтеза.

Поскольку общий критерий оптимальности отсутствует, для на-
хождения наилучшего решения обычно приходится производить син-
тез нескольких вариантов управляющего устройства и только в резуль-
тате их сравнения выявлять компромиссный оптимальный вариант.
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5.2. Задачи синтеза линейных систем

Для описания задач синтеза рассмотрим общий порядок поэтап-
ного синтеза линейной автоматической системы регулирования:

1. Определение порядка астатизма и коэффициента переда-
чи системы. Эти параметры находятся исходя из требований к точ-
ности в установившихся режимах при детерминированных воздейст-
виях (см. п. 2.7).

При этом, если коэффициент передачи системы, определенный
по требуемой величине статизма или добротности (в случае астатиче-
ских САУ), оказывается настолько большим, что существенно за-
трудняет даже просто стабилизацию системы, целесообразно повы-
сить порядок астатизма и этим свести до нуля заданную установив-
шуюся ошибку вне зависимости от значения коэффициента передачи
системы. В результате становится возможным величину этого коэф-
фициента выбирать исходя только из соображений устойчивости и
качества переходных процессов.

На этом же этапе решается вопрос о применении воздействий по
основным возмущениям, т. е. о переходе к комбинированному типу
управления. Это целесообразно если, во-первых, имеется возмож-
ность достаточно просто выделить и измерить такое возмущение и,
во-вторых, когда в результате компенсации этого возмущения суще-
ственно упростится замкнутый контур АСР. Кроме того, следует
помнить, что воздействия по внешним возмущениям повышают и ка-
чество переходных процессов, что будет учтено на следующих этапах
синтеза.

2. Определение основной (неварьируемой) части системы.
Часть звеньев системы обычно однозначно определяется заданием на
разработку или уже существующей технической базой. Сюда отно-
сятся, прежде всего, объект управления и непосредственно связанные
с объектом и определяемые им исполнительные и чувствительные
звенья управляющего устройства (датчики, преобразователи, усили-
тели, вычислительные устройства).

Разумеется, при этом необходимо иметь в виду, что часто со-
вершенно незначительные изменения этой заданной части системы
могут существенно повысить потенциальные возможности создавае-
мой САУ. Поэтому соответствующие пожелания к этой части систе-
мы так же должны быть сформулированы на этом начальном этапе
синтеза САУ.
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В результате составляется костяк структурной схемы системы,
который должен быть дополнен корректирующими звеньями, выбор
которых требует учета устойчивости и качества переходных процес-
сов. Кроме того, некоторые из параметров основных звеньев системы
тоже могут оказаться неопределенными, т. е. варьируемыми, и, сле-
довательно, подлежащими определению.

3. Выбор коррекции и составление структурной схемы сис-
темы. В зависимости от требований к качеству переходных процес-
сов и точности в стационарных режимах, требований к устойчивости,
а также характеристик самого объекта управления производится вы-
бор типа коррекции, корректирующих звеньев, варьируемых парамет-
ров данных звеньев и диапазонов изменения этих параметров. Разу-
меется, при прочих равных условиях следует останавливаться на наи-
более простом варианте коррекции.

Задача выбора коррекции может иметь два типа:
а) структура управляющего устройства задана, необходимо оп-

ределить только его параметры;
б) структура системы не задана, необходимо синтезировать

структуру и параметры, которые бы обеспечили все требования,
предъявляемые к системе.

При решении задачи первого типа предлагаемое корректирую-
щее устройство должно быть технически осуществимо, поэтому на
практике задача синтеза сужается, т. е. корректирующее устройство
подбирается из стандартных корректирующих звеньев, поэтому при
синтезе системы обычно ограничиваются определением вида и пара-
метров стандартного корректирующего устройства. Иными словами,
синтез обычно сводится к синтезу корректирующего устройства при
неизменённой части остальной схемы системы.

Решение задачи второго типа более сложно и требует навыков
моделирования и проектирования систем. Здесь создается новая
структура синтезируемой системы.

4. Исследование скорректированной системы. Это завер-
шающий этап синтеза, на котором производится получение количест-
венных оценок принятого критерия оптимальности при различных
численных значениях параметров корректирующего звена. Затем пу-
тем аналитическим, графоаналитическим или ручным способом вы-
бираются оптимальные численные значения параметров корректи-
рующего звена. Тем самым завершается выбор коррекции системы.



94

После выбора коррекции системы проверяется (если нужно) вы-
полнение другой группы требований. Например, требование миниму-
ма среднеквадратичного отклонения выходной величины при задан-
ном стационарном случайном воздействии, из-за чего переходная ха-
рактеристика системы обычно получается с повышенной колебатель-
ностью. Поэтому при наличии жестких требований к колебательности
переходных процессов потребуется изменять настройку корректи-
рующего звена в сторону снижения колебательности системы за счет
некоторого понижения точности.

Мощным инструментом синтеза систем является синтез с по-
мощью ЭВМ. В этом случае выбор коррекции и значений варьируе-
мых параметров может быть выполнен простым перебором возмож-
ных вариантов. Для этого по каждому варианту коррекции строятся
области устойчивости в пространстве варьируемых параметров.
Внутри этих областей наносятся линии равных значений выбранных
показателей качества (длительность переходного процесса, перерегу-
лирование или колебательность и т.д.). Для достаточно большого ко-
личества точек в области устойчивости строятся непосредственно пе-
реходные характеристики. Полученная картина позволяет выбрать
оптимальную коррекцию. Аналогично определяется значение средне-
квадратичного отклонения в разных точках области устойчивости при
наличии случайных воздействий.

5.3. Коррекция систем

Коррекция динамических свойств линейных систем осуществ-
ляется для выполнения рассмотренных ранее требований по точности,
устойчивости и качеству переходных процессов (см. гл. 3 и 4).

Например, для выполнения требований к точности АСР в уста-
новившихся режимах может понадобиться увеличение коэффициента
передачи или порядка астатизма системы с сохранением устойчиво-
сти и определенного качества переходных процессов.

Также коррекция применяется как средство для обеспечения ус-
тойчивости неустойчивой системы или расширения области устойчи-
вости и повышения качества переходных процессов.

Осуществляется коррекция путем введения в систему специаль-
ных корректирующих звеньев с особо подобранной передаточной
функцией WКЗ(p). Принципиально корректирующие звенья могут
включаться в систему относительно не варьируемой части системы с
передаточной функцией WО(p) одним из следующих образов или их
сочетанием:
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1) последовательно (рис. 5.1, а);
2) параллельно (рис. 5.1, б);
3) в дополнительную обратную связь (рис. 5.1, в).

Действие корректирующих звеньев сводится к следующему:
1) введение в контур АСР воздействий по производным и инте-

гралам;
2) введение корректирующих обратных связей вокруг отдель-

ных частей системы;
3) введение корректирующих воздействий в функции внешних

воздействий и их производных.
Дополнительные воздействия по производным и интегралам в

контуре системы или в функции внешних воздействий и их производ-
ных осуществляются с помощью последовательных корректирующих
звеньев, корректирующие обратные связи – с помощью параллельных
корректирующих звеньев.

Выбор вида коррекции происходит из анализа преимуществ и
недостатков свойственных каждому виду коррекции:

1) последовательное включение корректирующих звеньев и
введение производных в основную цепь увеличивает быстродействие
системы, но одновременно при этом усиливается вредное воздействие
высокочастотных возмущающих воздействий, кроме того, повышение
скорости потребует повышение мощности системы и её прочности.
Введение интегрирующего звена делает систему астатической, т. е.
устраняет статическую ошибку, но для астатических систем прихо-
дится усложнять схему системы;

WКЗ(p) WО(p)

Рис. 5.1. Структурные схемы типов коррекции:
а) последовательная; б) параллельная;

в) с помощью дополнительных обратных связей

а) б)

в)

WO(p)
±

WКЗ(p)
±

WO(p)

WКЗ(p)
±
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2) звенья параллельного типа удобно применять в тех случаях,
когда необходимо осуществить сложный алгоритм регулирования с
введением интегралов и производных от ошибки регулирования, а
также изодромных устройств;

3) при включении корректирующего устройства в цепь обрат-
ной связи система становится менее чувствительной к внешним воз-
действиям и изменениям параметров основной цепи регулирования.
Обычно параметры корректирующего звена в цепь обратной связи
выбирают таким образом, чтобы выполнялось соотношение

1)()( >>× ww jWjW КЗО , (5.1)
в этом случае свойства участка цепи, где включена коррекция, и из-
менение её параметров не оказывают влияния на свойства всей сис-
темы. Это важное свойство является причиной широкого применения
коррекции в виде обратной связи. Обратная связь здесь обычно явля-
ется отрицательной.

5.4. Последовательные корректирующие звенья.
Законы регулирования

Термин «корректирующие звенья» используется для устройств,
которые вводятся в систему для изменения статических и динамиче-
ских свойств с различными целями и представляют собой динамиче-
ские звенья с определенными передаточными функциями. В тех слу-
чаях, когда корректирующие звенья используются именно для полу-
чения устойчивости системы или для повышения ее запаса устойчи-
вости, они называются иногда демпфирующими звеньями. При этом
имеется в виду, что звенья демпфируют колебания, которые возника-
ют в системе. Рассмотрим корректирующие звенья, применяемые в
электромеханических системах.

Корректирующие звенья аналоговых линейных электрических
систем обычно выполняются в виде пассивных или активных четы-
рехполюсников (АЧ и ПЧ) постоянного тока.

Активными четырехполюсниками являются операционные уси-
лители, выполненные с активными или реактивными элементами во
входе или обратной связи усилителя и способные выполнять различ-
ные математические операции с величиной напряжения. Пассивные
четырехполюсники представляют собой электрические фильтры, со-
стоящие из различных соединений активного, индуктивного и ёмко-
стного элемента.
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Для получения передаточных функций и характеристик пассив-
ных или активных электрических четырехполюсников применяют
операторную форму представления электротехнических величин. На
рис. 5.2 представлены схемы замещения линейного активного R, ин-
дуктивного L и ёмкостного C элемента.

Исходя из закона изменения тока и напряжения на активном,
индуктивном и ёмкостном элементе (2.89) и (2.90), можно записать
величины напряжений в операторной форме при нулевых начальных
условиях:

)()( pIRpU R ×= ; (5.2)

)()( pILppU L ×= ; (5.3)

Cp
pIpU C

)()( = . (5.4)

Откуда активное R, индуктивное XL и ёмкостное XC сопротивле-
ния в операторной форме имеют следующий вид:

RpR =)( ; (5.5)

LppX L =)( ; (5.6)

Cp
pX C

1)( = . (5.7)

Рис. 5.2. Схемы замещения электрических элементов:
а) активного; б) индуктивного; в) ёмкостного

а) в)

Ri(t)

uR(t)

RI(p)

UR(p)

Li(t)

uL(t)

UL(p)

LpI(p) – Li(0)

б)

Сi(t)

uС(t)

UС(p)

СpI(p)
uС(0)1

p
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Чаще всего в схеме четырехполюсника присутствуют различные
соединения вышеперечисленных элементов, а именно последователь-
ное (рис. 5.3, а) и параллельное (рис. 5.3, б).

Полные сопротивления участков цепи с последовательным и па-
раллельным соединением активного, индуктивного и ёмкостного эле-
мента имеют операторную форму записи

Cp
LpRpZпосл

1)( ++= ; (5.8)

Cp
LpRpZ пар

++=
11

)(
1 . (5.9)

Рассмотрим принципиальную электрическую схему пассивного
четырехполюсника, представленного на рис. 5.4.

Рис. 5.4. Принципиальная электрическая схема
пассивного четырехполюсника

C2

L1R1

R2
— Uвх — Uвых

Рис. 5.3. Соединения электрических элементов:
а) последовательное; б) параллельное

а)

б)

CLR

R

L

C
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Передаточной функцией пассивного четырехполюсника являет-
ся отношение полного сопротивления выходного участка Zвых цепи к
входному Zвх, выраженных в операторной форме:

( ) ( )
( )pZ

pZpW
вх

вых
пч = . (5.10)

Входное сопротивление цепи определяется при разомкнутых
выходных контактах:

( )
11

1

22

2
11

2
2

11 +
++=

+
++=

pCR
R

pLR
pC

R

pLRpZ вх . (5.11)

Выходное сопротивление цепи определяется при разомкнутых
входных контактах:

( )
122

2

+
=

pCR
RpZ вых . (5.12)

Таким образом, передаточная функция пассивного четырехпо-
люсника, представленного на рис. 5.4, после некоторых алгебраиче-
ских преобразований представляет собой колебательное звено

( )
( ) ( )211221

2
221

2

)( RRpLCRRpCRL
RpWпч

++++
= . (5.13)

Рассмотрим принципиальную электрическую схему активного
четырехполюсника на операционном усилителе, представленного на
рис. 5.5.

Рис. 5.5. Принципиальная электрическая схема активного
четырехполюсника на операционном усилителе

Cос

Rвх

Rос

ОУ— Uвх — Uвых
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Передаточной функцией активного четырехполюсника на опера-
ционном усилителе является отношение полного сопротивления обрат-
ной связи Zос цепи к входному Zвх, выраженных в операторной форме:

( ) ( )
( )pZ
pZ

pW
вх

ос
оу = . (5.14)

Полное сопротивление обратной связи в операторной форме

( )
pC

RpZ
ос

осос
1

+= . (5.15)

Полное входное сопротивление в операторной форме
( ) вхвх RpZ = . (5.16)

Таким образом, передаточная функция активного четырехпо-
люсника на операционном усилителе, представленного на рис. 5.5,
после некоторых алгебраических преобразований представляет собой
идеальное пропорционально-интегрирующее звено:

( )
pCRR

RpW
освхвх

ос
оу

1
+= . (5.17)

Описанные выше методы получения передаточных функций
корректирующих звеньев применяются, когда структура и параметры
четырехполюсника уже заданы. Однако на практике задача синтеза
сужается, т. е. корректирующее устройство подбирается из стандарт-
ных корректирующих звеньев, имеющих заданную передаточную
функцию, коррекция же производится путем подбора значений её ко-
эффициентов.

В самой общей постановке задачи коррекции систем, при после-
довательной коррекции передаточную функцию корректирующего зве-
на WКЗ(p), в соответствии с рис. 5.1, а, желательно иметь равной обрат-
ной передаточной функции неварьируемой части системы WО(p):

)(
1)(

pW
pW

О
КЗ = , (5.18)

в этом случае корректирующее звено будет компенсировать всю
инерционность и усиление неварьируемой части системы.

Однако такое решение практически невозможно реализовать,
т.к. требует от корректирующего звена идеально выявлять столько
производных, каков порядок знаменателя WO(p). Поэтому практиче-
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ское применение получили, в основном, типовые корректирующие
звенья, реализующие один из четырех типовых алгоритмов (законов)
регулирования:

1) пропорциональный (П);
2) пропорционально-дифференцирующий (ПД);
3) пропорционально-интегрирующий (ПИ);
4) пропорционально-интегро-дифференцирующий (ПИД).

Пропорциональное звено
Данное звено увеличивает общий коэффициент передачи ра-

зомкнутой системы в K раз. Передаточная функция и характеристики
звена рассмотрены в пункте 2.11. В частотной области П звено может
влиять на устойчивость системы путем перемещения ЛАХ вдоль оси
ординат.

Пропорционально-дифференцирующее звено
Выходная величина ПД звена содержит две составляющие –

пропорциональную входной величине, определяемую коэффициентом
KП, и пропорциональную её первой производной, определяемую ко-
эффициентом KД. Как показано в выражении (5.19), последняя состав-
ляющая может быть положительной или отрицательной.

Идеальное ПД звено имеет следующую передаточную функцию:
( )ПД П ДW p K K p= ± . (5.19)

Существуют еще пропорционально-дифференцирующие звенья,
дающие на выходе составляющую, пропорциональную второй произ-
водной. Однако значительно чаще такую составляющую получают
последовательным включением двух звеньев с передаточной функци-
ей (5.19).

Последовательное включение идеального ПД звена в АСР при-
водит к тому, что передаточная функция разомкнутой системы умно-
жается на передаточную функцию этого звена, изменяя характеристи-
ческое уравнение системы, и явно влияет на устойчивость и качество
переходных процессов в системе.

Рассмотрим влияние идеального ПД звена на качество переход-
ных процессов на примере последовательного соединения этого звена
с неварьируемой частью системы, имеющей передаточную функцию:

( )
1

O
O

O

KW p
T p

=
+

. (5.20)
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В рассматриваемой схеме по мере увеличения положительного
воздействия по производной KД p инерционность основного звена
компенсируется во все большей степени и при KД / KП = ТO получает-
ся идеальное безынерционное звено:

( ) ( ) ( ) 1
1 1

ДO O П
O ПД П Д O П

O O П

KK K KW p W p K K p p K K
T p T p K

æ ö
= + = + =ç ÷+ + è ø

. (5.21)

В соответствии с выражением (5.4) аналогично влияет идеаль-
ное ПД звено и на переходную характеристику любого инерционного
звена произвольного порядка. При этом, чем выше порядок инерци-
онного звена WO(p), тем до более высокого порядка целесообразно
использовать дополнительные производные. Практически примене-
ние нашли главным образом воздействия по производным первого и
второго порядков из-за сложности получения высших производных.

Положительное воздействие по производной KД p, т. е. по скоро-
сти изменения входного сигнала, увеличивает этот сигнал, складыва-
ясь с ним, когда он растет, и, наоборот, уменьшает сигнал, вычитаясь
из него, когда он начинает уменьшаться. Таким образом, это воздей-
ствие форсирует течение переходного процесса, убыстряя его. Отри-
цательное воздействие действует наоборот, замедляя переходный
процесс.

В частотной области идеальное ПД звено может рассматривать-
ся как фильтр высоких частот, предназначенный для подавления
низкочастотных составляющих сигнала. ЛАХ данного звена растет с
увеличением частоты, ЛФХ звена вносит положительный фазовый
сдвиг (рис. 5.6), т. е. это звено уменьшает суммарное запаздывание по
фазе в системе в режиме установившегося гармонического воздейст-
вия. Поэтому введение этого звена в систему расширяет ее полосу
пропускания, т. е. повышает быстродействие.

В реальных корректирующих устройствах ПД звенья обладают
некоторой инерционностью, такое реальное ПД звено имеет следую-
щую передаточную функцию:

( )
1

П Д
ПД

ПД

K K p
W p

T p
±

=
+

. (5.22)

Реальное ПД звено можно представить как последовательное со-
единение идеального ПД звена и обычного апериодического звена. По-
этому все сказанное выше о влиянии идеального ПД звена на устойчи-
вость и качество переходного процесса справедливо и для инерционно-
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го звена такого типа с той лишь разницей, что такое звено слабее влияет
на быстродействие системы и соответственно на ее устойчивость.

На рис. 5.7 представлена принципиальная схема пассивного
фильтра, реализующего реальное ПД звено (5.22). Дифференцирова-
ние реализуется с помощью конденсатора с ёмкостью C. Коэффици-
енты передаточной функции звена определяются из параметров эле-
ментов схемы:

2

1 2
П

RK
R R

=
+

; (5.23)

1 1Д ПД ПK Т K R С= = . (5.24)

Рис. 5.6. Частотные характеристики идеального
пропорционально-дифференцирующего звена

φ, рад ω0 = KП /KД
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Рис. 5.7. Схема пассивного фильтра, реализующего реальное
пропорционально-дифференцирующее звено
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Пропорционально-интегрирующее звено
Выходная величина ПИ звена содержит две составляющие –

пропорциональную входной величине, определяемую коэффициентом
KП, которая может быть положительной или отрицательной, и про-
порциональную её интегралу, определяемую коэффициентом KИ.

Идеальное ПИ звено имеет следующую передаточную функцию:

( ) И
ПИ П

KW p K
p

= ± . (5.25)

Последовательное включение идеального ПИ звена в АСР при-
водит к увеличению порядка астатизма передаточной функции ра-
зомкнутой системы, изменяя характеристическое уравнение системы,
и явно влияет на устойчивость и качество переходных процессов в
системе.

Идеальное ПИ звено эквивалентно последовательному соедине-
нию интегрирующего звена и идеального ПД звена:

( ) ( )1
ПИ И ПW p K K p

p
= ± . (5.26)

В частотной области идеальное ПИ звено может рассматривать-
ся как фильтр низких частот, предназначенный для подавления вы-
сокочастотных составляющих сигнала. ЛАХ данного звена убывает с
увеличением частоты, ЛФХ звена вносит отрицательный фазовый
сдвиг (рис. 5.8).

Рис. 5.8. Частотные характеристики идеального
пропорционально-интегрирующего звена
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В реальных корректирующих устройствах ПИ звенья обладают
некоторой инерционностью, такое реальное ПИ звено имеет следую-
щую передаточную функцию:

( ) 1
1 1

И
П

И П
ПИ

ПИ ПИ

K K
K K ppW p

T p p T p

±
±

= =
+ +

. (5.27)

Реальное ПИ звено можно представить как последовательное со-
единение идеального ПИ звена и обычного апериодического звена. Та-
кое звено применяют вместо простого интегрирующего звена в тех
случаях, когда введение последнего требует дополнительной коррек-
ции для сохранения устойчивости или качества переходного процесса.

На рис. 5.9 представлена принципиальная схема активного че-
тырехполюсника на операционном усилителе, реализующего реаль-
ное ПИ звено (5.27). Интегрирование реализуется с помощью конден-
сатора с ёмкостью C, расположенного в обратной связи. При отсутст-
вии индуктивности L звено становится идеальным ПИ звеном (рис.
5.5). Коэффициенты передаточной функции звена определяются из
параметров элементов схемы:

1
И

ос ос
K

С R
= ; (5.28)

вх
П

ос

RK
R

= ; (5.29)

вх
ПИ

ос

LТ
R

= . (5.30)

Рис. 5.9. Схема операционного усилителя, реализующего реальное
пропорционально-интегрирующее звено

CосRвх RосLвх

ОУ— Uвх
— Uвых
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Пропорционально-интегро-дифференцирующее звено
Выходная величина ПИД звена содержит три составляющие –

пропорциональную интегралу входной величины, определяемую ко-
эффициентом KИ, пропорциональную входной величине, определяе-
мую коэффициентом KП, которая может быть положительной или от-
рицательной, пропорциональную её первой производной, определяе-
мую коэффициентом KД.

Идеальное ПИД звено имеет следующую передаточную
функцию:

( ) И
ПИД П Д

KW p K K p
p

= ± ± . (5.31)

Нетрудно показать (вынеся перед дробью множитель 1/p), что
это звено эквивалентно последовательному соединению интегри-
рующего звена и идеального ПД звена второго порядка или последо-
вательному соединению идеального ПИ звена и идеального ПД звена
первого порядка:

( ) ( ) ( )2
1 2

1 И
ПИД И П Д П П Д

KW p K K p K p K K K p
p p

æ ö
= ± ± = ± ±ç ÷

è ø
. (5.32)

Таким образом, идеальное ПИД звено повышает порядок аста-
тизма, как ПИ звено, но при этом одновременно дает более сильную
коррекцию динамических свойств системы как ПД звено.

Частотные характеристики идеальное ПИД звена получаются
сложением характеристик идеальных ПИ и ПД звеньев. Соответст-
венно такое звено подчеркивает как нижние, так и верхние частоты,
подавляя средние, и может рассматриваться как фильтр средних
частот (заградительный фильтр) (рис. 5.10).

В реальных корректирующих устройствах ПИД звенья обладают
некоторой инерционностью, такое реальное ПИД звено имеет сле-
дующую передаточную функцию:

( )
1

И
П Д

ПИД
ПИД

K K K p
pW p

T p

± ±
=

+
. (5.33)
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В связи с видом ЛАХ реального ПИД звена часто реальными
ПИД звеньями называют не только звенья с передаточной функцией
(5.33), но и любые другие звенья, ЛАХ которых имеет минимум на
средних частотах и растет в сторону как низких, так и высоких частот.
Такую частотную характеристику (рис. 5.11) имеет, например, звено с
передаточной функцией

( ) ( )
( )

( )
( )

32

1 4

11
1 1ПИД

T pT p
W p K

T p T p
++

=
+ +

. (5.34)

Рис. 5.11. Частотная характеристика реального
пропорционально-интегро-дифференцирующего звена
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Рис. 5.10. Частотные характеристики идеального
пропорционально-интегро-дифференцирующего звена
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На рис. 5.12 представлена принципиальная схема пассивного
фильтра, реализующего реальное ПИД звено. Коэффициенты переда-
точной функции звена определяются из параметров элементов схемы
(рис. 5.12):

Передаточная функция звена, схема которого представлена на
рис. 5.12, определяются из принципиальной схемы (см. п. 5.4 начало):

( ) ( )
( )

.
)1)(1(

)1)(1(
)1)(1(

)1)(1(
1

1

1
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R
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R
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+++
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+++
++

=

=

+
++
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==

 (5.35)

Коэффициенты определяются из параметров элементов схемы:

ï
î

ï
í

ì

=

=
=

.
;
;

2123

223

112

CRT
CRT
CRT

(5.36)

Приведем передаточную функцию (5.35) к стандартному виду
(5.34), для этого приравняем знаменатели этих функций и найдем по-
стоянные времени T1 и T4:

;1)(1)( 41
2

412332
2

32 +++=++++ pTTpTTpTTTpTT  (5.37)

î
í
ì

++=+
=

;
;

233241

3241

TTTTT
TTTT

(5.38)

Рис. 5.12. Схема пассивного фильтра, реализующего реальное
пропорционально-интегро-дифференцирующее звено
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Рассмотренные корректирующие звенья имеют в числителе пе-
редаточной функции сумму пропорционального, дифференцирующе-
го и интегрирующего слагаемых. Поэтому эти звенья можно предста-
вить в виде параллельного соединения звеньев соответствующего
действия. Часто именно в виде совокупности таких простейших
звеньев они и реализуются. Это иллюстрируется на рис. 5.13 на при-
мере идеального ПИД звена.

В системах автоматического регулирования в зависимости от
вида применяемой коррекции или закона регулирования регуляторы
классифицируются на следующие типы:

1) П-регулятор;
2) ПД-регулятор;
3) ПИ-регулятор;
4) ПИД-регулятор.

5.5. Корректирующие звенья в обратной связи

Рассмотрим коррекцию динамических свойств АСР с помощью
обратных связей вокруг отдельных частей системы (рис. 5.1, в).

При охвате звена с передаточной функцией WO(p) обратной свя-
зью через корректирующее звено с передаточной функцией WOC(p)
получим, согласно (2.130), передаточную функцию

Рис. 5.13. Структурная схема идеального
пропорционально-интегро-дифференцирующего звена
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)()(1
)(

)(
pWpW

pW
pW

OCO

O
ЗАМ

m
= , (5.40)

где «+» соответствует отрицательной, «–» – положительной ОС.
Обратные связи помимо отрицательной и положительной делят-

ся на «жёсткие» обратные связи (ЖОС) и «гибкие» обратные связи
(ГОС).

Если измеренное значение регулируемой величины, приходящее
к элементу сравнения, пропорционально выходной величине, то такая
обратная связь называется «жёсткой», если же измеренное значение
пропорционально скорости или ускорению выходной величины –
«гибкой».

Поэтому корректирующее звено в «жёсткой» ОС является про-
порциональным, а в «гибкой» ОС – дифференцирующим. В статиче-
ском установившемся режиме «жёсткая» ОС вносит коррекцию в
систему, а «гибкая» ОС – нет, что видно из передаточных функций
(см. п. 2.7)

OCЖОС KW =)0( ; (5.41)

0)0( =ГОСW . (5.42)
Идеальной ЖОС (рис. 5.14, а) является связь с идеальным уси-

лительным звеном (см. п. 2.11).
Рассмотрим влияние идеальной ЖОС на апериодическое звено с

неварьируемой частью системы, имеющей передаточную функцию
(5.20). Передаточная функция звена, замкнутого такой ОС, WЗАМ(p) не
изменяется и имеет вид

( ) 1
1 11

1

O

O O ЗАМ
ЗАМ

O ОС O O ОС ЗАМ

O

K
T p K KW p K K T p K K T p

T p

+
= = =

+ +
+

m
m

, (5.43)

где новые параметры передаточной функции KЗАМ и TЗАМ

1
O

ЗАМ
O ОС

KK
K K

=
m

; (5.44)

1
O

ЗАМ
O ОС

TT
K K

=
m

. (5.45)
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Таким образом, в результате охвата апериодического звена
ЖОС его постоянная времени и коэффициент передачи изменятся в
(1 O ОСK Km ), т. е. уменьшаться в случае отрицательной обратной связи
и увеличатся при положительной обратной связи. Поэтому для кор-
рекции систем применяется в основном отрицательная ОС для
уменьшения инерционности.

При охвате идеальной ЖОС интегрирующего звена (2.76) оно
становится позиционным апериодическим, что видно из следующей
передаточной функции:

( )
11

O

O ЗАМ
ЗАМ

O ОС O ОС ЗАМ

K
K KpW p K K p K K T p

p

= = =
m m

m

, (5.46)

где новые параметры передаточной функции KЗАМ и TЗАМ

1
ЗАМ

ОС
K

K
= ; (5.47)

1
ЗАМ

O ОС
T

K K
= . (5.48)

Практический интерес при этом представляет только отрица-
тельная обратная связь, т.к., согласно (5.40), при положительной об-
ратной связи получается неустойчивое звено. Отрицательная обрат-
ная связь вокруг интегрирующего звена широко применяется для
снижения порядка астатизма системы и соответственно улучшения ее
устойчивости и качества переходных процессов в тех случаях, когда у
системы оказывается излишний порядок астатизма. С этой целью, на-
пример, часто охватывают жесткой обратной связью электрические и
гидравлические двигатели, используемые в качестве исполнительных

Рис. 5.14. Структурные схемы звеньев, охваченных обратной связью:
а) идеальной «жесткой»; б) идеальной «гибкой» первого порядка

а) б)

WO(p)

KOC

WO(p)

KOC·p

х у

y·KOC

х у

y KOC·p
±±
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звеньев управляющих устройств для перемещения органов управле-
ния объектами. Без обратной связи эти двигатели представляют собой
интегрирующие звенья, если выходной величиной является переме-
щение.

Реальной ЖОС является связь, имеющая инерционность, т. е.
имеющая для коррекции апериодическое звено (см. п. 2.11):

( )
1

ОС
ОС

ОС

KW p
T p

=
+

. (5.49)

Инерционность реальной отрицательной ЖОС при сохранении
принципиальных выводов, сделанных ранее, приводит к увеличению
быстродействия за счет замедления роста сигнала ХОС обратной связи
и, следовательно, удлинения форсирования на входе звена.

Соответственно при этом порядок знаменателя передаточной
функции звена WЗАМ(p), замкнутого реальной отрицательной ЖОС,
повышается на единицу против порядка исходного звена WO(p) при
TОС << 1 и TОС << TО:

( )

( )( )

( )
( )

11
11

1 1

O

ЗАМ OСO
ЗАМ

O ОС ЗАМ

O OС

K
K T pT pW p K K T p

T p T p

++
= »

++
+ +

, (5.50)

где новые параметры передаточной функции KЗАМ и TЗАМ определятся
по (5.44) и (5.45).

Таким образом, реальная отрицательная ЖОС привела к появле-
нию в числителе передаточной функции WЗАМ(p) дополнительного
форсирующего воздействия по производной, как в случае применения
реального ПД звена. Данная ОС, как и ПД звено, вносит частотную
коррекцию в систему и может рассматриваться как фильтр высоких
частот.

Идеальной ГОС (рис. 5.14, б) является связь с идеальным
дифференцирующим звеном первого (см. п. 2.11) или второго по-
рядка. Такая ОС называется также обратной связью по скорости или
ускорению.

Идеальная ГОС, не влияя на коэффициент передачи охватывае-
мого звена, изменяет коэффициент при операторе Лапласа в знамена-
теле его передаточной функции WЗАМ(p), например, для исходного
апериодического звена (5.20)
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Т. е. постоянная времени звена изменяется на величину O ОСK K .
При этом отрицательная идеальная ГОС увеличивает постоянную
времени, а положительная – уменьшает. В отличие от отрицательной
ЖОС применение положительной ГОС позволяет повышать быстро-
действие без снижения коэффициента передачи звена.

При охвате идеальной ГОС интегрирующего звена (2.76), она, в
отличие от действия идеальной ЖОС, изменяет коэффициент переда-
чи звена, не изменяя его структуры:

( ) ( )11

O

O
ЗАМ

O ОС O ОС

K
KpW p K K p K K p

p

= =
m

m

. (5.52)

Реальной ГОС является связь с реальным дифференцирующим
звеном (см. п. 2.11). Инерционность реальной ГОС сказывается на
динамике охватываемого звена так же, как и реальная ЖОС, т. е. при
отрицательной ОС инерционность повышает быстродействие, а при
положительной – снижает. Таким образом, благодаря простоте реали-
зации инерционные обратные связи широко применяются для повы-
шения быстродействия (форсирования переходных процессов).

Особенно широкое распространение получила реальная ГОС
вокруг интегрирующего звена, которая называется изодромной ОС,
в данном случае передаточная функция охваченного звена WЗАМ(p)
имеет вид
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В начале переходного процесса, когда скорость изменения пе-
ременных велика, TОС·p >> 1. Поэтому в первой половине переходно-
го процесса инерционная гибкая обратная связь ведет себя как ЖОС,
превращая охваченное ею интегрирующее звено в апериодическое. В
результате облегчаются условия стабилизации АСР в целом, и возни-
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кает возможность увеличить коэффициент передачи системы и тем
самым повысить быстродействие в начале переходного процесса. Во
второй половине переходного процесса постепенно, по мере его за-
медления сигнал обратной связи ХОС спадает до нуля, в результате че-
го интегрирующее звено начинает вести себя, как звено без обратной
связи, обеспечивая астатизм системы в целом, т. е. устраняя устано-
вившееся отклонение.

Рассмотрим интересный случай охвата отрицательной ОС с кор-
ректирующим звеном, имеющим передаточную функцию WOС(p),
идеального усилительного звена с большим коэффициентом передачи
K0 >> 1.

В данном случае передаточная функция звена, замкнутого отри-
цательной ОС:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

11
O

ЗАМ
O ОС ОС
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K W p W pW p

K

= = »
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, (5.54)

т. к. K0 >> 1, то 1/K0 → 0.
Следовательно, с помощью практически безынерционного уси-

лителя с большим коэффициентом передачи можно получить звено с
передаточной функцией, обратной передаточной функции звена об-
ратной связи.

В частности, если WOC(p) = KOC·p, то WЗАМ(p) = 1/ KOC·p ,  т.  е.  с
помощью дифференцирующего звена в цепи ОС получается интегри-
рующее звено. Аналогично с помощью обычного апериодического
звена в цепи ОС, получается идеальное ПД звено.

5.6. Методы синтеза линейных систем

Рассмотрим несколько классических методов инженерного син-
теза линейных непрерывных систем.

Корневой метод
Наиболее простой корневой метод разработан Т. Н. Соколовым.

Сущность его сводится к следующему. С точки зрения скорейшего
затухания переходного процесса важно, чтобы вещественные части
всех корней характеристического уравнения системы были наиболь-
шими. Сумма вещественных частей всех корней численно равна пер-
вому коэффициенту характеристического уравнения (5.55). Поэтому
при заданной величине этого коэффициента наилучшие результаты
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получаются при равенстве вещественных частей всех корней. Однако
расчеты и исследования построенных систем показывают, что стрем-
ление удовлетворить поставленному требованию приводит к совер-
шенно нереальным конструктивным характеристикам отдельных
звеньев. Эти расчеты и исследования показывают, что из общего чис-
ла корней характеристического уравнения всегда можно выделить два
или три корня с меньшей по абсолютному значению вещественной
частью, которые и определяют ход основного процесса. Остальные же
корни характеризуют быстро затухающие составляющие, оказываю-
щие влияние только на начальной стадии переходного процесса.

Пусть имеется характеристическое уравнение системы
A(p) = a0p3 + a1p2 + a2p + a3 = 0. (5.55)

Тогда уравнение (5.52) удобно представить в виде
A(p) = (p + с1)(b0p2 + b1p + b2) = 0; (5.56)

a0 = b0; (5.57)

a1 = b0∙с1 + b1; (5.58)

a2 = с1∙b1 + b2; (5.59)

a3 = с1∙b2. (5.60)
Второй сомножитель (5.56) и будет определять основной харак-

тер процесса. Для уменьшения погрешностей проектируемой системы
важно, чтобы коэффициент b2 в сомножителе имел как можно боль-
шую величину. Однако чрезмерное увеличение b2 приводит к колеба-
тельному характеру переходного процесса.

Оптимальное соотношение между коэффициентами b0, b1 и b2
определяется из условия получения затухания за один период
ζ = 98 %, которому соответствует выражение

1 12 ln ln 4
1 0,02

ap
b z
= = =

-
, (5.61)

где α и β – вещественная и мнимая части комплексного корня харак-
теристического уравнения, характеризующие динамику переходного
процесса.

Учитывая зависимость затухания α и угловой частоты β пере-
ходного процесса от коэффициентов уравнения (5.56) (см. п. 2.11)



116

2
0 1

2
2 21 2 1

00 0 0

2

4
 и

2 22

b b
b bb b b

bb b b
b

a b

æ ö
- ç ÷ æ öè ø= = = - ç ÷

è ø
. (5.62)

Из уравнений (5.61) и (5.62) получим
2

2
0 2 1

4
16

b b bp +
= . (5.63)

Данное соотношение коэффициентов характеристического
уравнения (5.56) должно обеспечиваться при проектировании и син-
тезе линейных систем, имеющих колебательность.

Метод корневых годографов
Устойчивость и качество регулирования автоматической линей-

ной системы с точки зрения быстродействия и запаса устойчивости
может характеризоваться расположением корней числителя и знаме-
нателя передаточной функции замкнутой системы, т. е. расположени-
ем нулей и полюсов передаточной функции (см. п. 4.3).

Зная эти корни, можно изобразить их расположение на ком-
плексной плоскости корней (см. п. 3.2). При расчете системы целесо-
образно проследить, как меняется общая картина расположения кор-
ней при изменении отдельных параметров, например коэффициента
передачи разомкнутой системы, постоянных времени корректирую-
щих цепей и т. п., с целью установления оптимальных значений этих
параметров.

При плавном изменении значения какого-либо параметра корни
будут перемещаться на плоскости корней, прочерчивая некоторую
кривую, которую будем называть корневым годографом или траек-
торией корней. Построив траектории всех корней, можно выбрать
такое значение варьируемого параметра, которое соответствует наи-
лучшему расположению корней.

Пусть имеется дифференциальное уравнение замкнутой невоз-
мущенной системы, записанное для управляемой величины y при на-
личии задающего воздействия x:

(a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an)y =

= (b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm)x. (5.64)
Передаточная функция системы (см. п. 2.10)
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Корни характеристического уравнения системы pi, согласно
(3.5), имеют вид

pi = a ± jβ. (5.66)
Коэффициенты числителя и знаменателя – ai и bi (5.65) опреде-

ленным образом выражены через физические параметры объекта,
системы или корректирующего устройства.

Если нужно выбрать величину какого-либо параметра (постоян-
ная времени, коэффициент усиления и т. п.), входящего как угодно в
коэффициенты (5.65), то необходимо принять некоторые постоянные
значения для всех остальных параметров, а для искомого параметра
задавать различные числовые значения внутри реально возможных
пределов изменения этого параметра в данной системе.

Для каждого из этих вариантов необходимо затем вычислить
корни характеристического уравнения системы. Результаты вычисле-
ний можно свести в таблицу, на основании которой строятся траекто-
рии корней. По построенным корневым годографам производится
анализ влияния изменения какого-либо параметра на устойчивость и
качество регулирования системы (см. п. 3.2, 3.3 и п. 4.3).

Метод логарифмических амплитудных характеристик
Для изменения динамического поведения системы или обеспече-

ния её устойчивости удобно применять коррекцию динамических
свойств в частотной области. Наиболее приемлемы для коррекции в
частотной области логарифмические амплитудные характеристики, так
как построение ЛАХ, как правило, может делаться почти без вычисли-
тельной работы. Особенно удобно использовать асимптотические ЛАХ.

При использовании данного метода синтеза исходная система
должна быть минимально-фазовой.

Минимально-фазовая система – система, у которой все корни
pi характеристического уравнения передаточной функции W(p) имеют
отрицательные действительные части, т. е. расположены в левой ком-
плексной полуплоскости (являются левыми).

Минимально-фазовые системы дают минимальный фазовый сдвиг
φ(ω) по сравнению с любыми другими, имеющими такую же амплитуд-
ную характеристику A(ω), но у которой действительная часть хотя бы
одного корня характеристического уравнения положительна.
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У минимально фазовых систем существует однозначная зависи-
мость между частотными характеристиками. То есть, располагая од-
ной частотной характеристикой, можно построить остальные. Други-
ми словами, в любой частотной характеристике заключена вся ин-
формация о поведении системы.

Процесс синтеза по ЛАХ включает в себя следующие
действия:

1. Построение исходной ЛАХ. Под исходной ЛАХ понимается
характеристика исходной системы управления, состоящей из объекта
управления, управляющего устройства и регулятора без корректи-
рующего звена. Данный регулятор не обеспечивает требуемого каче-
ства переходного процесса или запасов устойчивости.

2. Построение желаемой ЛАХ. Построение желаемой ЛАХ
делается на основе тех требований, которые предъявляются к проек-
тируемой системе управления. При построении желаемой характери-
стики необходимо быть уверенным, что её вид полностью определяет
характер переходных процессов и отсутствует необходимость вво-
дить в рассмотрение фазовую характеристику. В случае минимально-
фазовых систем амплитудная характеристика однозначно определяет
вид фазовой характеристики.

3. Определение характеристики и параметров корректи-
рующего звена. Наиболее просто определяется корректирующее уст-
ройство последовательного типа. Если желаемая передаточная функ-
ция разомкнутой системы WCK(p), исходной – WO(p) и передаточная
функция корректирующего звена последовательного типа – WKЗ(p), то
можно записать равенство

)()()( pWpWpW КЗOCK ×= . (5.67)

Переходя к логарифмическим частотным характеристикам,
можно записать, что скорректированная ЛАХ

)()()( www КЗOCK LLL += . (5.68)

Отсюда ЛАХ корректирующего звена
)()()( www OCKКЗ LLL -= . (5.69)

Таким образом, при использовании ЛАХ весьма легко осущест-
вляется синтез последовательных корректирующих средств, так как
ЛАХ корректирующего звена получается простым вычитанием орди-
нат исходной ЛАХ из ординат желаемой.
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4. Техническая реализация корректирующих средств.
По виду ЛАХ, коэффициенту усиления и требуемым частотам

сопряжения и среза необходимо подобрать тип, передаточную функ-
цию и параметры корректирующего звена последовательного типа
(см. п. 5.4).

5. Поверочный расчёт и построение переходного процесса.
В случае необходимости полученная система управления вместе

с корректирующим звеном может быть исследована обычными мето-
дами анализа устойчивости и качества управления.

Для примера рассмотрим синтез последовательного корректи-
рующего звена в частотной области. Пусть дана исходная астатиче-
ская АСР, которая на начальном участке ЛАХ имеет наклон
– 20 дБ/дек, что соответствует интегрирующей составляющей. Ис-
ходная система не удовлетворяет требованиям по времени переходно-
го процесса, т. к. частота среза wср.исх мала, поэтому время регулиро-
вания tP велико. Кроме того, запас устойчивости по фазе Δφисх меньше
требуемого.

Пример синтеза:
1) строим исходную ЛАХ и ЛФХ – пунктирная линия на

рис. 5.15. У исходной системы наклон характеристики на частоте
среза wср.исх = – 40 дБ/дек;

2) строим желаемую ЛАХ – основная линия на рис. 5.15. У же-
лаемой системы наклон характеристики на частоте среза
wср.ск = – 20 дБ/дек;

3) графическим вычитанием из ЛАХ скорректированной систе-
мы вычитают ЛАХ исходной системы и получают ЛАХ корректи-
рующего звена – штрихпунктирная линия на рис. 5.15;

4) получаем по виду ЛАХ идеальное пропорционально-
дифференцирующее звено (5.19), по частоте сопряжения w0.КЗ и на-
чальному уровню ЛАХ определяем коэффициенты звена:

20lg 20lgП CK OK K K= - ; (5.70)

0.

П
Д

КЗ

KK
w

= . (5.71)

Техническая реализация идеального пропорционально-
дифференцирующего звена может быть сделана на операционном
усилителе (см. п. 5.4);

5) для анализа устойчивости скорректированной системы дост-
роим недостающие ЛФХ корректирующего звена и общее для скор-
ректированной системы (см. п. 3.8).
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Следствием уменьшения наклона скорректированной ЛАХ на час-
тоте среза wср.ск и подъема общей ЛФХ за счет ЛФХ корректирующего
звена является увеличение запасов устойчивости по амплитуде
ΔLск >ΔLисх и фазе Δφск > Δφисх, по сравнению с исходной системой.

Рис. 5.15. Графическое нахождение ЛАХ корректирующего звена
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5.7. Контрольные вопросы

1. Что понимают под синтезом автоматической системы? Цель
синтеза?

2. Перечислите и поясните основные задачи синтеза системы.
3. В чем суть коррекции систем? Виды коррекции.
4. Что представляет собой корректирующее звено в электриче-

ских аналоговых системах? Способы включения корректирующих
звеньев.

5. Определение передаточной функции активного корректи-
рующего звена в электрических аналоговых системах.

6. Определение передаточной функции пассивного корректи-
рующего звена в электрических аналоговых системах.

7. Назовите основные типы корректирующих звеньев и их пере-
даточные функции, обеспечивающие типовые законы регулирования.

8. Чем отличается идеальное корректирующее звено от реаль-
ного?

9. Реализация идеального пропорционально-интегро-
дифференцирующего звена из простейших звеньев.

10. Поясните особенности жёсткой и гибкой обратной связи.
11. Как получить звено с передаточной функцией, равной обрат-

ной передаточной функции звена обратной связи?
12. В чем суть корневого метода синтеза линейной системы?
13. В чем суть метода корневых годографов при синтезе линей-

ной системы?
14. Что такое минимально-фазовая система?
15. Поясните процесс синтеза методом логарифмических ампли-

тудных характеристик.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изложенный в учебном пособии материал по теории автомати-
ческого управления линейными непрерывными системами позволит
студентам высшего учебного заведения освоить основы математиче-
ского моделирования автоматических систем, методы анализа устой-
чивости и качества регулирования, методы синтеза систем, приобре-
сти навыки практического решения задач по вышеперечисленным ас-
пектам.

Для расширенного изучения «Теории автоматического управле-
ния» рекомендуется воспользоваться литературой, приведенной в
библиографическом списке.

В качестве прикладных компьютерных программ рекомендуется
использовать пакетное приложение Simulink программного комплекса
MATLAB®, программный комплекс «Моделирование в технических
устройствах» («МВТУ»), программная среда VisSim® и др.
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ПРАКТИКУМ

ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Задание на практическую работу:
1. Провести линеаризацию дифференциального уравнения в

окрестности точки с координатами x0, y0, 0x& , 0y& .
Варианты заданий:

1. 012715 2 =-++- yyyxxxy && , (x0 = 2, 10 =x& , 00 =y& ).

2. ( ) xyxyx --= 22& , ( 40 =x , 20 =y& ).

3. ( ) xxxyxxyx -=-+× cossincossinsin & , ( 1,00 =x ; 30 =y& ).

4. xxyyxy -=-+ && 4352 2 , (x0 = 5, 20 =x& , 40 =y& ).

5. ( ) 2
41212

x
xyyx -

=-- & , ( 30 =x , 10 =y& ).

6. ( ) ( ) 02623 2 =--- xyxxy& , ( 10 =x , 20 =y& ).

7. 0222 =+- xyxyyx && , ( 10 =x , 50 =x& , 40 =y ).

8. ( ) 02 =++ xdydxyyx & , ( 20 =x , 10 =x& , 10 =y& ).

9. ( ) 02222 =-++ ydydxxyyx , ( 50 =x , 70 =y ).

10. ( ) 022 22 =+¢-- yyyxyx , ( 30 =x , 20 =y ).

11. xyyxyx 102 22 =+ && , ( 30 =x , 50 =x& , 10 =y ).

12. xyxyx lg3=+ && , ( 100 =x , 20 =x& , 10 =y ).

13. xyyyx 23arctgarctg2 -=+ & , ( 30 =x , 10 =y ).

14. xxyyyx cos2loglog 22 +-=+ & , ( 80 =x , 20 =y ).

15. xyyxyyx ln2100 +=++
& , ( 20 =x , 5,00 =y ).

16. yxyx
y

y
x

x
&& 24sin2sin2

-=+ , ( 30 =x , 10 =x& , 10 =y ).
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Контрольные вопросы:
1. Что понимают под дифференциальным уравнением?
2. Как определяется порядок дифференциального уравнения?
3. Что представляет собой линеаризация дифференциального

уравнения?
4. Что представляет собой уравнение в приращениях?

СТРУКТУРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В ПРОСТРАНСТВЕ

СОСТОЯНИЙ

Задание на практическую работу:
1. Составить систему уравнений в форме Коши, матричную

модель и структурную схему модели системы, по соответствующему
варианту задания.

2. При помощи матрицы перехода перейти к новым координа-
там состояния и составить новые модели системы по п.1.

3. Собрать исходную и преобразованную структурную схему
модели на компьютере, используя блоки Subsystem приложения Sim-
ulink. Подать одновременно на вход обоих подсистем единичное сту-
пенчатое воздействие, используя блок Step, и сравнить результаты
моделирования.

4. Проверить наблюдаемость и управляемость исходной и пре-
образованной системы.

Варианты заданий:

№ варианта Матрицы модели системы
A B C P

1
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

980
210

223

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

5
0
6

( )042
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

980
210

223

2
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-

736
030
100

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

5
5

0
( )520 -

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

503
514
246

3
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

---

250
690
941

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-

0
1
3

( )202 -
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

--

210
403

442
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№ варианта Матрицы модели системы
A B C P

4
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--
--

563
021
012

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-

3
0
1

( )530 -
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--
-

234
503
220

5
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

--

408
060
519

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

5
5

5
( )001

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--

-

103
215

055

6
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-

414
120
001

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-

0
5
1

( )120
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

125
106

031

7
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
---

100
593

182

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

1
4
0

( )301-
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-

342
040
534

8
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--

867
010
352

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

0
1
6

( )120 -
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-- 522
110
310

9
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---
--
--

255
041
014

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
0
5

0
( )143 ---

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

064
251
322

10
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

---
-
--

694
050
181

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

5
2
1

( )500
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--
-

144
440
425

11
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--

463
040
231

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

- 6
2
0

( )410 --
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--

041
530
321

12
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

---

253
020
617

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

- 2
1
0

( )502-
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
---
--

040
322
554

13
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

970
221

413

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

4
1
5

( )033
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

960
220

124

14
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-

626
020
211

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

2
2
1

( )111 -
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

413
424
235
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№ варианта Матрицы модели системы
A B C P

15
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--

675
010
261

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

0
1
5

( )230 -
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-- 632
111
310

16
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

--

101
050
428

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

1
1
3

( )202
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
--

-

101
414

044

Контрольные вопросы:
1. Что понимают под представлением дифференциальных

уравнений в нормальной форме Коши?
2. Как описать модель системы с использованием переменных

состояния?
3. Какими способами можно представить динамическую

систему в пространстве состояний? Как выполнить переход от одного
способа описания к другому?

4. Как построить структурную схему по матрицам модели?
5. Как производится смена координат состояния? Изменится ли

передаточная функция системы с заменой координат состояния?
6. Каковы определения управляемости и наблюдаемости

системы?

СТРУКТУРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ

Задание на практическую работу:
1. С помощью правил структурных преобразований свести

структурную схему модели системы к одному звену.
2. Подставив выражения передаточных функций в преобразо-

ванную модель, получить общую передаточную функцию системы.

Варианты заданий:

Передаточные функции: 11 )( KpW = ;
p

KpW 2
2 )( = ; 33 )( KpW = .

W2(p)

W3(p)
-

W1(p)
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Передаточные функции: 11 )( KpW = .

Передаточные функции:

11 )( KpW = ;
1

)(
2

2
2 +

=
sT
KpW ;

p
KpW 3

3 )( = .

Передаточные функции:

11 )( KpW = ;
p

KpW 2
2 )( = ; pTpW 33 )( = ;

p
KpW 4

4 )( = .

Передаточные функции:

11 )( KpW = ;
1

)(
2

2
2 +

=
pT
KpW ;

p
KpW 3

3 )( = ; 44 )( KpW = .

W2(p)
-

W1(p)
+

W4(p)

W3(p)

W2(p)
-

+

W1(p)
+

W4(p)

W3(p)

W1(p)
-

+

W2(p)
+

W3(p)

W1(p)
-

+
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Передаточные функции:
11 )( KpW = ; 22 )( KpW = ; 33 )( KpW = ; 44 )( KpW = .

Передаточные функции:

p
KpW 1

1 )( = ;
p

KpW 2
2 )( = ; pTpW 33 )( = ; 44 )( KpW = ; 55 )( KpW = .

Передаточные функции:

11 )( KpW = ;
p

KpW 2
2 )( = ; pTpW 33 )( = ; 44 )( KpW = ; pTpW 55 )( = .

Передаточные функции:

p
KpW 1

1 )( = ;
p

KpW 2
2 )( = ; pTpW 33 )( = ; pTpW 44 )( = .

-
W1(p)

-
W2(p) W3(p)

W5(p)

W4(p)

W1(p)

W2(p)
+

W4(p)

W3(p)
+

+

+

W1(p)
-

+

W2(p)
+

W5(p)W3(p)

+

W4(p)

- -
W1(p)

-
W2(p) W3(p)
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Передаточные функции:
11 )( KpW = ; 22 )( KpW = ; 33 )( KpW = ; 44 )( KpW = ; 55 )( KpW = ;

66 )( KpW = .

Передаточные функции:

11 )( KpW = ;
1

)(
2

2
2 +

=
pT
KpW ; 1)( 33 += pTpW ;

p
KpW 4

4 )( = ;

pTpW 55 )( = .

Передаточные функции:

p
KpW 1

1 )( = ; pTpW 22 )( = ; pTpW 33 )( = ; 44 )( KpW = ; 55 )( KpW = .

-
W1(p)

-
W2(p) W3(p)

W5(p)

W4(p)

++

W1(p)

W2(p)
-

W5(p)

W3(p) +

-

+

W4(p)
+

W6(p)

W1(p)
-

W2(p)
+

W5(p)

W3(p)
+

+
W4(p)

+

+

+
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Передаточные функции:

p
KpW 1

1 )( = ; pTpW 22 )( = ; 1)( 33 += pTpW ;
1

)(
4

4
4 +

=
pT
KpW ;

p
KpW 5

5 )( = ; 66 )( KpW = .

Передаточные функции:
11 )( KpW = ; 22 )( KpW = ; 33 )( KpW = ; 44 )( KpW = ; 55 )( KpW = .

Передаточные функции:

p
KpW 1

1 )( = ; pTpW 22 )( = ; 1)( 33 += pTpW ;
1

)(
4

4
4 +

=
pT
KpW .

W1(p)
-

W2(p)

+
W3(p)

+
W4(p)

+

+
+

+

-
W1(p)

-
W2(p) W3(p)

W4(p)

W5(p)

+++ ++

-

+

W1(p)
-

W2(p)
+

W3(p)
+

+
W4(p)

+

+

W5(p)

W6(p)

-
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Передаточные функции:

p
KpW 1

1 )( = ; pTpW 22 )( = ; pTpW 33 )( = ;
1

)(
4

4
4 +

=
pT
KpW ; 55 )( KpW = .

Контрольные вопросы:
1. Что представляет собой звено направленного действия?
2. Что такое структурная схема модели системы?
3. Каким образом изображаются параметрические связи в

структурной схеме модели системы?
4. Чем можно заменить несколько последовательно

соединенных звеньев?
5. Чем можно заменить несколько параллельно соединенных

звеньев?
6. Чем можно заменить звено, охваченное обратной связью?
7. По каким каналам можно получить передаточные функции

одноконтурной возмущенной системы автоматического
регулирования?

СТРУКТУРНЫЕ МОДЕЛИ СИСТЕМ

Задание на практическую работу:
1. По заданной передаточной функции составить структурную

математическую схему модели системы на основе полученного диф-
ференциального уравнения.

2. Реализовать структурную математическую схему модели
системы в Simulink и получить переходный процесс.

W1(p) W2(p)
+

W5(p)

W3(p)
+

+
W4(p)

+

+
+

+
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Варианты заданий:

1.
135,01,002,0

1034,0)( 23 +++
+

=
ppp

ppW .

2.
13,02,01,0

102,01,0)( 23

2

+++
++

=
ppp

pppW .

3.
125,01,0

125,0)( 2 ++
+

=
pp

ppW .

4.
103,002,001,0

101,0)( 23

2

+++
+

=
ppp

ppW .

5.
14,003,002,001,0

1)( 234 ++++
=

pppp
pW .

6.
11,003,0

1123,0)( 23

2

++
+

=
pp

ppW .

7.
31,02,01,0

33,01,0)( 23

2

+++
++

=
ppp

pppW .

8.
12

15,01,005,0)(
23

+
+++

=
p

ppppW .

9.
11,005,002,0

)( 23 +++
=

ppp
ppW .

10.
105,0

01,0)( 2 +
=

p
ppW .

11.
31,02,01,004,0

19,06,0)( 234

23

++++
++

=
pppp

pppW .

12.
ppp

pppW
1,02,01,0

25,005,0)( 23

2

++
+

= .

13.
105,0
105,0)( 2

2

+
+

=
p
ppW .

14.
11,02,0
125,01,0)( 2 ++

++
=

pp
ppsW .

15.
p

ppW
1,0

105,0)(
2 +

= .

16.
ppppp

ppppW
1,02,01,005,001,0

125,005,001,0)( 2345

23

++++
+++

= .
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ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ КОРРЕКТИРУЮЩИХ ЗВЕНЬЕВ

Задание на практическую работу:
1. По заданной электрической схеме замещения и численным

значениям параметров элементов составить передаточную функцию
корректирующего звена.

2. Построить логарифмические частотные характеристики кор-
ректирующего звена.

Варианты заданий:

№
вар. Электрическая схема замещения Значения параметров звена

1 Rвх = 10 Ом;
Rос = 100 Ом

2 Rвх = 1 кОм;
Cос = 100 мкФ

3 Cвх = 1000 мкФ;
Rос = 10 кОм

4 Rвх = 10 Ом;
Lос = 750 мГн

Rвх

Uвх Uвых
ОУ

Lос

Rос

Uвх Uвых
ОУ

Cвх

Cос

Rвх

Uвх Uвых
ОУ

Rвх

Rос

Uвх Uвых
ОУ
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5 Rвх = Rос = 1 кОм;
Cос = 100 мкФ

6 Rвх = Rос = 10 кОм;
Cвх = 1000 мкФ

7 Rвх = Rос = 10 Ом;
Lос = 750 мГн

8
Rос = 100 Ом;
Rвх = 10 Ом;

Lвх = 750 мГн

9
Rвх = Rос = 100 Ом;

Lвх = 1 Гн;
Cос = 1000 мкФ

10
Rвх = Rос = 100 Ом;

Lос = 1 Гн;
Cвх = Cос = 1000 мкФ

Rос

Uвх Uвых
ОУ

Cос

RвхLвх

Rвх

RосLос

Uвх Uвых
ОУ

Cвх

Cос

Rвх

Rос

Lвх

Uвх Uвых
ОУ

Rвх

RосLос

Uвх Uвых
ОУ

Rвх

Rос

Uвх Uвых
ОУ

Cвх

Cос

Rвх

Rос

Uвх Uвых
ОУ
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11
Rвх = 100 Ом;

Lвх = 1 Гн;
Cвх = Cос = 1000 мкФ

12
Rос = 100 Ом;

Lос = 1 Гн;
Cвх = Cос = 1000 мкФ

13
Rвх = 10 Ом;

Rос = 100 Ом;
Cос = 1000 мкФ

14
Rвх = 100 Ом;
Rос = 10 Ом;

Cвх = 1000 мкФ

15
Rвх = 1 Ом;

Rос = 10 Ом;
Lос = 750 мГн

16
Rвх = 1 Ом;

Rос = 10 Ом;
Lвх = 750 мГнRвх

Rос

Uвх Uвых
ОУ

Lвх

Rвх Rос

Uвх Uвых
ОУ

Lос

Rвх

Rос

Uвх Uвых
ОУ

Cвх

Rвх Rос

Uвх Uвых
ОУ

Cос

Uвх Uвых

RосLос Cос

ОУ

Cвх

Uвх Uвых
ОУ

RвхLвх Cвх

Cос
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17
R1 = 20 Ом;
R2 = 10 Ом;
R3 = 50 Ом

18 R1 = 100 Ом;
C2 = 1000 мкФ

19
R1 = 10 Ом;

C2 = 1000 мкФ;
R3 = 100 Ом

20
C1 = 1000 мкФ;

R2 = 50 Ом;
R3 = 50 Ом

21
L1 = 750 мГн;

R2 = 5 Ом;
R3 = 10 Ом

22
R1 = 5 Ом;
R2 = 5 Ом;

L3 = 750 мГнUвх UвыхR2

L3R1

Uвх Uвых

R1

C2

R3

Uвх UвыхR2

L1 R3

Uвх Uвых

C1

R2

R3

Uвх Uвых

R1

C2

Uвх Uвых

R1

R2

R3
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23
L1 = 750 мГн;
R2 = 100 Ом;

C3 = 1000 мкФ

24
R1 = 100 Ом;

L1 = 1 Гн;
C2 = 1000 мкФ

25
R1 = R3 = 100 Ом;

L1 = 1 Гн;
C2 = 1000 мкФ

26
C2 = 1000 мкФ;

R3 = 100 Ом;
L3 = 1 Гн

27

R1 = 100 Ом;
C2 = 1000 мкФ;

R3 = 100 Ом;
L3 = 1 Гн

28
R1 = 1 кОм;
R2 = 2 кОм;

C1 = 1000 мкФUвх Uвых

R1

R2C1

Uвх Uвых

L1R1

C2

R3

Uвх Uвых

L3R3

C2

R1

Uвх Uвых

L3R3

C2

Uвх Uвых

L1R1

C2

Uвх UвыхR2

L1 C3
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29
R1 = 100 Ом;
R2 = 100 Ом;

C2 = 1000 мкФ

30 R1 = R2 = 100 Ом;
C1 = C2 = 1000 мкФ

31

R1 = 10 Ом;
R2 = 100 Ом;

L1 = 1 Гн;
C2 = 1000 мкФ

32

R1 = 10 Ом;
R2 = 10 Ом;
L1 = 1 Гн;

C2 = 0,01 Ф

Контрольные вопросы:
1. Что представляет собой корректирующее звено в

электрических аналоговых системах?
2. Способы включения корректирующих звеньев.
3. Определение передаточной функции активного

корректирующего звена в электрических аналоговых системах.
4. Определение передаточной функции пассивного

корректирующего звена в электрических аналоговых системах.
5. Назовите основные типы корректирующих звеньев и их

передаточные функции, обеспечивающие типовые законы
регулирования.

6. Реализация идеального пропорционально-интегро-
дифференцирующего звена из простейших звеньев.

Uвх Uвых

C2

R2

L1R1

Uвх Uвых

C2

R1

R2

Uвх Uвых

L1R1

C2 R2

Uвх Uвых

C2

R1

R2C1
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АНАЛИЗ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Задание на практическую работу:
1. По заданным передаточным функциям звеньев системы оп-

ределить статизм и статическую ошибку при единичном управляю-
щем воздействии.

2. По заданным передаточным функциям звеньев системы по-
строить их асимптотические логарифмические амплитудные и час-
тотные характеристики.

3. По результирующей амплитудной и частотной характеристи-
ке разомкнутой системы определить запасы устойчивости по амплиту-
де ΔL и фазе Δφ, сделать вывод об устойчивости системы в замкнутом
состоянии.

Варианты заданий:

№ вар. Передаточные функции звеньев

1 1,0)(1 =pW ;
15,0

10)(2 +
=

p
pW ; 5)(3 =pW ; 1)( =pWОС

2
11,0

1,0)(1 +
=

p
pW ;

15,0
10)(2 +

=
p

pW ; 2)(3 =pW ; 2)( =pWОС

3 10)(1 =pW ;
15,0

5,0)(2 +
=

p
ppW ;

15,0
1)(3 +

=
p

pW ; 1)( =pWОС

4 10)(1 =pW ;
p

pW 5)(2 = ;
15,0

1)(3 +
=

p
pW ; 1,0)( =pWОС

5 1,0)(1 =pW ;
15,0

5,0)(2 +
=

p
pW ;

p
pW 5)(3 = ; 10)( =pWОС

6 5)(1 =pW ;
15,0

1)(2 +
=

p
pW ; 11,0)(3 += ppW ; 1)( =pWОС

7 1)(1 =pW ;
12,001,0

5)( 22 ++
=

pp
pW ;

p
pW 2)(3 = ; 1)( =pWОС

-
W1(p)

WОС(p)

W2(p) W3(p)
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8
pepW 1,0

1 )( -= ;
15,0

2)(2 +
=

p
pW ; 2)(3 =pW ; 1)( =pWОС

9 pepW 1,0
1 )( -= ;

13,0
3)(2 +

=
p

pW ;
13,0

1)(3 +
=

p
pW ; 1)( =pWОС

10 pepW 1,0
1 )( -= ;

p
pW 2)(2 = ; 5)(3 =pW ; 1)( =pWОС

11 pepW 1,0
1 )( -= ;

p
pW 2)(2 = ;

15,0
10)(3 +

=
p

pW ; 1,0)( =pWОС

12 pepW 1,0
1 )( -= ;

p
pW 2)(2 = ;

12,001,0
1)( 23 ++

=
pp

pW ; 1)( =pWОС

Контрольные вопросы:
1. Чем описывается статическая точность АСР?
2. Что представляет собой статизм? Как его определить?
3. Назовите способы повышения статической точности.
4. В каких системах отсутствует статическая ошибка?
5. Что представляет собой ЛАХ и ЛФХ?
6. Построение АЧХ и ФЧХ в логарифмическом масштабе.
7. Назовите определения децибела и декады.
8. В чем суть асимптотических логарифмических

характеристик?
9. Как находятся частота сопряжения и частота среза?

10. Определение устойчивости по логарифмическому критерию.
Формулировка логарифмического критерия для систем устойчивых в
разомкнутом состоянии.

11. Как построить общую ЛАХ и ЛФХ системы по
характеристикам отдельных звеньев?

12. Что такое запасы устойчивости и как их определить по
логарифмическим характеристикам?
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