Практическая работа № 3
Алгебраические и частотные критерии устойчивости линейной автоматической системы

Цель работы ( изучить анализ устойчивости линейных автоматических систем управления различными критериями.
Общие сведения

С целью упрощения анализа устойчивости систем разработан ряд специальных методов, которые получили название критерии устойчивости, позволяющих оценить влияние параметров системы на её устойчивость. Критерии устойчивости делятся на две разновидности: алгебраические и частотные.
Критерий А. Гурвица является достаточным условием для определения устойчивости системы с отрицательной обратной связью и работает с коэффициентами характеристического полинома системы.

В общем виде передаточная функция замкнутой отрицательной обратной связью системы имеет дробно-рациональный вид
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где B(p) = b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm – полином числителя,

      А(p) = a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an – полином знаменателя.

Характеристикой системы, описывающей свободную составляющую движения замкнутой системы, является характеристический полином, находящийся в знаменателе передаточной функции замкнутой системы:


A(p) = a0 pn + a1 pn-1 + ….+ an-1 p + an.
(3.2)
Для определения устойчивости по Гурвицу строится матрица Гурвица, состоящая из коэффициентов характеристического полинома замкнутой системы (рис. 3.1).

По главной диагонали матрицы H от верхнего левого угла записываются по порядку все коэффициенты характеристического полинома замкнутой системы, начиная с a1 и заканчивая an.

Затем каждый столбец матрицы дополняется таким образом, чтобы вниз от диагонали номер индекса коэффициента a уменьшался, а вверх – увеличивался. Коэффициенты с индексами меньше 0 и больше, чем n заменяются нулями.
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Рис. 3.1. Матрица Гурвица

Формулировка критерия Гурвица. Для устойчивой замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы все n главных диагональных миноров (определителей Δ1, Δ2, Δ3, … Δn) матрицы H были положительны.
Если хотя бы один определитель будет равен нулю, то система будет находится на границе устойчивости. Если хотя бы один определитель будет отрицателен, то система неустойчива, не зависимо от числа положительных или нулевых определителей.

Критерий Г. Найквиста позволяет по амплитудно-фазовой частотной характеристике (АФЧХ) разомкнутой системы оценить устойчивость замкнутой системы с отрицательной обратной связью. АФЧХ может быть получена экспериментально или аналитически.
Амплитудная частотная характеристика (АЧХ) А(() – это зависимость отношения амплитуды гармонического сигнала на выходе системы к амплитуде на входе системы A = ymax/xmax от частоты входного сигнала ( (рис. 3.2, а).

Фазовая частотная характеристика (ФЧХ) φ(() – зависимость угла сдвига по фазе ( гармонического сигнала на выходе системы от частоты входного сигнала ( (рис. 3.2, б).

Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ) W(jω) – это годограф, построенный на комплексной плоскости [+1; j] или в полярной системе координат (рис. 3.2, в), причем каждой точке годографа соответствует определённое значение частоты ω. Длина вектора годографа Ai берётся из АЧХ, угол поворота φi из ФЧХ.
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АФЧХ можно построить на комплексной плоскости [+1; j] или в полярной системе координат, если откладывать угол фазы φ(() и в этом направлении откладывать вектор длиной А((). Соединив концы векторов получим амплитудно-фазовую характеристику.

Формулировка критерия Найквиста. Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости системы в замкнутом состоянии необходимо и достаточно, чтобы АФЧХ разомкнутой системы на комплексной плоскости [+1; j] (рис. 1) при изменении частоты от 0 до ( не охватывала точку с координатами (–1; j0). Если АФЧХ разомкнутой системы проходит через точку с координатами  (–1; j0), то система находится на границе устойчивости  (рис. 3.3).
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Нахождение системы на границе устойчивости при прохождении АФЧХ разомкнутой системы через точку с координатами (–1; j0) очевидно, т.к. в данном случае существует значение частоты ω, при котором
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при этом DЗ(p) = A(p) + B(p) = 0 и, следовательно, характеристическое уравнение разомкнутой системы имеет пару сопряженных мнимых корней (0 ± jω), что согласно корневому критерию приводит систему на границу устойчивости.

Логарифмические критерии, так же как и критерий Найквиста, позволяют судить об устойчивости замкнутой системы по виду логарифмической амплитудной и логарифмической фазовой частотных характеристик (ЛАХ и ЛФХ) разомкнутой системы.

Формулировка логарифмического критерия. Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости системы в замкнутом состоянии, ЛАХ разомкнутой системы должна пересечь ось абсцисс раньше, чем ЛФХ, спадая окончательно, перейдёт через значение –π (рис. 3.4). То есть, на частоте среза ωср величина фазы φ должна быть меньше значения | –π |.
Запас устойчивости по амплитуде ΔL – это величина допустимого увеличения общего коэффициента усиления разомкнутой системы, при котором замкнутая система окажется на границе устойчивости.

Запас устойчивости по фазе Δφ – это величина допустимого увеличения запаздывания по фазе разомкнутой системы на частоте среза ωср, при котором замкнутая система окажется на границе устойчивости.


[image: image6]
В случае применения частотных критериев имеется два показателя устойчивости:

· запас устойчивости по амплитуде (L (Gain Margin), измеряемый в децибелах (дБ) и показывающий, на сколько дБ следует сдвинуть ЛАХ вверх, чтобы система оказалась на границе устойчивости (см. рис. 3.4);

· запас устойчивости по фазе (( (Phase Margin), измеряемый в град/рад и показывающий, на сколько град/рад следует сдвинуть ЛФХ вниз, чтобы система оказалась на границе устойчивости (см. рис. 3.4).

Запас устойчивости по фазе и амплитуде определяется по ЛАХ и ЛФХ, а так же по АФЧХ, когда используется критерий Найквиста.

На АФЧХ запас устойчивости по амплитуде ΔA определяется расстоянием от точки пересечения АФЧХ с осью действительных значений U(ω) до точки с координатами (–1; j0) (рис. 3.5).
Запас устойчивости по фазе Δφ определяется как угол между осью действительных значений U(ω) и вектор-радиусом, проведенным через точку пересечения АФЧХ и окружностью радиусом 1.


[image: image7]
Таким образом, представленные критерии позволяют проводить анализ устойчивости линейных систем. Устойчивость АСР является необходимым, но не достаточным условием практической пригодности системы.

Для получения частотных характеристик ЛАХ и ЛФХ или АФЧХ и запасов устойчивости системы в Simulink необходимо задать точки входа и выхода модели системы для линеаризации: «Input point» и «Output point». Выполнить команду меню модели Simulink: Analysis > Control Design > Linear Analysis.
В окне выбора характеристик Control and Estimation Tools Manager выбирается «Bode response plot» или «Nyquist plot» для ЛАХ и ЛФХ или АФЧХ (рис. 3.6 и 3.7) соответственно.

Также при исследовании систем с обратной связью необходимо поставить галочку «Open Loop» на активной точке выхода «Output point», так как частотные характеристики строятся только для разомкнутых систем. После чего производится запуск линеаризации и выводится окно LTI Viewer с полученными графиками.

Для определения запасов устойчивости необходимо щелкнуть правой кнопкой мыши на поле графика и выбрать пункт контекстного меню Characteristics > All Stability Margins . Для получения численных значений запасов устойчивости необходимо нажать курсором на выделенных точках. Кроме того, делается вывод об устойчивости замкнутой системы: Closed-loop stable? (Замкнутая система устойчива?), который может принимать два значения: Yes (Да) и No (Нет).
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Исходные данные для выполнения работы

На рис. 3.8 представлена структурная схема модели линейной системы управления.
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Передаточные функции системы управления:
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В табл. 3.1 приведены численные значения параметров передаточных функции системы управления.

Таблица 3.1
	№ вар.
	K1
	K2
	K3
	K4
	T2
	T31
	T32
	T4

	1
	10
	0,1
	2
	0,95
	0,25
	0,2
	0,25
	0,25

	2
	12
	0,1
	1,5
	0,9
	0,25
	0,1
	0,2
	0,25

	3
	6
	2
	0,6
	1
	0,1
	0,05
	0,15
	0,1

	4
	8
	2
	0,6
	0,8
	0,01
	0,05
	0,2
	0,1

	5
	6
	1,2
	0,8
	1
	0,1
	0,02
	0,05
	0,1

	6
	4
	1,2
	0,8
	1,1
	0,1
	0,02
	0,05
	0,1

	7
	12
	0,6
	0,5
	0,5
	0,1
	0,2
	0,4
	0,6

	8
	8
	1
	0,5
	1
	0,1
	0,02
	0,2
	0,1

	9
	10
	2
	1
	1
	0,02
	0,04
	0,1
	0,05

	10
	6
	2
	1
	1
	0,025
	0,1
	0,2
	0,01

	11
	3
	2
	0,5
	2
	0,15
	0,07
	0,3
	0,2

	12
	7
	0,5
	0,25
	0,6
	0,02
	0,05
	0,3
	0,2

	13
	6
	1
	0,9
	0,5
	0,15
	0,02
	0,1
	0,5

	14
	5
	1
	0,9
	1,5
	0,2
	0,02
	0,05
	0,1

	15
	10
	0,8
	0,6
	0,7
	0,1
	0,2
	0,4
	0,5


Порядок выполнения работы

1. Составить структурную схему модели линейной системы управления в Simulink.
2. Получить характеристический полином замкнутой системы и проанализировать устойчивость системы по критерию Гурвица.

3. С помощью инструмента получить частотные характеристики ЛАХ, ЛФХ и АФЧХ и запасы устойчивости системы.

4. Проанализировать устойчивость системы по критерию Найквиста и логарифмическому критерию.
Содержание отчета

1. Название и цель работы.
2. Структурная схема модели и численные значения параметров передаточных функций линейной системы управления.
3. Команды Matlab и результаты вычислений (передаточная функция, характеристический полином, коэффициенты полинома, матрица Гурвица) в Matlab по критерию Гурвица.

4. Частотные характеристики ЛАХ, ЛФХ и АФЧХ и запасы устойчивости системы из Linear Analysis в Simulink.
5. Выводы об устойчивости системы управления.
Контрольные вопросы и задания

1. Определение устойчивости системы и её математическая интерпретация.

2. Что такое передаточная функция системы?

3. Как найти характеристический полином замкнутой системы?

4. В чем суть критерия Гурвица? Назовите его формулировку.

5. Определение устойчивости по критерию Найквиста.

6. Определение устойчивости по логарифмическому критерию.

7. Что такое запасы устойчивости и как их определить по логарифмическим характеристикам?
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Рис. 3.8. Структурная схема модели линейной системы управления
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Рис. 3.7. АФЧХ с запасами устойчивости





Рис. 3.6. ЛАХ ЛФХ с запасами устойчивости
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Рис. 3.4. Определение запасов устойчивости по частотным характеристикам:


 – устойчивая система, 		– система на границе устойчивости,� – неустойчивая система
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Рис. 3.3. Годограф Найквиста
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Рис. 3.5. Определение запасов устойчивости�по амплитудно-фазовой частотной характеристике
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Рис. 3.2. Графическое представление частотных характеристик:


а – АЧХ; б – ФЧХ; в – АФЧХ
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