2. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ СИСТЕМ

2.1. Общие сведения о моделях

Математическая модель – приближённое описание какого-либо класса явлений внешнего мира, выраженное с помощью математической символики. Математическая модель может быть представлена аналитически уравнениями, передаточными функциями, графически (переходными или частотными характеристиками) или в табличной форме.
Математической моделью динамической системы принято называть совокупность математических символов, однозначно определяющих развитие процессов в системе, т. е. ее движение.
При этом в зависимости от используемых символов различают аналитические и графоаналитические модели.
В зависимости от используемых операторов линейные непрерывные модели делят на временные и частотные. К временным моделям относятся те, у которых аргументом является время. Это дифференциальные и разностные уравнения, записанные в явном виде или в операторной форме. Частотные модели предусматривают использование операторов, аргументом которых является частота соответствующего сигнала, т. е. операторы Лапласа, Фурье и т. д.

2.2. Линейные непрерывные модели вход-выход

В моделях вход-выход объект или динамическая система может быть представлена в виде звена направленного действия, имеющего входное воздействие х, возмущающее f и выходной параметр y (рис. 2.1). При этом при изменении входного или возмущающего воздействия выходная величина должна изменяться по строго определенному закону.
 (
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Звено направленного действия – это звено, передающее воздействие только в одном направлении от входа к выходу. Математическая модель звена не зависит от математической модели других звеньев. Звеном можно представить как отдельное устройство, так и систему в целом. Рассмотрение системы как совокупности связанных звеньев позволяет использовать методы композиции и декомпозиции систем.
В результате разбиения системы на звенья (декомпозиция системы) и получения математических моделей вход-выход отдельных звеньев, составляется математическая модель в виде схемы, которая называется структурной схемой модели системы.

2.3. Дифференциальные уравнения системы. Линеаризация

Любое движение и процесс в технических системах математически можно описать в виде дифференциального уравнения, которое определяет сущность происходящих в системе процессов независимо от ее конструкции, внешнего вида и т.д.
Дифференциальное уравнение представляет собой аналитическую зависимость, связывающую изменение выходной величины у от входной х, с учетом скоростей и ускорений данных величин. Порядок или степень дифференциального уравнения – наибольший порядок производных, входящих в него.
Математическая модель вход-выход отдельного звена описывается дифференциальным уравнением, которое можно представить в общем виде

	.	(2.1)
Решив данное уравнение, можно найти характер изменения регулируемой переменной в переходных и установившихся режимах при различных воздействиях на систему.
Однако в большинстве случаев в реальных элементах системы связь между входной и выходной величиной является нелинейной и часто задается в графической форме.
Для решения этой проблемы учитывают, что в процессе регулирования отклонения всех изменяющихся величин от их установившихся значений малы, и поэтому возможна замена нелинейных дифференциальных уравнений приближенными линейными, то есть их линеаризация.
2.4. Преобразования Лапласа

Исследование АСР существенно упрощается при использовании прикладных математических методов операционного исчисления. Например, функционирование некоторой системы описывается уравнением вида

	,	(2.14)
где х и у – входная и выходная величины.
Если в данное уравнение вместо x(t) и y(t) подставить функции X(p) и Y(p) комплексной переменной величины p, такие, что:


	 и ,	(2.15)
то исходное уравнение при нулевых начальных условиях равносильно линейному алгебраическому уравнению
	a0 p2 Y(p) + a1 p Y(p) + a2 Y(p) = b0 p X(p) + b1 X(p);	(2.16)

	.	(2.17)



Переход от одной модели к другой достаточно прост и заключается в замене знаков дифференциалов  на операторы pn, знаков интегралов  на множители , а самих x(t) и y(t) – изображениями X(p) и Y(p).
Такой переход от дифференциального к алгебраическому уравнению называется прямым преобразованием Лапласа, формулы (2.15) – соответственно формулами прямого преобразования Лапласа, а полученное уравнение – операторным уравнением или уравнением в операторной форме.
Преобразование Лапласа обозначается как

	.	(2.18)
При этом x(t) называют оригиналом, а X(p) – изображением.
Для примера рассмотрим преобразование Лапласа дифференциального уравнения

	.	(2.20)
Производим преобразование исходного дифференциального уравнения по Лапласу и подставляем в него X(p) и Y(p):
	p2∙Y(p) + 5∙p∙Y(p) + 6∙Y(p) = 2∙p∙X(p) + 12∙X(p);	(2.21)
	Y(p)∙(p2 + 5p + 6) = X(p)∙(2∙p + 12).	(2.23)

2.5. Передаточная функция

Передаточной функцией называется отношение изображения выходного сигнала Y(p) к изображению входного воздействия X(p) при нулевых начальных условиях:

	.	(2.27)
Передаточная функция является дробно-рациональной функцией комплексной переменной

	,	(2.28)
где B(p) = b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm – полином числителя,
   А(p) = a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an – полином знаменателя.
Передаточная функция имеет порядок, который определяется порядком полинома знаменателя n. Из (2.27) следует, что изображение выходного сигнала можно найти как
	Y(p) = W(p)∙X(p).	(2.29)
В случае использования гармонических воздействий для исследования линейных систем применяют частотные модели звеньев в виде частотных передаточных функций.
Для линейных систем при нулевых начальных условиях возможен взаимный однозначный переход между операторной и частотной передаточными функциями в непрерывном времени. Для таких процессов преобразование Лапласа переходит в преобразование Фурье, т.е. производится замена оператора Лапласа p на частотный комплексный оператор jω.
Частотная передаточная функция W(jω) представляет собой комплексную параметрическую функцию, модуль которой равен отношению амплитуды выходного сигнала к амплитуде входного сигнала А(), а аргумент – сдвигу фаз между выходным и входным сигналом φ().Частотная передаточная функция W(jω), её модуль и аргумент φ() являются частотными характеристиками системы.
Частотную передаточную функцию, как и любое комплексное число, можно представить в показательной или алгебраической форме с вещественной U(ω) и мнимой V(ω) частями:

	;	(2.32)

	;	(2.33)

	.	(2.34)
Например, для апериодического звена в передаточную функцию вместо оператора p подставляется выражение jω. Затем, чтобы выделить вещественную U(ω) и мнимую V(ω) части, нужно освободиться от мнимости в знаменателе, умножив числитель и знаменатель функции на сопряженный комплекс:

	;	



	.	(2.35)

2.7. Режимы работы систем

Системы могут находиться в одном из двух режимов: стационарном (установившемся) и переходном.
Переходный режим – режим изменения во времени различных переменных системы (фазовые или выходные параметры, скорость или ускорение), в ходе которого система изменяет свое состояние и стремится перейти в новый или вернуться в старый стационарный режим.
Стационарный (установившийся) режим АСР – режим, при котором расхождение между истинным значением регулируемой величины и ее заданным значением будет постоянным во времени.
Стационарный режим работы системы может быть двух видов: статический и динамический.
Статический режим – это режим, при котором система находится в состоянии покоя вследствие того, что все внешние воздействия и параметры системы не меняются во времени, т. е. скорость изменения выходного параметра системы равна нулю.
Динамический режим – это режим, при котором приложенные к системе внешние воздействия изменяются по какому-либо установившемуся закону. В результате чего система переходит в режим установившегося вынужденного движения, т. е. скорость или ускорение выходного параметра системы постоянно во времени.
Динамический режим используется для снятия частотных характеристик. Стационарные динамические режимы бывают двух типов:
· детерминированный стационарный режим – это режим, при котором на систему действуют детерминированные (регулярные) стационарные воздействия. Например, гармонические колебания.
· случайный стационарный режим – это режим, при котором на систему действуют случайные, но стационарные функции.

2.9. Переходные характеристики систем

Как известно переходные и динамические процессы возможны только при каких-либо входных воздействиях. В данном случае происходит изменение внутренних параметров системы, которое характеризует динамические свойства системы, её поведение во времени.
Переходные характеристики могут записываться аналитически или изображаться графически в виде кривой y(t) (рис. 2.7).
 (
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Переходные и динамические процессы будут зависеть от входных воздействий, приложенных к системе. Для простоты анализа систем входные воздействия приводят к одному из типовых видов (рис. 2.8).
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Единичная ступенчатая функция (функция Хэвисайда, единичная ступенчатая функция, функция единичного скачка, включенная единица) – кусочно-постоянная функция, равная нулю для отрицательных значений аргумента и единице – для положительных.
Единичная ступенчатая функция 1(t) в математической форме

		(2.60)
Дельта-функция (-функция Дирака, дельта-импульс) – символ, применяемый в математической физике при решении задач, в которые входят сосредоточенные величины (сосредоточенная нагрузка, сосредоточенный заряд и т.д.). Физически -функцию можно представить как бесконечный всплеск единичной интенсивности.
Дельта-функция (t) в математической форме

		(2.61)


	 или .	(2.62)
В зависимости от вида входного воздействия функция у(t) может иметь различные обозначения:
Переходной временной характеристикой h(t) называется зависимость выходной величины системы от времени при единичном ступенчатом воздействии или выражение у(t) при условии x(t) = 1(t) при нулевых начальных условиях, т. е. при х(0) = 0 и у(0) = 0 (рис. 2.9, а).
Переходной импульсной характеристикой w(t) называется зависимость выходной величины системы от времени при входном воздействии в виде -функции при нулевых начальных условиях, т. е. при х(0) = 0 и у(0) = 0 (рис. 2.9, б).
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Переходная и импульсная характеристика, также как и дифференциальное уравнение системы дают исчерпывающее представление о динамических свойствах объекта.

2.10. Частотные характеристики систем

При подаче на вход системы синусоидального сигнала определенной амплитуды и фазы на выходе, как правило, в установившемся режиме получается также синусоидальный сигнал, но с другой амплитудой и фазой.
Частотной характеристикой называются установившиеся вынужденные колебания на выходе звена y(t), вызванные гармоническим воздействием на его входе x(t).

		(2.63)
где xmax, ymax – амплитуда на входе и выходе, ω – частота,
φ – фаза сигнала.
Амплитудная частотная характеристика (АЧХ) А() – это зависимость отношения амплитуды сигнала на выходе звена к амплитуде на входе A = ymax/xmax от частоты входного сигнала  (рис. 2.10, а).
Фазовая частотная характеристика (ФЧХ) φ() – зависимость угла сдвига по фазе  сигнала на выходе звена от частоты входного сигнала  (рис. 2.10, б).
Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ) W(jω) – это годограф, построенный на комплексной плоскости [+1; j] или в полярной системе координат (рис. 2.10, в), причем каждой точке годографа соответствует определённое значение частоты . Угол фазы φ() откладывается относительно оси +1 и в этом направлении откладывается вектор длиной А(). Соединив концы векторов получим амплитудно-фазовую характеристику. Длина вектора годографа Ai() берётся из АЧХ, а угол его поворота φi() из ФЧХ.
АЧХ и ФЧХ в совокупности или АФЧХ дает исчерпывающее представление о динамических свойствах объекта.
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Логарифмические частотные характеристики – АЧХ и ФЧХ, представленные в логарифмическом масштабе (рис. 2.11).
ЛАХ – L = f(lgω), ЛФХ – φ = f(lgω).
Параметры L и lgω определяются следующим образом:


	, где ;	(2.64)

	.	(2.65)
Ордината ЛАХ L измеряется в децибелах [дБ].
Децибел – логарифмическая единица уровней, затуханий и усилений.
1 Б = 10 дБ – это увеличение мощности сигнала в 10 раз.
2 Б = 20 дБ – это увеличение мощности сигнала в 100 раз;
3 Б = 30 дБ – это увеличение мощности сигнала в 1000 раз и т.д.
Абсцисса ЛАХ и ЛФХ lgω измеряется в декадах [дек].
 (
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Рис. 
2.11. Графическое представление логарифмических частотных характеристик
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Декада – логарифмическая единица частот, соответствующая изменению частоты ω в 10 раз.
Для упрощения анализа логарифмических характеристик применяют асимптотическое упрощение графического представления ЛАХ.
Асимптотическая ЛАХ – это идеализированная ЛАХ, состоящая из асимптот (отрезки горизонтальных и наклонных прямых).
Асимптотическая ЛАХ характеризуется следующими параметрами:
· L = 20lgK и lgω = 0 (ω = 1) – начальная точка построения, где K – общий коэффициент передачи системы;
· ω0 – частота сопряжения, на которой наблюдается изменение наклона асимптотической ЛАХ;
· ωср – частота среза – переход L в отрицательную область;
· наклон ЛАХ измеряется в децибелах на декаду [дБ/дек].
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