3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

3.1. Основные понятия устойчивости системы

Понятие устойчивости является важнейшей качественной оценкой динамических свойств АСР. Устойчивость АСР связана с характером её поведения после прекращения внешнего воздействия. Это поведение описывается свободной составляющей дифференциального уравнения, которое описывает систему. Для уравнения (2.137) свободная составляющая

	.	(3.1)
Устойчивость системы – это свойство системы возвращаться в исходный стационарный режим при прекращении внешних воздействий на систему. В АСР это происходит за счет изменения внутренних переменных параметров системы.
Оценка устойчивости представляет собой решение однородного дифференциального уравнения при заданных начальных условиях

	.	(3.2)
Если свободная составляющая выходного параметра системы после прекращения внешнего воздействия стремится к нулю, то такая система является устойчивой. Другими словами, устойчивость системы это есть затухание ее переходных процессов.
Если свободная составляющая системы имеет вид гармонических колебаний с постоянной амплитудой, то система считается нейтральной (находится на границе устойчивости).
В том случае, если свободная составляющая неограниченно возрастает или имеет вид гармонических колебаний с возрастающей амплитудой, то система считается неустойчивой.
С целью упрощения анализа устойчивости систем разработан ряд специальных методов, которые получили название критерии устойчивости, позволяющих оценить влияние параметров системы на её устойчивость.
Критерии устойчивости делятся на две разновидности: алгебраические и частотные.
Алгебраические критерии являются аналитическими (Корневой критерий, критерий Стодолы, критерий Гурвица, критерий Рауса). Частотные критерии являются графо-аналитическими (критерий Михайлова, критерий Найквиста). Частотные критерии определяют устойчивость замкнутых систем по их частотным характеристикам.
3.2. Характеристическое уравнение системы

Математическая модель динамической системы может быть приведена к общей передаточной функции

	,	(3.3)
где B(p) = b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm – полином числителя,
 А(p) = a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an – полином знаменателя.
Динамической характеристикой разомкнутой системы, описывающей основные поведенческие свойства, является характеристический полином, находящийся в знаменателе передаточной функции.
Путем приравнивания знаменателя А(p) к нулю можно получить
характеристическое уравнение системы, по корням которого можно определить устойчивость:
	a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an = 0.	(3.4)
Полученные корни характеристического уравнения pi могут быть представлены в виде точек на комплексной плоскости (рис. 3.1):
	pi =   jβ = Re(pi)  jIm(pi).	(3.5)
Корни полинома числителя B(p) называют нулями, а корни полинома знаменателя А(p) – полюсами передаточной функции системы. Расположение нулей и полюсов определяется типом передаточной функции системы. Полюсы на комплексной плоскости изображают символом «×», а нули – символом «о». Их совместное изображение называют картой (диаграммой) нулей и полюсов (рис. 3.1).
Виды корней нулей и полюсов линейной системы управления:
Действительные:
· положительные (1);
· отрицательные (2);
· нулевые (3).
Комплексные:
· комплексные сопряженные (4);
· чисто мнимые (5).
По кратности корни бывают:
· одиночные (1, 2, 3);
· сопряженные (4, 5): pi =   jβ;
· кратные (6) pi = pi +1 = ….
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3.3. Корневой критерий устойчивости системы

Корневой критерий определяет необходимое условие устойчивости системы по виду передаточной функции или её характеристическому уравнению (3.4).
Формулировка корневого критерия. Для устойчивости линейной системы необходимо, чтобы все корни её характеристического уравнения лежали в левой полуплоскости, т. е.    < 0 (3.5). В данном случае система имеет затухающие колебания переходного процесса.
Если хотя бы один корень находится на мнимой оси ( = 0), то говорят, что система находится на границе устойчивости, переходный процесс будет незатухающим с постоянной амплитудой.
Если хотя бы один корень находится в правой полуплоскости   ( > 0), то система является неустойчивой и имеет расходящийся   переходный процесс.
Пример корневого критерия
Передаточная функция системы имеет вид

	.	(3.6)
Характеристическое уравнение: p3 + 2p2 + 2,25p + 1,25 = 0.
Корни уравнения: p1 = – 1; p2 = – 0,5 + j; p3 = – 0,5 – j.
Все действительные части корней отрицательны, следовательно, система устойчива.
3.5. Критерий Гурвица

Критерий А. Гурвица является достаточным условием для определения устойчивости системы с отрицательной обратной связью и работает с коэффициентами характеристического полинома системы.
[bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK12]В общем виде передаточная функция замкнутой отрицательной обратной связью системы имеет дробно-рациональный вид

	,	(3.7)
где B(p) = b0 pm + b1 pm-1 + b2 pm-2 + … + bm – полином числителя,
      А(p) = a0 pn + a1 pn-1 + a2 pn-2 + … + an – полином знаменателя.
Характеристикой системы, описывающей свободную составляющую движения замкнутой системы, является характеристический полином, находящийся в знаменателе передаточной функции замкнутой системы:
	A(p) = a0 pn + a1 pn-1 + ….+ an-1 p + an.	(3.8)
Для определения устойчивости по Гурвицу строится матрица Гурвица, состоящая из коэффициентов характеристического полинома замкнутой системы (рис. 3.2).
[bookmark: OLE_LINK19][bookmark: OLE_LINK20][bookmark: OLE_LINK17][bookmark: OLE_LINK18]По главной диагонали матрицы H от верхнего левого угла записываются по порядку все коэффициенты характеристического полинома замкнутой системы, начиная с a1 и заканчивая an.
Затем каждый столбец матрицы дополняется таким образом, чтобы вниз от диагонали номер индекса коэффициента a уменьшался, а вверх – увеличивался. Коэффициенты с индексами меньше 0 и больше, чем n заменяются нулями.
Формулировка критерия Гурвица. Для устойчивой замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы все n главных диагональных миноров (определителей Δ1, Δ2, Δ3, … Δn) матрицы были положительны.
Если хотя бы один определитель будет равен нулю, то система будет находится на границе устойчивости. Если хотя бы один определитель будет отрицателен, то система неустойчива, не зависимо от числа положительных или нулевых определителей.
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	Рис. 3.2. Матрица Гурвица	

Пример критерия Гурвица
Дана передаточная функция разомкнутой системы

	.	(3.9)
Для определения устойчивости данной системы, охваченной единичной отрицательной обратной связью, по критерию Гурвица необходимо составить характеристический полином замкнутой системы:
	A(p) + B(p) = 2p4 + 3p3 + p2 + 2p3 + 9p2 + 6p + 1 =
	= 2p4 + 5p3 + 10p2 + 6p + 1. 	(3.10)
Поскольку степень полинома уравнения n равна 4, то матрица Гурвица будет иметь размер 4х4. Коэффициенты характеристического полинома системы имеют следующие значения: d0 = 2, d1 = 5, d2 = 10, d3 = 6, d4 = 1.
Матрица Гурвица имеет вид

	.	(3.11)
Диагональные миноры матрицы Гурвица:
Δ1 = 5 > 0;

;

;
Δ4 = 1∙Δ3 = 1∙209 > 0.
Поскольку все определители положительны, то система устойчива.

3.7. Частотный критерий устойчивости Найквиста

Критерий Г. Найквиста позволяет по амплитудно-фазовой частотной характеристике разомкнутой системы оценить устойчивость замкнутой системы с отрицательной обратной связью. АФЧХ может быть получена экспериментально или аналитически.
Формулировка критерия Найквиста. Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости системы в замкнутом состоянии необходимо и достаточно, чтобы АФЧХ разомкнутой системы на комплексной плоскости [+1; j] (рис. 3.3) при изменении частоты от 0 до  не охватывала точку с координатами (–1; j0). Если АФЧХ разомкнутой системы проходит через точку с координатами (–1; j0), то система находится на границе устойчивости.
 (
Рис. 
3.3. 
Годограф Найквиста
U
(
)
jV
(
)
ω
0
Устойчивая система
–
1
Неустойчивая система
Система на границе устойчивости
)
Если система в разомкнутом состоянии неустойчива, то для устойчивости системы в замкнутом состоянии необходимо чтобы частотный годограф разомкнутой системы W(jω) при изменении частоты от 0 до  охватывал бы m/2 раз в положительном направлении точку с координатами (–1; j0), либо совершал m/2 переходов через ось действительных значений +1 левее точки с координатами (–1; j0) (рис. 3.4). При этом переход оси +1 сверху вниз считается положительным, а снизу вверх – отрицательным. Если при ω = 0 частотный годограф разомкнутой системы W(jω) начинается на оси действительных значений +1 левее точки с координатами (–1; j0), то считается, что система совершает 1/2 перехода с соответствующим знаком. Число m определяется количеством корней с положительной вещественной частью при решении характеристического уравнения разомкнутой системы.
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Нахождение системы на границе устойчивости при прохождении АФЧХ разомкнутой системы через точку с координатами (–1; j0) очевидно, т.к. в данном случае существует значение частоты ω, при котором

	,	(3.12)
при этом DЗ(p) = A(p) + B(p) = 0 и, следовательно, характеристическое уравнение разомкнутой системы имеет пару сопряженных мнимых корней (0 ± jω), что согласно корневому критерию приводит систему на границу устойчивости.
Критерий Найквиста очень нагляден. Он позволяет не только выявить, устойчива ли система, но и, в случае, если она неустойчива, наметить меры по достижению устойчивости.

3.8. Логарифмический критерий устойчивости

Логарифмические критерии, так же как и критерий Найквиста, позволяют судить об устойчивости замкнутой системы по виду ЛАХ и ЛФХ разомкнутой системы.
Формулировка логарифмического критерия. Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости системы в замкнутом состоянии, ЛАХ разомкнутой системы должна пересечь ось абсцисс раньше, чем ЛФХ, спадая окончательно, перейдёт через значение –π (рис. 3.5). То есть, на частоте среза ωср величина фазы φ должна быть меньше значения | –π |.
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Если система в разомкнутом состоянии не устойчива, то для устойчивости системы в замкнутом состоянии необходимо чтобы при положительной ЛАХ разомкнутой системы число пересечений ЛФХ уровня –π снизу-вверх должно быть на m/2 раз больше числа пересечений уровня –π в обратном направлении. Число m определяется количеством корней с положительной вещественной частью при решении характеристического уравнения разомкнутой системы.
Запас устойчивости по амплитуде ΔL – это величина допустимого увеличения общего коэффициента усиления разомкнутой системы, при котором замкнутая система окажется на границе устойчивости.
Запас устойчивости по фазе Δφ – это величина допустимого увеличения запаздывания по фазе разомкнутой системы на частоте среза ωср, при котором замкнутая система окажется на границе устойчивости.
Запас устойчивости по фазе и амплитуде определяется по ЛАХ и ЛФХ, а так же по АФЧХ, когда используется критерий Найквиста.
На АФЧХ запас устойчивости по амплитуде ΔA определяется расстоянием от точки пересечения АФЧХ с осью действительных значений U(ω) до точки с координатами (–1; j0) (рис. 3.6).
Запас устойчивости по фазе Δφ определяется как угол между осью действительных значений U(ω) и вектор-радиусом, проведенным через точку пересечения АФЧХ и окружностью радиусом 1.
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Таким образом, представленные критерии позволяют проводить анализ устойчивости линейных систем. Устойчивость АСР является необходимым, но не достаточным условием практической пригодности системы.
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