4. АНАЛИЗ КАЧЕСТВА РЕГУЛИРОВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

4.1. Основные понятия качества регулирования

Если исследуемая АСР устойчива, то может возникнуть вопрос о том, насколько качественно происходит регулирование в этой системе и удовлетворяет ли оно технологическим требованиям.
На практике качество регулирования может быть определено визуально по графику переходной кривой, однако, имеются точные методы, дающие конкретные числовые значения.
В общем случае качество регулирования представляет собой совокупность точности системы в установившемся режиме и качества переходных процессов.
При исследовании качества переходного процесса принято рассматривать несколько типовых воздействий на АСР:
· единичное ступенчатое 1(t);
· импульсное (t);
· гармоническое x(t).
В результате оценки качества регулирования точными численными методами получают применение параметры переходного процесса, называемые показателями качества.
Показатели качества могут быть прямыми и косвенными.

4.3. Прямые показатели качества

Прямые показатели определяются непосредственно по переходной характеристике по каналу управления или возмущения. Если переходная характеристика представляет собой затухающие колебания, то система считается устойчивой. При этом допускается не более 2 – 3-х колебаний.
К основным прямым показателям качества относятся:
· tP – время регулирования (время переходного процесса);
· tн – время нарастания;
·  – перерегулирование;
· μ – колебательность;
·  – степень затухания;
· ΔСТ – статическая ошибка.
Время регулирования – интервал времени от подачи единичного ступенчатого воздействия x(t) = 1(t) на вход системы до момента, когда отклонение переходной характеристики h(t) от установившегося значения hУСТ не превышает некоторой заданной величины q. Значение интервала q выбирают обычно равное 2 % или 5 % от величины hУСТ (рис. 4.1).
Для случая, когда hУСТ = 0 (переходный процесс по каналу возмущения), значение q вычисляется от максимального значения hmax выходного параметра.
Время регулирования tP (время переходного процесса) характеризует быстродействие системы.
Время нарастания – интервал времени, за который переходная характеристика h(t) при подаче единичного ступенчатого воздействия x(t) = 1(t) на вход системы нарастает от 10 до 90 % от установившегося значения hУСТ.
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Колебательность – отношение двух соседних максимальных положительных отклонений переходной характеристики от установившегося hУСТ или заданного hЗАД значения, часто выражается в процентах (рис. 4.2):

	.	(4.1)
Если система устойчива, то коэффициент колебательности μ будет лежать в пределах от 0 до 99 %. При коэффициенте колебательности 100 % и больше система будет неустойчивой.
Коэффициент колебательности будет стремиться к 0, если переходный процесс является апериодическим и соответственно система будет абсолютно устойчивой. Для наиболее устойчивой работы коэффициент колебательности μ должен быть минимален, то есть равным нулю.
Перерегулирование – это отношение первого максимального положительного отклонения переходной характеристики от установившегося hУСТ или заданного hЗАД значения к установившемуся или заданному значению, выраженное в процентах (рис. 4.2):

	.	(4.2)
В большинстве случаев требуется, чтобы перерегулирование не превышало 10 %.
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Степень затухания – показывает насколько колебательность μ меньше единицы, т. е. разность единицы и отношения двух соседних максимальных положительных отклонений переходной характеристики от установившегося hУСТ или заданного hЗАД значения (рис. 4.2):

	.	(4.3)
Статическая ошибка – разница между заданным и установившимся значением регулируемой величины (рис. 4.2):

	.	(4.4)

4.4. Косвенные показатели качества

Частотные показатели качества позволяют судить о качестве переходных процессов по частотным характеристикам системы. При этом могут использоваться разные частотные характеристики замкнутой системы.
Как известно у минимально-фазных систем АЧХ и ФЧХ однозначно связаны, и, следовательно, по одной АЧХ замкнутой системы АЗ() (рис. 4.3) можно полностью определить все свойства системы, в том числе и качество переходных процессов.
 (
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По АЧХ можно оценить колебательность μ и время регулирования системы tP (см. п. 4.5).
Колебательность μ определяется по величине относительного максимума АЧХ на резонансной частоте ωР (рис. 4.3):

	.	(4.5)
При μ < 1 (штриховая кривая на рис. 4.3) переходная характеристика системы неколебательна. Чем больше μ, тем больше колебательность. При М → ∞ колебательность возрастает до получения незатухающих колебаний, соответствующих нахождению системы на границе устойчивости.
Так как АЗ() представляет собой модуль частотной передаточной функции замкнутой системы WЗ(jω), тот факт, что АЗ() → ∞, означает, что передаточная функция замкнутой системы имеет пару сопряженных мнимых полюсов ±jω, и, следовательно, в системе существуют незатухающие колебания с частотой Р.
Оценка качества регулирования по корневым показателям основана на анализе значений действительной Re(pi) и мнимой Im(pi) части корней pi характеристического уравнения системы. По ним можно оценить верхние пределы величин длительности и колебательности всего переходного процесса. К корневым показателям качества относятся:
·  – степень устойчивости – критерий длительности переходного процесса;
· m – степень колебательности – критерий колебательности переходного процесса.
Степень устойчивости  определяется как граница, правее которой корней нет, или минимальное абсолютное значение действительной части Re(pi) корней характеристического уравнения системы:

	.	(4.6)
Геометрически  равно расстоянию от оси мнимых значений до ближайшего корня и служит мерой удаления системы от границы устойчивости, которой в комплексной плоскости является мнимая ось (рис. 4.4).
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Степень колебательности m определяется как максимальное абсолютное значение отношения мнимой к действительной части корней характеристического уравнения системы:

	.	(4.7)
Геометрически m равен тангенсу максимального абсолютного значения угла  между лучом, проведенным из начала координат через корень, и осью действительных значений:
	m = tg(max||).	(4.8)
Таким образом, при всех прочих условиях, качество регулирования будет тем лучше, чем больше степень устойчивости  и меньше степень колебательности m.

4.5. Связь между показателями качества регулирования

Время регулирования tP определяется шириной частотной характеристики АЗ(). Чем шире частотная характеристика системы АЗ(), тем короче ее переходная (временная) характеристика, т. е. тем меньше tP.
В первом приближении время регулирования tP для неколебательных систем может быть оценено по величине частоты сопряжения 0:

	.	(4.9)
Если переходная характеристика в течение переходного процесса совершает n колебаний, то

	.	(4.10)
Длительность отдельных составляющих переходного процесса пропорциональна их постоянным времени затухания, и обратно пропорциональна абсолютному значению действительной части Re(pi) определяющих их корней характеристического уравнения системы.
Таким образом, длительность всего переходного процесса будет определяться по степени устойчивости:

	.	(4.11)
Между колебательностью переходной характеристики μ и корневым показателем колебательности m существует связь

	.	(4.12)
Выполнение всех требований относительно численных показателей качества переходного процесса заставляет проектировщика искать компромисс в связи с возникающим противоречием этих требований. Например, при увеличении коэффициента передачи системы K увеличивается быстродействие системы, т. е. уменьшается время переходного процесса tP, но появляется и нарастает колебательность переходного процесса μ. При дальнейшем увеличении коэффициента передачи до его критического значения по критерию устойчивости системы значение колебательности возрастает до 100% (граница устойчивости незатухающий переходный процесс). Следовательно, длительность переходного процесса tP → ∞.
Максимальное отклонение выходной величины от установившегося значения уменьшается с ростом коэффициента передачи, но по мере роста колебательности возникает и увеличивается величина перерегулирования.
Таким образом, в общем случае качество переходного процесса зависит параметров АСР и от начальных условий, т. е. от состояния системы в момент приложения ступенчатого единичного воздействия.

4.6. Интегральные показатели качества

Как известно, качество регулирования в автоматических системах управления оценивается совокупностью показателей. Зачастую при изменении параметров системы с целью обеспечения требуемых характеристик переходного процесса одни из показателей улучшаются, в то время как другие ухудшаются. В такой ситуации, когда задача выбора оптимальных значений параметров системы оказывается многокритериальной, а потому трудноразрешимой, использование интегральных критериев, оценивающих качество регулирования одним числом, оказывается предпочтительным.
Интегральные показатели качества (оценки) представляют собой интегралы по времени от некоторых функций переходного процесса, например, изменения ошибки регулирования. Интегральные оценки дают обобщенную оценку быстроты затухания и величины отклонения регулируемой координаты, в виде единого числового значения. Особенность интегральной оценки в том, что в отличии от других методов оценки качества, величина интеграла представляет число, которое ничего не говорит о характере переходного процесса, о конкретных показателях качества, зато, в сравнении с другими, метод отличается простотой.
Простейшей линейной интегральной оценкой может служить величина:

	,	(4.13)
где e(t) = y(∞) – y(t) есть отклонение выходной величины от нового установившегося значения y(∞), которое она будет иметь после завершения переходного процесса.
В устойчивой системе e(t) → 0 при t → ∞ и этот интеграл имеет конечную величину. Геометрическим смыслом линейной интегральной оценки будет площадь под кривой, построенной для отклонения e(t) (рис. 4.5, а).
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Площадь будет тем меньше, чем быстрее затухает переходный процесс и чем меньше величина отклонения e(t). Поэтому параметры системы рекомендуется выбирать таким образом, чтобы добиваться минимума этой интегральной оценки.
Неудобством линейной интегральной оценки вида является то, что она годится только для монотонных процессов, когда не меняется знак отклонения e(t). Если же имеет место колебательный процесс (рис. 4.5, б), то при вычислении интеграла (4.13), площади подынтегральной кривой будут складываться алгебраически и минимум этого интеграла может соответствовать колебаниям с малым затуханием или вообще без затухания.
В связи с этим наибольшее распространение при анализе качества регулирования в автоматических системах управления получила интегральная квадратичная оценка:

	,	(4.14)
Величина J2 будет тем меньше, чем меньше сумма площадей, взятых для квадратов ординат подынтегральной кривой, т. е. чем лучше переходный процесс приближается к идеальному скачку управляемой величины вслед за скачком задающего или возмущающего воздействия.
Прямое вычисление переходной характеристики y(t) при входном воздействии на систему g(t) = 1(t) довольно затруднительно, особенно при высоком порядке передаточной функции замкнутой системы W(p). Поэтому пользуются операторным представлением функций.
Тогда единичное ступенчатое воздействие на систему g(t) = 1(t) в операторной форме можно представить выражением:

	.	(4.15)
Переходная характеристика системы y(t) при входном воздействии на систему G(p) = 1/p в операторной форме:

	.	(4.16)
[bookmark: OLE_LINK5]Установившееся значение y(∞) выходной величины в операторной форме при входном воздействии на систему G(p) = 1/p можно определить как:

	.	(4.17)
[bookmark: OLE_LINK7]Отклонения величины от установившегося значения e(t) при входном воздействии на систему G(p) = 1/p в операторной форме:

	.	(4.18)
Частотная передаточная функция отклонения величины от установившегося значения E(j) (изображение Фурье функции времени e(t)) получается путем перевода операторной функции в частотную область, для этого вместо оператора дифференцирования p подставляется частотная комплексная переменная j:

	.	(4.19)
[bookmark: OLE_LINK8]Если E(jω) есть изображение Фурье функции времени e(t), то, согласно теореме Парсеваля, интегрирование функции по времени в пределах от нуля до бесконечности можно заменить интегрированием модуля изображения Фурье этой функции по всем частотам ω.

	;	(4.20)
Пример. На рис. 4.6 представлена структурная схема модели линейной системы управления. Требуется вычислить интегральную квадратичную оценку J2 системы.
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Передаточные функции системы управления:



; ; .
Передаточная функция замкнутой системы W(p):

[bookmark: OLE_LINK6]	.	(4.20)
Установившееся значение y(∞)выходной величины

	.	(4.21)
[bookmark: OLE_LINK9]Изображение Фурье E(jω) для отклонения выходной величины e(t):

	.	(4.22)
Интегральная квадратичная оценка через изображение Фурье:

	;	(4.23)
Для вычисления данного интеграла воспользуемся возможностями программного комплекса Matlab. Функция quad выполняет интегрирование функций, используя квадратурную формулу Симпсона (адаптивный метод Симпсона) с заданной относительной погрешностью 1.0 E-6.
Функция quad('fun',a,b) возвращает численное значение определенного интеграла от заданной функции fun на отрезке [a b]. В случае формулы (4.23) верхний предел интегрирования ∞ необходимо заменить на очень большое число, допустим 1012.
[bookmark: OLE_LINK10][bookmark: OLE_LINK11]>> J2=(1/pi)*quad('(abs((2/3-5./(2.*(j.*w).^2+j.*w+7.5))./(j.*w))).^2',0,10^12)
J2 = 0.474074
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