9. АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

9.1. Основы анализа нелинейных систем

Для решения задач анализа нелинейной системы нужны такие методы расчета, которые позволяют в достаточно простом виде определять математические связи параметров нелинейной системы с динамическими показателями процесса управления.
Все инженерные методы исследования нелинейных систем разделяются на две основные группы: точные и приближенные. К точным методам относится метод А.М. Ляпунова, метод фазовой плоскости, метод припасовывания и точечных преобразований, частотный метод В.М. Попова. Приближенные методы основаны на линеаризации нелинейных уравнений системы с применением гармонической или статистической линеаризации: метод гармонического баланса Л.С. Гольдфарба, метод гармонической линеаризации Н.М. Крылова и Н.Н. Боголюбова, метод Д.А. Башкирова и т.д.
Основными параметрами, характеризующими динамику работы существенно нелинейных АСУ, являются:
1) наличие или отсутствие автоколебаний. Если автоколебания имеются, то необходимо определить их амплитуду и частоту;
2) время выхода регулируемого параметра в режим стабилизации (быстродействие);
3) наличие или отсутствие скользящего режима;
4) определение особых точек и особых траекторий движения.
Важной особенностью динамики существенно нелинейных систем является зависимость условий устойчивости от величины внешнего воздействия. В связи с этим для нелинейных систем применяют понятия «устойчивость в малом», «устойчивость в большом», «устойчивость в целом».
Система устойчива «в малом», если она устойчива только при малых начальных отклонениях. Система устойчива «в большом», если она устойчива при больших начальных отклонениях. Система устойчива «в целом», если она устойчива при любых отклонениях.

9.2. Фазовое пространство

Метод исследования динамики нелинейных АСУ с помощью фазового пространства относится к наиболее ранним точным аналитическим методам теории нелинейных систем.
Фазовое пространство – n-мерное пространство, образованное системой координат, состоящей из значений регулируемой величины x1 и её производных x2, x3 (рис. 2.1, а).
Состояние системы в таком фазовом пространстве в каждый момент времени представляется изображающей точкой М. Процесс изменения состояния системы представляет собой некоторое движение изображающей точки M в фазовом пространстве [x1, x2, x3], который описывается фазовой траекторией движения системы.
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Фазовая траектория в фазовом пространстве даёт геометрическое представление о динамике исследуемого процесса. Но при этом координата времени отсутствует. Время отображается в неявном виде, поэтому фазовая траектория не даёт временную динамическую характеристику системы, но полностью раскрывает динамические свойства системы, показывая не только значения производных (x2, x3) в каждый момент времени, но и закон изменения каждой производной, что по временной динамической характеристике не всегда можно определить. Кроме этого, временную переходную характеристику  можно построить по фазовой траектории различными способами.
Фазовая траектория показывает динамику движения системы при ненулевых начальных условиях. Эти начальные условия изображаются начальной точкой фазовой траектории M0. При равновесии в системе, когда изменения регулируемой величины нет и все производные по регулируемой величине равны нулю, то это состояние системы изображается конечной точкой фазовой траектории, которая называется особой точкой.
При изменении начальных условий или начального состояния системы соответственно изменится фазовая траектория. Совокупность фазовых траекторий для определенных начальных условий и состояний называется фазовым портретом системы.
Графически изобразить фазовый портрет в n-мерном пространстве невозможно, поэтому при анализе нелинейных систем ограничиваются двумерной фазовой плоскостью, которая практически позволяет изучить все особенности поведения нелинейной системы.
Фазовая плоскость – это двумерная координатная плоскость, в которой по осям координат откладываются две переменные (фазовые координаты): регулируемая величина x1 и её первая производная x2 (рис. 2.1, б).
Рассмотрим математическое представление фазовых траекторий линейной динамической системы, переходный процесс которой описывается дифференциальным уравнением 2-го порядка:

	,	(2.1)
где y – выходной сигнал, ai – постоянные коэффициенты модели.
Запишем уравнение (2.1) в виде системы дифференциальных уравнений 1-го порядка (системы в нормальной форме Коши). Эти уравнения получаются путём введения в исходное уравнение системы новых переменных состояния xi(t) вместо (i – 1) производных выходной величины y(t):

	.	(2.2)
Применительно к рассматриваемой системе



	; ; .	(2.3)
Тогда модель системы в форме Коши будет иметь вид

		(2.4)
Уравнения (2.4) являются параметрическими уравнениями фазовой траектории системы, параметром которых является время. Исключим из уравнения время, разделив второе уравнение на первое:

	.	(2.5)
Это уравнение называется (непараметрическим) дифференциальным уравнением фазовых траекторий.
Решение уравнения (2.5) x2 = f(x1) изображается на фазовой плоскости [x1; x2]. По оси абсцисс откладывается сама координата x1, а по оси ординат откладывается её первая производная x2. Каждой     совокупности начальных условий (x10, x20) соответствуют свое решение и своя фазовая траектория. Семейство фазовых траекторий характеризует все возможные переходные процессы в данной системе при любых начальных условиях и образует её фазовый портрет.
Основные свойства фазовых траекторий:
1) если x2 = f(x1) определена и непрерывна в некоторой области и имеет непрерывные частные производные по своим аргументам, то через каждую точку фазовой плоскости, за исключением особых точек, проходит единственная фазовая траектория. Это означает, что фазовые траектории при различных начальных условиях не пересекаются между собой;
2) при x2 > 0 координата x1 должна возрастать, поэтому в верхней фазовой полуплоскости изображающая точка движется слева направо, а в нижней полуплоскости движение происходит справа налево. Направление движения на траекториях показывают стрелками;
3) согласно (2.5), если x2 = 0 и N(x1; x2) ≠ 0, то dx2/dx1 = ∞, это значит, что фазовые траектории пересекают ось абсцисс под прямым углом, за исключением особой точки, где dx2/dx1 = 0/0. Ось ординат фазовые траектории могут пересекать под любым углом;
4) затухающему (устойчивому) переходному процессу соответствует фазовая траектория, сходящаяся к началу координат или отрезку покоя;
5) неустойчивому процессу соответствует фазовая траектория, удаляющаяся от начала координат.

9.3. Особые точки фазовых траекторий линейных и нелинейных систем

Фазовые портреты нелинейных систем характеризуются большим разнообразием, чем фазовые портреты линейных систем. Однако типы особых точек линейных и нелинейных систем совпадают. Здесь имеются в виду те особые точки, в окрестностях которых уравнения нелинейных систем допускают линеаризацию.
Несмотря на схожесть фазовых характеристик линейных и нелинейных систем, нелинейные элементы существенно искажают характер фазовых траекторий, но в принципе они имеют такой же вид, название и зависимость от корней характеристического уравнения линейной части системы.
В табл. 2.1 представлены основные типы переходных характеристик, фазовых траекторий и особых точек линейных систем в зависимости от типа корней pi характеристического уравнения системы (2.1). Данные таблицы показывают, что по характеру фазовых траекторий можно непосредственно судить о переходной характеристике системы и об её устойчивости.
Между собой фазовые траектории пересекаются только в особых точках, соответствующих состоянию равновесия. Особые точки бывают четырех видов: центр, фокус, узел и седло.
Центр – это особая точка в начале координат (см. табл. 2.1, п. 1). Фокус может быть устойчивым (см. табл. 2.1, п. 2) или неустойчивым (см. табл. 2.1, п. 3), траектория с фокусом соответствует сходящемуся или расходящемуся колебательному процессу. Если фазовые траектории будут входить в начало координат, что соответствует устойчивой системе, начало координат будет называться устойчивым узлом (см. табл. 2.1, п. 4). Если фазовые траектории вблизи узла асимптотически стягиваются к нему, то для линейной или нелинейной системы используют понятие асимптотической устойчивости.
Седло – это особая точка в виде начала координат (см. табл. 2.1, п. 6). Седло всегда неустойчиво, т. е. соответствует неустойчивому состоянию равновесия.
Особые точки, прямые линии и кривые, к которым притягиваются фазовые траектории, называются аттракторами.
Особыми траекториями называют такие фазовые траектории, которые разделяют плоскость на различные качественные процессы или траектории. К ним относятся:
1) сепаратрисы (С) – линии на фазовой плоскости, разделяющие области с разным характером движения, начинаются и заканчиваются в седловых стационарных точках;
2) предельные циклы (Ц) – изолированные замкнутые траектории.
Особой точкой предельного цикла является центр. Если изнутри и снаружи фазовые траектории сходятся к предельному циклу      (рис. 2.8), то такой предельный цикл называется устойчивым         предельным циклом. Если система попала на устойчивый предельный цикл, то она обладает устойчивыми автоколебаниями.
При наличии в системе нелинейного элемента, обладающего кусочно-линейной характеристикой, фазовая плоскость разбивается на ряд областей линией переключения (рис. 2.6), где работа нелинейной системы описывается обыкновенными линейными уравнениями, на основании которых строятся фазовые траектории.
Таблица 2.1
Типы фазовых траекторий и особых точек линейных систем
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9.4. Метод фазовой плоскости

Метод анализа и синтеза системы управления, основанный на построении фазового портрета, называют методом фазовой плоскости. Метод фазовой плоскости используется для исследования нелинейных систем, линейная часть которых описывается дифференциальным уравнением не выше второго порядка, а нелинейный элемент может быть любым. Метод анализа по фазовой плоскости достаточно прост и отличается большой наглядностью. Оценка устойчивости в методе фазовой плоскости опирается на одну из формулировок устойчивости А.М. Ляпунова.
Формулировка устойчивости системы по Ляпунову: невозмущенное движение называется устойчивым по Ляпунову, если для любого сколь угодно малого положительного числа ε найдется такое положительное число δ, что в любой момент времени t ≥ t0 расстояние от изображающей точки фазовой траектории до начала координат фазовой плоскости х(t) меньше ε, при конечном начальном отклонении, т.е. при |х0(t0)| < δ.
	|х(t)| < ε при t ≥ t0, если |х0(t0)| < δ.	(2.14)
Невозмущенное движение системы называется асимптотически устойчивым по Ляпунову, если при конечном начальном отклонении |х0(t0)| < δ фазовая траектория стремится к началу координат при стремлении времени к бесконечности.
	х(t) → 0 при t → ∞, если |х0(t0)| < δ.	(2.15)
Приведенным определениям устойчивости можно дать следующую геометрическую интерпретацию. Пусть на фазовой плоскости    [x1; x2]  M0(x10; x20) – отклонение системы от заданного установившегося значения при t = 0 (рис. 2.5).
Это отклонение находится в пределах прямоугольника со сторонами 2δ1 и 2δ2. На плоскости показаны области, в которых может находиться система, в виде трёх окружностей. Окружность радиуса r → 0 соответствует области асимптотической устойчивости, где отклонение движения  х(t) → 0. Окружность радиуса ε соответствует области устойчивости с допустимым отклонением |х(t)| < ε. Окружность радиуса ρ соответствует недопустимому увеличению отклонения движения, при котором система становится неустойчивой. Три фазовых траектории демонстрируют три режима работы систем при определенном начальном отклонении |х0(t0)|. Первая траектория 1 соответствует асимптотически устойчивой системе, траектория 2 – устойчивой с допустимым отклонением и траектория 3 – неустойчивой системе.
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В качестве примера рассмотрим метод фазовой плоскости для нелинейной системы (см. рис. 2.6) с релейной характеристикой F(x) общего вида «Трехпозиционное реле с гистерезисом» (см. табл. 1.1, п. 9).
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Уравнение динамики объекта управления ОУ совместно с устройством управления УУ в операторной форме имеет вид

	,	(2.16)
а уравнение релейного регулятора – нелинейного элемента НЭ при входном воздействии u(t) = 0 описывается нелинейной функцией

	,	(2.17)
где x = –y и F(–y) = –F(y), т.к. нелинейная релейная характеристика нечётно-симметричная (см. рис. 2.6).
Уравнение динамики релейного регулятора с характеристикой «Трехпозиционное реле с гистерезисом» приведено в табл. 1.1, п. 9.
Общее нелинейное дифференциальное уравнение динамики системы найдем, подставив (2.17) в (2.16). В результате получим

	.	(2.18)
Запишем уравнение (2.18) в виде системы дифференциальных уравнений 1-го порядка, введя новые переменные состояния xi(t):



	, , .	(2.19)
Тогда модель системы в форме Коши будет иметь вид

		(2.20)
Отсюда получим дифференциальное уравнение фазовых траекторий

	.	(2.21)
Проинтегрируем уравнение (2.21) и получим уравнение фазовой траектории системы

	.	(2.22)
В связи с релейной функцией регулятора на фазовой плоскости [x1; x2] можно выделить три области: (1) F(x1) = –B; (2) F(x1) = 0;        (3) F(x1) = +B. Эти три области разделены и показаны штриховыми линиями переключения на рис. 2.7.
В области (1) F(x1) = –B уравнение (2.21) принимает вид

	.	(2.23)
Проинтегрировав его, получим уравнение фазовых траекторий в области (1)

	,	(2.24)
где C1 – коэффициент, зависящий от начальных условий x10 и x20.

	.	(2.25)
В области (2) F(x1) = 0 уравнение (2.21) принимает вид

	.	(2.26)
Проинтегрировав его, получим уравнение фазовых траекторий в области (2)

	,	(2.27)
где C2 – коэффициент, зависящий от начальных условий x10 и x20.

	.	(2.28)
В области (3) F(x1) = +B уравнение (2.21) принимает вид

	.	(2.29)
Проинтегрировав его, получим уравнение фазовых траекторий в области (3)

	,	(2.30)
где C3 – коэффициент, зависящий от начальных условий x10 и x20.

	.	(2.31)
Фазовые траектории в области (1) имеют асимптоту x2 = KB, к которой они стремятся при увеличении x1. В области (3) фазовые траектории имеют асимптоту x2 = –KB, к которой они стремятся при уменьшении x1. Величина KB определяет максимальную скорость изменения выходной величины x1 при свободном движении системы.
В целом фазовые траектории принимают спиралевидную форму. Это соответствует затухающим колебательным процессам. Однако колебательный процесс затухает не до нуля, а до некоторого произвольного значения в интервале –b1 ≤ x1 ≤ b1, x2 = 0, т.е. внутри зоны нечувствительности реле. Таким образом, вместо особой точки здесь получается особый отрезок равновесных состояний (отрезок покоя), показанный утолщенной линией на рис. 2.7.
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В случае релейной характеристики «Идеальное трехпозиционное реле» (см. табл. 1.1, п. 7) картина фазовых траекторий будет аналогична изображенной на рис. 2.7, но теперь b1 = b2 = b, т.е. линии переключения будут совмещены по оси x1.
В случае релейной характеристики «Двухпозиционное реле с гистерезисом» (см. табл. 1.1, п. 8) будет отсутствовать область (2). Таким образом, остается по одной линии переключения в верхней и нижней полуплоскостях фазовой плоскости (рис. 2.8).
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Слева от них строим фазовые траектории по уравнению (2.24), а справа – по уравнению (2.30). Из фазового портрета видно, что снаружи фазовые траектории образуют сходящиеся спирали, а изнутри – расходящиеся, и где-то среди них должен быть предельный цикл, к которому они все сходятся. Это устойчивый предельный цикл, отвечающий автоколебаниям. Амплитуда автоколебаний А' определяется точкой пересечения предельного цикла с осью x1. Физически автоколебания обусловлены нелинейной характеристикой «Двухпозиционное реле», не имеющей равновесного состояния. Автоколебания происходят около петли реле с амплитудой, превышающей половину ширины петли b. В автоколебательном режиме работают, например, импульсные регуляторы напряжения сети постоянного тока.
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