Гармоническая линеаризация нелинейностей

Гармоническая линеаризация нелинейностей основана на методе гармонического баланса Н.М. Крылова и Н.Н. Боголюбова. Гармоническая линеаризация является приближенным методом исследования нелинейных систем и применяется только в случае, когда линейная часть системы является фильтром низких частот, т.е. при возникновении периодических несинусоидальных режимов они не пропускают или пропускают с большим ослаблением вторые и более высокие гармоники. При этом линейная часть может быть описана дифференциальным уравнением любого порядка, а нелинейный элемент может быть как однозначным, так и многозначным.
Суть гармонической линеаризации состоит в замене нелинейного звена линейным уравнением, параметры которого определяются при гармоническом входном воздействии из условия равенства амплитуд первых гармоник на выходе нелинейного элемента и эквивалентного ему линейного звена.
Согласно данному способу выбирается некоторая расчетная структурная схема, в которой нелинейный элемент НЭ выделен в качестве входного звена, а вся остальная линейная часть ЛЧ системы объединена в одну общую передаточную функцию, которая располагается после нелинейного элемента (рис. 2.12).
Прохождение синусоидального сигнала через нелинейную систему при входном воздействии u(t) = 0 показано на рис. 2.12.
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Следовательно, на линейную часть системы действует сигнал, содержащий весь спектр частот (после разложения их в ряд Фурье), которые возникли в нелинейном элементе. В силу принципа суперпозиции в линейной части системы каждая гармоника действует независимо от остальных. Амплитуда каждой гармоники на выходе линейной части системы y(t) будет зависеть от динамических свойств этой линейной части. Предположим, что наша система обладает тем свойством, что величина амплитудной характеристики на частотах высших гармоник значительно меньше, чем первой:

	.	(2.52)
Это свойство называется свойством фильтра низких частот линейной части системы. При наличии свойства фильтра линейная часть системы будет хорошо пропускать первую гармонику нелинейных колебаний y(t) и ослаблять все высшие гармоники. Поэтому на выходе системы рассматривается только первая гармоника. На рис. 2.12 эта первая гармоника на графике y(t) показана жирной линией. Данный сигнал по обратной связи приходит на вход нелинейного элемента, поэтому переменная x на входе нелинейного звена окажется близкой к синусоиде x = Asinωt.
Пусть нелинейный элемент имеет нелинейную функцию z = F(x). Подадим на вход этого элемента гармонический сигнал x = Asinωt. На выходе получим z = F(Asinωt). Этот периодический выходной сигнал нелинейного звена можно разложить в ряд Фурье, ограничившись первой гармоникой колебаний:

	.	(2.53)
При симметричных гармонических колебаниях относительно оси абсцисс составляющая уравнения (2.53) А0 = 0. Тогда уравнение (2.53) можно записать в виде

	,	(2.54)
где коэффициенты

	;	(2.55)

	.	(2.56)
Подставив x = Asinωt и x' = Aωcosωt в уравнение (2.54), получим выражение в операторной форме

	.	(2.57)
Данное уравнение называют уравнением гармонической линеаризации, а коэффициенты q(A) и q'(A) – коэффициентами гармонической линеаризации.
Правая часть выражения (2.57) линейна при постоянной амплитуде сигнала A = const, т.е. справедлива только для конкретного периодического решения. Но в целом она сохраняет нелинейные свойства, так как коэффициенты данного периодического решения q(A) и q'(A) зависят от величины амплитуды колебаний х(t). Эта особенность гармонической линеаризации позволит исследовать основные свойства и особенности процессов в нелинейных автоматических системах.
Гармонической передаточной функцией (ГПФ) нелинейного элемента называется отношение амплитуды первой гармоники выходного сигнала к амплитуде входного сигнала. ГПФ нелинейного звена имеет общий вид

	.	(2.61)
Частотная ГПФ (комплексный коэффициент передачи) линеаризованного нелинейного звена при подстановке p = jω имеет вид

	.	(2.62)
Следовательно, амплитудно-фазовая частотная характеристика нелинейности F(x) зависит только от амплитуды A и не зависит от частоты сигнала ω, в отличие от характеристик линейных звеньев.
Гармоническую линеаризацию еще называют амплитудной интерполяцией, так как она характеризует зависимость амплитуды выходного сигнала от амплитуды входного сигнала и не зависит от изменения частоты входного сигнала. Для большинства инженерных расчетов способ дает достаточно адекватный результат.
Следует иметь в виду, что гармоническая линеаризация является приближенным описанием нелинейной характеристики, полученной по изменению первой гармоники ряда Фурье. При этом количественно не оцениваются погрешности в результате отбрасывания высших гармоник. Но можно утверждать, чем выше порядок линейной части системы, тем более строго выполняется гипотеза фильтра низких частот и тем большую адекватность имеют методы исследования, использующие гармоническую линеаризацию.
В табл. 2.2 представлены коэффициенты гармонической линеаризации для типовых нелинейностей.

Таблица 2.2

Коэффициенты гармонической линеаризации типовых нелинейностей

	№ п/п
	Внешний вид характеристики
	Название и коэффициенты звена

	1
	2
	3

	1
	 (
b
0
–
b
arctg
(
k
)
X
Z
)
	Зона нечувствительности

;

 при A ≥ b

	2
	 (
b
0
–
b
B
–
B
X
Z
)
	Насыщение (ограничение)

;

 при A ≥ b

	3
	 (
Z
b
1
0
–
b
1
B
–
B
X
b
2
–
b
2
)
	Зона нечувствительности
с насыщением


 при A ≥ b2

	
	
	Окончание табл. 2.2

	1
	2
	3

	4
	 (
X
Z
0
b
–
b
arctg
(
k
)
)
	Люфт (Мертвый ход)



 при A ≥ b

	5
	 (
0
B
–
B
X
Z
)
	Идеальное двухпозиционное реле

;



	6
	 (
Z
b
0
–
b
B
–
B
X
)
	Идеальное трехпозиционное реле

;

 при A ≥ b

	7
	 (
Z
b
0
–
b
B
–
B
X
)
	Двухпозиционное реле с гистерезисом

;

 при A ≥ b

	8
	 (
Z
b
1
0
–
b
1
B
–
B
X
b
2
–b
2
)
	Трехпозиционное реле с гистерезисом

;

 при A ≥ b2
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