Метод гармонического баланса

Одна из задач анализа релейных систем состоит в определении возможности возникновения автоколебательного режима работы. Если такой режим работы системы может возникнуть, то определить амплитуду и частоту этих колебаний.
Для систем, ЛЧ которых описывается уравнением высокого порядка (выше второго), используют метод гармонического баланса Л.С. Гольдфарба. Это графоаналитический способ определения амплитуды и частоты автоколебаний, основанный на критерии устойчивости Г. Найквиста.
Для реализации метода Гольдфарба структурную схему нелинейной системы представляют в виде последовательного соединения нелинейной части НЧ и линейной части системы ЛЧ (см. рис. 2.12). Линейная часть включает в себя все элементы системы, за исключением нелинейного элемента, и описывается передаточной функцией WЛЧ(p). Нелинейная часть имеет нелинейный элемент НЭ, который после линеаризации описывается ГПФ WНЭ(p).
Тогда общая частотная передаточная функция системы в разомкнутом состоянии имеет вид

	.	(2.116)
Предположим, что замкнутая нелинейная система находится на границе устойчивости и в ней возникли незатухающие колебания (автоколебания). Тогда, согласно критерию Найквиста, амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой системы WРАЗ(jω; jA) должна проходить через точку с координатами (–1; j0). Отсюда условие существования автоколебаний в замкнутой системе

	.	(2.117)
Непосредственно построить эту АФЧХ на комплексной плоскости трудно. В этом уравнении две переменные величины: частота ω, которую изменяем от 0 до ∞, и амплитуда сигнала на входе нелинейного элемента А. Поэтому уравнение представляется в виде

	.	(2.118)
Согласно Л.С. Гольдфарбу, автоколебания в системе возможны, если выполняются два условия гармонического баланса.
Первое условие. Отдельно построенная левая часть уравнения при изменении частоты и отдельно построенная правая часть уравнения при изменении амплитуды имеют общую точку пересечения B (в некоторых случаях несколько точек пересечения).
Второе условие. Точки пересечения соответствуют суммарному фазовому сдвигу разомкнутой системы на угол –π радиан или –180°.

		(2.119)
Уравнение (2.118) решается графически следующим образом. На комплексной плоскости [+1; j] вычерчивается амплитудно-фазовая частотная характеристика линейной части WЛЧ(jω), а также обратная амплитудно-фазовая характеристика нелинейности с обратным знаком       –1/WНЭ(jА). Точка пересечения АФЧХ линейной части системы и гармонически линеаризованной передаточной функции определяет амплитуду А и частоту автоколебаний ω, причем значение А отсчитывается по кривой  –1/WНЭ(jА), а значение ω – по кривой WЛЧ(jω) (рис. 2.18).
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Об устойчивости или неустойчивости автоколебательного процесса судят следующим образом. Пусть точке B соответствует частота ω'B и амплитуда А'B (см. рис. 2.18). Тогда при некотором приращении амплитуды ∆А (точка B1) система будет возвращаться к периодическому решению, если при ∆А > 0 колебания будут становиться затухающими, а при ∆А < 0 – расходящимися. Если при (А'B + ∆А) амплитуда начала возрастать, а при (А'B – ∆А) она стала убывать, то возникший предельный цикл неустойчивый.
Вышесказанное аналитически можно представить в виде

		(2.121)
или графически: положительный отсчет амплитуды А вдоль кривой –1/WНЭ(jА) должен быть направлен изнутри наружу через кривую WЛЧ(jω), как показано на рис. 2.18 стрелкой. В противном случае периодическое решение неустойчиво.
В качестве примера рассмотрим метод гармонического баланса для системы с различными нелинейностями. Структурная схема нелинейной системы представлена на рис. 2.12. Линейная часть описывается передаточной функцией WЛЧ(p), нелинейная часть имеет нелинейный элемент с ГПФ WНЭ(p).
Передаточная функция линейной части системы

	.	(2.124)
Нелинейный элемент будет иметь три различных характеристики: «Идеальное двухпозиционное реле», «Идеальное трехпозиционное реле» и «Двухпозиционное реле с гистерезисом». Выходная величина реле B = 110, порог срабатывания у двух последних реле b = 0,25.
Определим амплитудно-частотную и фазово-частотную характеристики линейной части системы по её частотной передаточной функции:

	;	(2.125)

	;	(2.126)

	.	(2.127)
Частотная ГПФ «Идеальное двухпозиционное реле»

	;	(2.128)

	.	(2.129)
Частотная ГПФ «Идеальное трехпозиционное реле»

	;	(2.130)

	.	(2.131)
Частотная ГПФ «Двухпозиционное реле с гистерезисом»

	;	(2.132)

	.	(2.133)
Задаваясь значением частоты ω от 0 до ∞, определяем амплитуду и фазу характеристики линейной части и строим АФЧХ WЛЧ(jω). Задаваясь значением А от 0 до ∞, строим на комплексной плоскости характеристику нелинейностей –1/WНЭ1(jА) (рис. 2.21).
Годографы WЛЧ(jω) и –1/WНЭ1(jА) пересекаются в одной точке В1. Значит, автоколебательный режим в исходной системе с нелинейной характеристикой «Идеальное двухпозиционное реле» возможен с частотой ω' = 31,6 рад/с и амплитудой А' = 3,97.
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Устойчивость полученного периодического решения проверим по условию (2.121):

		(2.134)
Таким образом, переходная характеристика h(t) нелинейной АСУ может иметь устойчивый автоколебательный режим, переменная составляющая которого описывается выражением h(t) = 3,97sin31,6t.
Задаваясь значением А от 0,25 до ∞ (по условию гармонической линеаризации А ≥ b), строим на комплексной плоскости характеристики нелинейностей –1/WНЭ2(jА) и –1/WНЭ3(jА) (рис. 2.22).


Годографы WЛЧ(jω) и –1/WНЭ2(jА) пересекаются в точке В2. Значит, автоколебательный режим в исходной системе с нелинейной характеристикой «Идеальное трехпозиционное реле» возможен с частотой ω' = 31,6 рад/с и амплитудой А1' = 0,2505 или А2' = 3,97, так как значение функции  –1/WНЭ2(jА) = –0,028 может быть получено при двух величинах А' = 0,2505 и 3,97. Причем при положительном отсчете амплитуды в промежутке b ≤ А ≤  годограф –1/WНЭ2(jА) проходит снаружи вовнутрь кривой WЛЧ(jω), а в промежутке А >  – изнутри наружу через кривую WЛЧ(jω).
Устойчивость полученных периодических решений проверим аналитически по условию (2.121):

А1' = 0,2505: 	(2.135)

А2' = 3,85: 	(2.136)
Таким образом, переходная характеристика h(t) нелинейной АСУ может иметь два периодических режима – устойчивый автоколебательный h(t) = 3,97sin31,6t и неустойчивый 0,2505sin31,6t.
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Годографы WЛЧ(jω) и –1/WНЭ3(jА) пересекаются в точке В3. Значит, автоколебательный режим в исходной системе с нелинейной характеристикой «Двухпозиционное реле с гистерезисом» возможен с частотой ω' = 23 рад/с и амплитудой А' = 7,25.
Гистерезисная релейная характеристика вносит отставание по выходному сигналу из реле, поэтому проверим выполнение второго условия гармонического баланса в данной системе

		(2.137)
Таким образом, переходная характеристика h(t) нелинейной АСУ может иметь устойчивый автоколебательный режим с переменной составляющей h(t) = 7,25sin23t.
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