Частотный метод Попова

Данный точный метод, предложенный румынским ученым   В.М. Поповым, как и метод гармонического баланса, основан на частотном критерии Найквиста, только применяется без линеаризации нелинейности. При использовании метода определяется абсолютная устойчивость системы с одной однозначной нечётно-симметричной нелинейностью.
Абсолютная устойчивость – это устойчивость в целом (при любых начальных условиях) нелинейной системы при нелинейной характеристике, принадлежащей к определенному классу.
Если в системе автоматического управления (рис. 2.26) имеется лишь одна однозначная нечётно-симметричная нелинейность, то
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Структурная схема системы с нелинейным элементом
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При этом конкретная форма однозначной нечётно-симметричной характеристики нелинейного элемента может быть любая, в том числе нестабильная с изменяющимися параметрами, но заданная в пределах угла от 0 до αf (рис. 2.27). В методе Попова используется параметр kf – тангенс угла наклона линии, ограничивающей угол αf, к оси абсцисс.
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Линейная часть системы описывается передаточной функцией WЛЧ(р), которую можно представить в дробно-рациональном виде:

	,	(2)
где B(p) – полином числителя; А(p) – полином знаменателя при m < n.
При этом характеристическое уравнение линейной части системы А(p) = 0 имеет все корни с отрицательными вещественными частями или же кроме них имеется еще не более двух нулевых корней, что является условием применимости критерия Попова.
Такую функцию WЛЧ(р) можно преобразовать в частотную передаточную функцию WЛЧ(jω) в показательной или алгебраической форме с вещественной U(ω) и мнимой V(ω) частями:
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Частотная передаточная функция W(jω) представляет собой комплексную параметрическую функцию, модуль которой равен отношению амплитуды выходного сигнала к амплитуде входного сигнала А(), а аргумент – сдвигу фаз между выходным и входным сигналом φ().Частотная передаточная функция W(jω), её модуль и аргумент φ() являются частотными характеристиками системы (см. п. 2.10 ТАУ. Линейные непрерывные системы ).
Формулировка теоремы Попова: для установления абсолютной устойчивости нелинейной системы достаточно подобрать такое конечное действительное число h, при котором при всех значениях частоты входного сигнала ω ≥ 0 будет справедливо неравенство
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При наличии одного нулевого корня pi = 0 или an = 0 требуется еще выполнение условия


	 при ,	(9)
а при двух нулевых корнях pi = pi+1 = 0 или an = an-1 = 0


	 при .	(10)
Приравняв левую часть выражения (7) к нулю, получим уравнение прямой, проходящей через точку (–1/kf; j0) с наклоном 1/h, называемой линией Попова:

	.	(11)
Из выражения (11) можно выделить модифицированную частотную характеристику линейной части системы W*ЛЧ(jω) путем умножения мнимой части исходной частотной передаточной функции WЛЧ(jω) на частоту ω:

	.	(12)
Модифицированная частотная характеристика линейной части системы W*ЛЧ(jω) обладает следующими свойствами:
1. Если в исходной частотной передаточной функции WЛЧ(jω) порядок полинома числителя не выше порядка полинома знаменателя, то W*ЛЧ(jω) будет всегда лежать в конечной части плоскости. Это означает, что при ω → ∞ UЛЧ(ω) и ωVЛЧ(ω) стремятся либо к нулю, либо к конечному пределу.
2. Мнимая часть модифицированной частотной характеристики ωVЛЧ(ω) в отличие от исходной VЛЧ(ω) является чётной функцией, следовательно, модифицированная частотная характеристика W*ЛЧ(jω) не будет симметричной относительно вещественной оси.
Графическая интерпретация теоремы Попова: для абсолютной устойчивости нелинейной системы достаточно подобрать на комплексной плоскости [+1; j] такую прямую, проходящую через точку  (–1/kf; j0), где kf – угловой коэффициент нелинейной характеристики, чтобы вся кривая модифицированной частотной характеристики линейной части системы W*ЛЧ(jω) лежала справа от этой прямой.
На рис. 2.28, а показаны модифицированный годограф Найквиста и линия Попова абсолютно устойчивой системы. Там же пунктирной линией показан немодифицированный годограф Найквиста. Эти годографы имеют одинаковые действительные части и, следовательно, пересекают действительную ось в одних и тех же точках.
На рис. 2.28, б показан случай, когда условия абсолютной устойчивости В.М. Попова не выполняется. Через точку (–1/kf; j0) нельзя провести линию Попова так, чтобы она не пересекала модифицированный годограф Найквиста. Однако через точку (–1/kf*; j0) можно провести нужную прямую Попова (пунктирная линия). Система с такой нелинейной характеристикой, ограниченной углом αf* = arctg(kf*), будет устойчивой.
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Графическая интерпретация теоремы Попова
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В качестве примера рассмотрим метод Попова для нелинейной АСУ с нелинейной характеристикой «Идеальное трехпозиционное реле» (см. табл. 1.1, п. 7). Выходная величина реле B = 0,33; порог срабатывания b = 1. Структурная схема нелинейной системы представлена на рис. 1.1. Линейная часть описывается передаточной функцией WЛЧ(p).

	.	(13)
Определим частотную характеристику линейной части системы

	.	(14)
Определим действительную UЛЧ(ω) и мнимую VЛЧ(ω) части исходной частотной характеристики линейной части системы WЛЧ(jω).
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Так как характеристическое уравнение линейной части системы имеет один нулевой корень, то требуется выполнение условия (9):

.
Модифицированная частотная характеристика линейной части системы

.
Определим параметр kf – тангенс угла наклона линии, ограничивающей нелинейную характеристику, kf = 0,33/1 = 0,33 (рис. 2.32).
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Определение углового коэффициента нелинейной характеристики
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Графическое решение метода Попова
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После определения всех необходимых параметров и характеристик можно построить на комплексной плоскости [+1; j] исходную и модифицированную частотные характеристики линейной части системы WЛЧ(jω) и W*ЛЧ(jω), а также линию Попова, проходящую через точку (–3; j0) (рис. 2.33), что определяет абсолютную устойчивость нелинейной системы.
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